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Résume :

L’objectif de cette étude est la détermination du champ de déplacement limité a la
déformation élastique d’un solide appartenant a différente systemes cristallins, ces

déplacements sont dus a [’application d’un champ de forces mécaniques (cas de la traction,).

Pour ce but on a modélisé le probleme par la détermination des équations elasto-élastique
(équation d’équilibre) et pour trouver les déplacements il faut résoudre le systeme

d’équations trouve par la suite.

La méthode des éléments finis a été utilisé pour discrétiser les équations du modele
mathématique en appliquant [’approche de Galerkin. Le systeme d’équations trouvées sera

résolu par une méthode numérique tel que L.U (de Crout).
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Abstract:

The objective of this study is the determination of the field of displacement limited to the
elastic deformation of a solid belonging to different crystal systems, these displacements are
due to the application of a field of mechanical forces (case of traction). For this purpose we
modeled the problem by determining the elasto-elastic equations (equilibrium equation) and
to find the displacements it is necessary to solve the system of equations found thereafter. The
finite element method was used to discretize the equations of the mathematical model by
applying the Galerkin approach. The system of equations found will be solved by a numerical
method such as L.U (from Crout). Analysis of the results requires a program in FORTRAN.
Frankly, we have not studied programming in FORTRAN, which really takes an immense
amount of time. But due to the time factor we could not carry out the program. That's why we

used the Abaqus software to find some results such as displacements and stresses.
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INTRODUCTION

INTRODUCTION

Les plaques sont utilisées dans différentes industries : automobile, aéronautique, naval et dans
d’autre industrie. Elles sont souvent utilisées comme éléments structurels pouvant supporter
des charges latérales

La méthode de calcul par élément finis amenant dans la plupart des cas a la résolution d’un
systeme de n équations a n inconnues de grande dimension.

Le but de notre travail est de déterminer le champ de déplacement et contraintes d’une plaque
soumise a une charge de traction sur les deux cotés. Pour cette finalité, notre travail comprend
trois chapitres :

Le premier chapitre comprend des généralités sur la théorie d’élasticité en écrivant les
différentes relations donnant les contraintes planes, les déformations planes, la relation
donnant de 1’énergie ainsi 1’équation de 1’équilibre.

La détermination de différentes relations donnant les contraintes normales et tangentielles fait
I’objet du deuxiéme chapitre

Dans le troisieme chapitre la méthode des éléments finis est utilisée pour la discrétisation du
domaine physique ainsi que les équations donnant les différentes contraintes du modéle
mathématique en appliquant I’approche variationnel dans le cas bidimensionnel pour aboutir
au systeme d’équation algébrique, qui sera traité par une méthode numérique choisi.

Le dernier chapitre est consacré a la discussion des résultats obtenus a 1’utilisation du logiciel
Abaqus pour un matériau isotrope, dont 1’analyse des résultats permettra de determiner le

champ de contraintes sur la plaque étudiée.

Introduction 1




CHAPITRE 1

Géneralite sur
L.’Elasticité des Solides

Résumé
Dans le premier chapitre nous exposons une idée générale sur l’élasticité en rappelant les
différentes relations donnant [’équation d’équilibre, les notions sur les contraintes et les

déformations, ainsi les tenseurs symétriques des constantes.
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Chapitre 1 : Généralité sur I’Elasticité des Solides

Introduction :

La mécanique des solides parfaits étudie les mouvements des corps solides et de leurs
assemblages ; elle nomme solide parfait tout ensemble de particules matérielles demeurant a
des distances mutuelles rigoureusement constantes.

En réalité, les solides sont déformables, ¢’est-a-dire que sous 1’action de certaines sollicitation
(efforts externes ou internes, variations de température), les distances interarticulaires peuvent
varier.

Par conséquent, a une étude de déplacement se superpose une étude de déformation. [1]

La mécanique des milieux continus (en abrégée M.M.C), est une branche de la mécanique qui
se propose d'étudier les mouvements, les déformations et les champs de contraintes au sein de
milieux continus. C’est un vaste domaine qui a pour but 1’étude des lois de mouvement des
corps déformables (solides, liquides, gaz). Elle est caractérisée par l’interaction des lois de
déformation avec celles de la thermodynamique. L’étude concerne des corps qui remplissent
I’espace d’une fagon continue, ininterrompue. La distance entre deux points de ces corps ne
change pas au cours du mouvement. Les problémes essentiels de la mécanique des milieux
continus sont [2]:

1. L’étude des mouvements des solides déformables.

2. L’étude des mouvements des corps flottants et immergeés.

3. L’étude des mouvements non stationnaires des gaz p = P(Xw Xy, X3).

[ ] ]
[

Fig. 1.1 : Exemples de déformations d’un milieu continu [2]

Généralité sur I’élasticité des solides 3
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Mécanique des
milieux
continus

Déformation
élastique ou Mécanigue des
résistance des fluides
matériaux

e Déformation Fluides non Fluides
Elasticite plastique newtoniens newtoniens
| |
Rhéologie Rhéologie

Fig.1.2 : Domaines de la mécanique des milieux continus [1]
1.2 Notion de solide
L'exposé porte sur I'étude des mouvements et des déformations des solides. Pour simplifier,
on conviendra qu'un solide posséde une forme propre, c'est-a-dire qu'il faut lui appliquer des
efforts importants pour lui imposer un changement de forme, ce en quoi il se distingue des
liquides et des gaz [3].
1.3.1 Notion de contrainte
Un solide est en état de contrainte s’il est soumis a 1’action de forces extérieures. Considérons
un domaine (D) délimitant un solide () qui est en équilibre sous I’action de plusieurs forces
extérieures Fi. Sous I’action de ses forces, le solide est en équilibre. On voit
La naissance de contraintes a I’intérieur de (Q2). Soit () un plan virtuel qui partage (2) en

deux parties figure (1.3)

Figl.3 : Coupure sur une facette [2]

Généralité sur 1’élasticité des solides 4
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Appelonsﬁla résultante des efforts exercés par la partie (1) sur la partie (2) de (Q2), atravers

I’élément de surface (dS), soit le rapport Z—i , en passant a la limite quand ds .0, on obtient la

contrainte sur la section au point (M) [2].

1.3.2 Contraintes normal et tangentielle
A partir du vecteur contraint, on peut définir ses projections sur le vecteur normal N et un

vecteur tangentiel [ de la surface dS respectivement appelées contraintes normale o et

tangentielle t (voir figure 1.4).

f TR

dS T
Fig. 1.4 : Projection du vecteur contrainte [4]

On écrit alors :

T(M,H)ZO'H-FTE (1.2)
Ces deux composantes du vecteur contraint ont des sens physiques différents :
La contrainte normale o traduit des actions surfaciques locales de tension au sein de la matiére

La contrainte tangentielle t traduit des actions surfaciques locales de cisaillement au sein de la

matiére.

1.4 Notions de Déformation
1.4.1 Définition
On appelle déformation, un changement de distance entre deux points matériels d’un milieu

continu, elle s’accompagne généralement d’un déplacement ainsi que d’un changement

déforme [2].

Généralité sur I’élasticité des solides 5
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e . Aprés déformation
Avant déformation p

Xz

X1

Fig.1.5 : Exemple de déformation simple [2]

1.4.2 Exemple de déformations simples
Nous présentons ci-dessous un exemple de déformation de milieux continus :

+«» Cisaillement simple :
Cas d’une plaque sollicitée dans le plan ( 71 , z) (figure 1.5),

Les équations du mouvement sont de la forme :

X, (t)=X, (1.3)

L 4

Fig.1.6 : cisaillement simple [2]
1.5 Relations entre contraintes et déformation
Sous D’action d’une contrainte normale uniaxiale, la plupart des matériaux ont un
comportement bien défini dans le domaine élastique [5].
Ce comportement se traduit par la relation :

oc=¢cE (1.4)
Cette relation est connue sous le nome de la loi de Hooke.
La constante E est appelée module d’¢élasticité ou module de Young. Il est noté que cette

relation n’est valable que dans le domaine élastique.

Généralité sur 1’élasticité des solides 6
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Soit un élément soumis a un état de contrainte bidimensionnel ; ¢,=7,,=7,,=0

yz
Gy
,1,*\ Lkﬁ T_ x
X o-x"'_l ’~: :-'\' | r' Ox
Tyx l

Oy

Ty

Figl.7 : élément soumis un état de contrainte [5]

La composante de deformation &, est donnée par :
1
&, =—( X—UUy) (1.5)
E
En plus de cette déformation, 1’¢lément aura une contraction suivant la direction Y. De cette
contraction, il en résultat une déformation qui est :

1
£ =E(O'y —UO'X) (1.6)

y

Ou ,, est appelé : le coefficient de poisson ; il est constant pour la plupart des matériaux.
La relation, dans le domaine élastique entre les contraintes et les déformations pour un corps
soumis a un état de contrainte de cisaillement pire bidimensionnel, a été trouvée

expérimentalement et elle a la forme suivante :

Ve = érxy .7
Ou la constante G représente le module d’élasticité de cisaillement appelé aussi module de
rigidité.
Ainsi, on aura :
c :é:(gx ~vo,)
1
& :E:(Gy —UO‘X) (1.8)
1
Ty = Erxy

Et

Généralité sur 1’€lasticité des solides 7




Hamouchene Amira Chapitre 1

E
O, = 1_02 :(3X _Ugy)
E
o,= 12 :(ey —ugx)
7y =Gy,
(1.9
Ces equations peuvent étre écrites sous la forme matricielle :
o, . 0 |l &
o,|= - v 1 0 [eg (1.10)
Z—><y 0 0 1__0 7xy
L 2 |

Cependant les relations entre déplacements et les déformations seront :

ou
& =—
OX
& _ o (1.11)
y 8y '
_ou v
Py = oy " ox
En substituant les équations (1.9) dans les relations (1.11), on obtiendra :
E ou  ov
Gx = 2 = ——0—
1-v oXx oy
E
Oy = 2= @—Ua—u (1.12)
1-v oy  oX
Ty = G(&_u+@]
oy oXx

1.6 Loi de Hooke géneéralisé
Cette loi permet de définir la loi de comportement d’un matériau élastique linéaire, homogene
isotrope et pour un état de sollicitation quelconque. Plagons-nous dans une base quelconque 1
2 3 (e1e2 ,€3) [6].

On O Op
Désignons paro =| 0, 0, 0O, |le tenseur des contraintes associé.

O3 O3 Ogy

Généralité sur I’élasticité des solides 8
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L’¢état des contraintes peut étre considéré comme la superposition des états de sollicitations

suivants :

- 3 états de traction uni axiale suivant les axes associés a la base 1 2 3(e1,ez,e3) :

o, 00 0 0 0
o= 0 0 0|o*=|0 o, O], (1.13)
0 00 0 0 0

- 3 états de cisaillement pur dans les plans(€;,€,).(e,.&;)et(e,,&;):

0 o, O 0 0 O 0 0 o,
oc'=|lo, 0 0|,6°=|0 0 o,l|etc’=[0 0 O (1.14)
0 0 O 0 o, O oy, 0 O

Auxquels correspondent trois états de déformations :

on O

= 0 Oy —UE 0 (o —u% 0 (o
&= 0 —u% 0 | &= o % 0 |, &£=| o0 U% 0 |,
0o 0 0 0 -2z 0 0o =
E E E
0 22 o
2u o o0 Zu 0 O 0
2p
84=% 0 0| =0 o0 o[ &=00 :23
H iz
O3
a0 0
o0 20 0 %2 g
2u

La superposition des états de contraintes induit dans le cas des petites déformations la

superposition de 1’état des déformations :

o=0'+0’+03+0*+0°+0° >l +e?+e3+et+e>+6b
On note

(1.15)

Et ¢ =% (1.16)

Généralité sur I’élasticité des solides 9
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Etant donnés les relations de comportement (1.15) et (1.16) nous écrivons la relation qui lie le

tenseur des déformations aux tenseur des contraintes :

O, 1

11 ?_E(GZZ—FO_%)
1]

522—%_E( 11+033)
O. 19

33 f_E(Ull-"UZZ)

Plus généralement on écrit la loi de Hooke sous la forme :

= ]ﬂa—g(Tro-)
E E

1.7 Equations de I’élasticité

o,
_ . _Y%p
Ep =& =
24
0.
_ . _93
Ey3 = &3y
2u
0.
_ . _0O3
€13 = &3 =
2u

(1.17)

(1.18)

Pour résoudre un probléme d’¢lasticité, il faut trouver un champ de déplacements ui(X, t) et un

champ de contraintes cij (x, t) vérifiant les équations du mouvement ou d’équilibre suivant

que I’on s’intéresse au probléme dynamique ou quasi-statique [7]:

L’¢équation constituée d’un matériau élastique est exprimée par la loi de Hooke

3 3
Oy = chijklgkl
k=0 i=0
Avec

Cijk| : Sont les composantes du tenseur d’ordre 4.
0; : Composantes de la tenure des contraintes.

€y : Composantes des déformations.

Equation fondamentale pour un solide déformable est :

0 ¢ oy,
_Xio-ij i =P atz
X . 0
Pour le probleme statique (permanent) : Fri 0
0
Donc —o;+f =0
ox "

1
La relation existe entre déformation et déplacement

Généralité sur 1’€lasticité des solides
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(1.20)

(1.21)
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S LR P 122
T2k ax )T (1
_ou
i ZZ ijk|-1 aUI J f|=0
OX; 2 OX; O
(1.23)
5.8,1( ou; o,
—| —+— |+ f =0 1.24
ééz[axj 8xi] (1.24)

1.8 Problemes particuliéres d’élasticité
1.8.1 Déformations plane
Il est supposé que le champ des déformations dans le milieu peut étre représenté par un

tenseur [8]

De la forme :
811 812 0
E=1&y &y 0 (1-25)
0 0 O

Soit sous forme de vecteur :
T_
3 —[511 €9 2‘912]
Ecrivons la loi de Hooke pour déterminer le tenseur des contraintes a partir du tenseur des

déformations :

o, 1-v v 0 &y

___ B 1- 0 | e (1.26)
2 T tro)1-2) © T 2 |
01, 0 0 (1—221)) 2¢,,

Nous obtenons la forme simplifiée de la loi de comportement des modéles « déformations
Planes ». La contrainte O33 qui n’est pas prise en compte dans la loi de comportement, peut
étre

Calculée a posteriori par 0 = /1(811 -|-822)

En résumé, la matrice d’¢élasticité pour ces deux modéles est de la forme :

Généralité sur 1’€lasticité des solides 11
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1 o 0
l-av
E (1— al)) v
D= 1 0
(1+v)(1-v-av)|1-av (1.27)
0 0 l-v-av
_ 2(1-av)|
Avec a = 0 en contraintes planes et a = 1 en déformations planes.
A[ y
/: gn' r / X
I A A —
: E.. ;;9_;5-"-
I

Fig1.8 : Etat plan de déformation. [9]

1.8.2 Contrainte plane
Le champ des contraintes dans le milieu peut étre représenté par un tenseur de la forme :

o, o, 0
0=|0y 0y 0 (1.28)
0O 0 O

LT
Soito’ =[oy, 0, O]
Ecrivons I’inverse de la loi de Hooke pour déterminer le tenseur des déformations a partir du

Tenseur des contraintes [8].

&= —ltraceal+1+—ua

(1.29)
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Traces = o011+ 0224033

oy, . 1 -o 0 oy,
% |=F -v 1 0 Oy (1.30)
2¢,, 0 0 2(1+v) oy
Inversons cette relation
oy, . 1) 0 &y
o |= 17|V 1 0 &y (1.31)
oy, 0 0 1-v |\ 2¢,
L 2 |

Nous obtenons la forme simplifiée de la loi de comportement des modéles contraintes planes.
La déformation ¢&; qui n’est pas prise en compte dans la loi de comportement, peut étre
calculée

A posteriori par e,, = —%(an +0,)

Fig1.9 : Etat plan de contrainte [9]

1.9 3 Les sept systemes cristallins [10

Généralité sur 1’élasticité des solides 13
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Systeme maille angles arétes
—
Triclinique
a#*p+y=90° axb=c
C a = B =90°
Monoclinique a, b y > 90° a=b=c
Orthorhombique c
d a=pB=y=90°| a=b =
a b
—/
Trigonal ’l
l a:ﬂ:7¢90° a=b=c
a a
Tétragonal
a=pB=y=90°|a=b=c
Hexagonal c
o = ﬂ — 90° b
» =120° a=b=c
Cubique a
gy a=p=y=90°| a=b=c

Figl.10 : Les sept systemes cristallins [10]
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o Tenseurs symetriques d’ordre quatre Cijx (2D) :
Systeme Tenseur
Triclinique monodinique C11 (12 C16
Cl12 (22 (26
Cl6 C(C26 (66
Orthorhombique c11 c12 0
cl6 C22 0
0 0 Cé66
Trigonal 11 c12 0
c12 c11 O
0 0 C66
Hexagonal c11 Cc12 0
c12 c11 O
0 0 C66
Quadratique c11 c12 0
c12 Cc11 0
0 0 Cé66
Cubique c11 c12 0
c12 c11 O
0 0 (44
Tableau 1.1 : Tenseurs symétriques d’ordre quatre [10]
o Tenseurs symétriques d’ordre deux Kjj(3D)
System Tenseurs
Triclinique momodinique <K11 K12)
K12 K22
(Kll 0 )
Orthohombique 0 K22
Trigonal
Hexagonal (K 11 0 )
Quadratique 0 K11
Cubique
Tableau 1.2 : Tenseurs symétrique d’ordre deux [10]
Généralité sur ’¢lasticité des solides 15




CHAPITRE 2

Methode des éléements finis

Résumé
Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté les étapes principales de la méthode des éléments

finis, est leurs applications, pour obtenir des valeurs numériques représentatives, du champ de
contrainte et le champ de déplacements apres la discrétisation d’équations modélisdtes.

Pour cela, nous avons consideéré I’approche variationnel dans le cas bidimensionnel pour la solution
approximative de [’équation, nous avons subdivisé la structure en élément triangulaire. La solution du

systeme d’équations algébriques, dont les inconnus sont les aux nceuds. Ce dernier est traité par la

méthode numérique de CROUT.
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Chapitre 2 : Méethode des éléments finis

2.1 Introduction

La méthode des éléments finis (MEF) est une méthode d’approximation numérique de
problemes aux limites statiques ou dynamiques. Mais en fait, absolument tous les problemes
d’équations aux dérivées partielles (EDP) aux limites dans des domaines divers. Il s’agit,
comme dans toutes les méthodes numériques, de trouver une approximation discrete.

Pour faire bref, d’un probléme différentiel aux limites linéaire, on trouve une
formulation variationnelle associée équivalente, dont on calcule une approximation de la
solution en projetant sur un espace de dimension finie, ce qui revient a résoudre au final un
systeme linéaire. Bien que construit sur des problémes linéaires statiques, les problémes
dynamiques et non linéaires peuvent également étre traités par la méthode des éléments finis.

L’appellation ¢éléments finis vient de la décomposition du domaine d’étude en
éléments, ils sont souvent représentés par un maillage.

Historiquement, I’origine de la méthode peut se trouver dans les travaux de Fermat et
Bernoulli (1743) avec le calcul des variations, puis il faut attendre le début du XX éme siéecle
avec les

Progrés en analyse avec la méthode de Galerkin.

En 1943 Robert Courant introduit le principe variationnel avec des fonctions de base
a support locaux ouvrant la voie a une division d’un domaine considérée éléments Cependant
ce n’est qu’avec le développement des ordinateurs que ces travaux trouvent leurs applications
avec les travaux pionniers de Zienckiewiz et Argyrisme qui définiront la méthode en 1960. Ce
qui amené le succés de la méthode et sa puissance est I’apport du calcul matriciel, introduit
par un ingénieur civil anonyme. La méthode connait alors un développement fulgurant
accompagne par les progres de I’informatique. La méthode des éléments finis est une méthode
puissante basée sur une théorie mathématique rigoureuse.

Aujourd’hui, les éléments-finis sont un outil majeur, incontournable en mécanique
(fluides et solides, interactions, structures), et applicable dans de nombreux domaines
impliquant des problémes d’EDP aux limites comme par exemple en mathématiques

financieres ou I’¢lectromagnétisme.
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De nombreux codes industriels (solveurs) existent et sont généralement couples a un
logiciel de CAO ou Computer Aided Design (CAD) en Anglais. Citons Ansys, Abaqus,
Robot, LS-Dyna, Feap, Code-Aster, Cast3M et bien d’autres [11].

2.2 Domaines d’application de la méthode des éléments finis

Les domaines d’application de la méthode des éléments finis sont tres larges et trés variés. En
général pour les champs d’application de cette méthode sont [12] :

Diffusion thermique ;

Mécanique des milieux continus (solides et fluides) ;

Electromagnétisme et électrostatique ;

Problémes multi-physiques (couplage thermomécanique ou piézo-électrique).

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus solides, on peut classer les problemes de
la maniere suivante :

Statique linéaire

Ce type d’analyse concerne principalement les domaines ou les matériaux ¢€lastiques linéaires.
On cherche la déformation du matériau (¢) et la contrainte (o) pour différent types de
sollicitations.

Dynamique linéaire

La dynamique linéaire étudie les structures élastiques linéaires soumises a des efforts
cycliques (vibrations forcées) ou a des sollicitations initiales (vibrations libres). Dans ce type
d’analyses on recherche les déplacements et éventuellement les vitesses et les accélérations
qui donnent les fréequences et les modes propres (analyse modale).

Les problémes non linéaires

Il existe trois classes de problémes non linéaires :

1. Les non linéarités géométriques : Ce type d’analyse intervient lorsque les
déplacements et les déformations ne sont plus petits. Dans ce cas la rigidité de la structure et
les efforts dépendent des déplacements (inconnus). Ce type de non linéarité est souvent
rencontré dans les études de la mise en forme des matériaux, dans le flambage et dans le post-
flambage.

2. Les non linéarités de comportement : Lorsque le comportement du matériau n’est pas
élastique linéaire, la rigidité de la structure dépend de la déformation. Le probléeme devient
donc non linéaire. Ce type de non linéarité est généralement constaté dans le cas de la

plasticité, la viscoplasticité et ’endommagement.
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3. Les non linéarités de contact : Si au cours de la déformation les appuis changent, la
rigidité de la structure sera modifiée, le probleme est donc non linéaire. Ce probléme est

caractéristique de la mise en forme comme par exemple I’emboutissage d’une tole.

2.3 Principe de la méthode des éléments finis

Les étapes principales simplifiées de I'application de la méthode des éléments finis et les

outils nécessaires a sa mise en ceuvre sont présentés comme suit [13] :

Probleme physique

N

Discrétisation du domaine Modéle
¥
Choix des fonctions d’interpolation Formulation variationnelle

\ /

Ecrire les matrices élémentaires

A

Assemblage des matrices globales,
Application des conditions aux limites
et résolution du systéme

Fig.2.1 : Etapes principales de la méthode des éléments finis [13]

> Etape 1 : Formulation des équations gouvernantes et des conditions aux limites.
La majorite des problemes d'ingénierie sont décrits par des equations differentielles aux
dérivées partielles associées a des conditions aux limites définies sur un domaine et son
contour. L'application de la MEF exige une réécriture de ces équations sous forme intégrale.
La formulation faible est souvent utilisée pour inclure les conditions aux limites.

» Etape 2 : Division du domaine en sous domaines.
Cette etape consiste a discrétiser le domaine en éléments et calculer les connectivités de
chacun ainsi que les coordonnées de ses nceuds. Elle constitue ainsi la phase de préparation

des données géométriques.
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Etape 3 : Approximation sur un élément.

Dans chaque élément la variable tel que le déplacement, la pression, la température, est
approximée par une simple fonction linéaire, polynomiale ou autre. Le degré du polyndme
d'interpolation est relié au nombre de nceuds de I'¢lément. L'approximation nodale est
appropriée. C'est dans cette étape que se fait la construction des matrices élémentaires.

Etape 4 : Assemblage et application des conditions aux limites.

Toutes les propriétés de I'élément (masse, rigidité...) doivent étre assemblées afin de former le
systeme algébrique pour les valeurs nodales des variables physiques. C'est a ce niveau qu'on
utilise les connectivités calculées a I'étape 2 pour construire les matrices globales a partir des
matrices élémentaires.

Etape 5 : Résolution du systeme global

Le systeme global peut étre linéaire ou non linéaire. 1l définit soit un probleme d'équilibre qui
concerne un cas stationnaire ou statique ou un probleme de valeurs critiques ou il faut
déterminer les valeurs et vecteurs propres du systéme qui correspondent généralement aux
fréguences et modes propres d'un systeme physique.

Un probleme de propagation qui concerne le cas transitoire (non stationnaire) dans lequel il
faut déterminer les variations dans le temps des variables physiques et la propagation d'une
valeur initiale. Les méthodes d'intégration pas a pas sont les plus fréquentes telles que,
méthode des différences finies centrales, méthode de Newmark, méthode de Wilson. A ces
méthodes doivent étre associées des techniques d'itération pour traiter le cas non linéaire. La

plus célébre est la méthode de Newton Raphson.

2.4 Description et application
2.4.1 Description :
2.4.1.1 Eléments et fonctions d’interpolation

2.4.1.1.1 Le choix des éléments de base
Il existe plusieurs formes d’éléments classiques correspondant a des domaines a une, deux ou

trois dimensions. Chaque type d’élément est identifié par un nom précisant sa forme et par le

nombre de nceuds géométrique qui le composent [12].
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« Eléments a une dimension

—

Liniére (2) Quadratique (3) cubique (4)

% Eléments a deux dimensions triangulaires

4 N

Linéaire (3) Quadratique (6) Cubique (9)

« Eléments a deux dimensions quadrangulaires

1 =

Linéaire (4) Quadratique (8) Cubique (12)

+« Eléments a trois dimensions tétraédriques

N> 5T A

Linéaire (4) Quadratigue {107 cubique (16)
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% Eléments a trois dimensions hexaédriques (briques)

1 &

Linéaire (8) Quadratique (20) Cubique (32)
Linéaire (6) Quadratique (15) Cubique (24)

Fig2.2: Les éléments de base [12]

* Types des Neeuds :
Les nceuds définissent la géométrie et assurent la connexion des éléments les uns aux autres.
IIs occupent les sommets, les extrémités, les milieux des arétes et faces, etc. on y choisit et
définis les degrés de liberté du probleme.
* Degrés de liberté :
La fonction d'approximation choisie (en général le champ des déplacements) est exprimée en
fonction des valeurs particulieres qu'elles prennent aux nceuds communs des différents
éléments adjacents, permet de reconstituer la solution complete (assemblage) tout veillant a
respecter certaines régles, dites critere de convergence.
* Forces nodales :
A travers les nceuds transitent des forces associées aux degrés de liberté. Elles sont dues aux
charges appliquées a I'élément (poids propre, charge uniforme, température...) Ces parametres
d'identification permettent de construire les deux caractéristique clés d'un élément fini que

sont sa matrice de rigidité et son vecteur force.
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2.4.1.1.2 Fonction d’interpolation polynomiale

La méthode des éléments finis est basée sur le principe de 1’utilisation d’une approximation

nodale par sous domaines. Sur chaque sous domaine on approche la fonction U (X) par :

U(x) = Xieq Ni(x). uy, (21)
Selon le type d’élément et de son nombre de nceuds, les fonctions d’interpolation différent. En
général on choisit des fonctions d’interpolation sous forme de séries polynomiales [12].
Cas uni dimensionnels :

La fonction d’interpolation est généralement de la forme :

n

U(x) = Z a;xt

i=1

Avec, n : degré du polyndme

Ui(x) =ay+ax
U,(x) = ag + a;x + ayx?
Us;(x) = ap + a;x + ayx? + azx3

Cas bidimensionnels :
Up(x) = X7y ap x'y/ i+j<n (2.2)
Ui(x,y) = ag + a1x + ayy
Uy(x,y) = ag + a1x + a,y + azxy + a,x? + agy?
Cas tridimensionnels :
Unp(x) = X7 =1 s x'y*2! jtk+l<n (2.3)
Ui(x,y,2z) =ay+a;x +a,y +asz

Uy(x,7,2) = ag + a1 x + ayy + azz + auxy + asxz + agyz + a;x* + agy? + aqz?
2.4.1.1.3 L’approche variationnelle du probleme

L’approche variationnelle est trés utilisée pour la dérivation des équations de discreétisation
par la méthode des ¢léments finis seulement elle n’est possible que s’il existe une
modélisation du probleme étudié par une fonctionnelle ayant un certain extremum existe,
malheureusement il y a pas mal de problémes scientifiques pour lesquels les principes

variationnelle classiques sont trés difficiles a déterminer, dans ce cas on peut aussi utiliser la
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Méthode des éléments finis pour discrétiser les équations modélisant, mais il faut considérer
une approche mathématique plus généralisée. L’une de ces méthodes utilisées est celle des

résidus pondéres [14].

2.4.1.1.4 La méthode des résidus pondérés

C’est une technique utilisée pour la solution approximative des équations différentielles aux
dérivées partielles linéaires et non linéaires. Son application exige deux étapes [14] :

1. Supposer une forme fonctionnelle pour la variable dépendante cherchée est qui satisfait
Approximativement I’équation différentielle et ces conditions aux limites, la substitution de
I’approximation dans 1’équation différentielle originale dans une erreur qu’on appelle résidus
(R). Ce résidu doit s’annuler en moyenne a I’intérieur dans le domaine de la solution.

2. Consiste a résoudre les équations de la premiére étape pour déterminer exactement la forme

particuliere de la fonction d’approximation.

Ona:
3(g)+f=0 (2.4)

Si ¢z¢ = ZNiCi

¢ : Solution approchée,

Ni : Fonction connues,

Ci : Parametres inconnus

Les Ni sont toujours choisis de telle fagon elles satisfaits les conditions aux limites, lorsque @

est remplacées dans 1’équation originelle

3(g)+ f =R (25)

On R : résidus
Nous allons choisir les m(C;) de fagon que R soit le plus petit. Ce ci accompli par la formation

d’une moyenne pondéré, I’erreur qui doit s’annules dans le domaine de solution.

Donc, il faut choisir m fonctions de pondération (Wi), et nous insistons que :
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jvviRdD=0(i = 2,3) (2.6)

La forme de la distribution de I’erreur dépend de choix des fonctions de pondération. Une fois
que les W; sont spécifiées on a ‘m’équation algébrique ou différentielles dont la solution
donne les Ci.

Il'y a plusieurs choix de fonction de pondération, la technique de Galerkin-Bubnov. Dans ce
cas les perdu rances sont aussi des fonctions d’approximations (Wi=Ni)

Dans le cas ou (Wi# Ni) c’est le cas de Galerkin-Petrov.
2.4.1.1.5 Intégration par parties

Unidimensionnel
[} uav =[uviy - [ vdu
Green cas bidimensionnel

[, ¢p)dD = [ ¢(Pii) d — [f, yVpdD 2.7)
Cas tridimensionnel
ﬂfDV(VV)dD = fLU(Vﬁ)dE—ﬂLVVUdD
Avec le vecteur 1 =mn,l+ny,j+ n,k

2.4.1.1.6 Construction et assemblage des matrices élémentaires

La phase d’assemblage consiste a construire les matrices K et F de la structure compléte a

. B L - -grs 3y e e e .
partir des matrices caractéristiques des différents éléments K, F~ préalablement calculés.

L’assemblage comporte deux étapes [15] :

- construction de la matrice ( K ©) et du vecteur ( Fe) de chaque élément

- addition des matrices et vecteurs élémentaires
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: (2.8)

Avec :

e . Ve - 12 - .
[K] La matrice élémentaire, F ©le vecteur élémentaire, {5} le vecteur de déplacement

Pour bien expliquer les deux étapes précédentes, prenons l'exemple d’un élément a deux

nceuds (I, J) chacun ayant un degré de liberté.

K21 K22 2 2

Pour que la matrice du systéme (2.5) reste inchangée si I’on remplace le vecteur ¢élémentaire

par un vecteur global, il faut remplacer [K] de dimension (2x2) par une matrice [K'e]de

dimension (2 x N) dont la colonne | et la colonne J sont respectivement [15]:

Ky _ Kz
el

(2.11)

Il faut remplacer encore la matrice [K*]de ( 2 x N) par la matrice [Ke]de (N x N) dont la

ligne I est la premiére de [K'e] et dont la ligne J est la seconde ligne de [K'e] et dont les

autres lignes sont nuls.
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col | col J
[0 (0 FRT (0 F 0]
S ST P 0 lignel
\ O ................ (0 (0 0
K= (212)
[0 [ Koo Ko 0
ligneJ
| O (0 ST (0 FOT 0|

f,
el 2.13
() { f } 213)
Pour que le vecteur {fe} reste inchange, il faut remplacer {fe}de (2 x 1) par le vecteur {F 'e}

de (N x 1) dont le terme 1 et le terme J et f2 dont les autres sont nuls.

lignel
(2.14)

F)-

ligneJ

o 0O 0o+ O O

0

2.4.1.1.9 Introduction les conditions aux limites

La méthode de suppression des équations consiste a restructurer la matrice [K] de maniere a
supprimer les équations correspondant au degré de liberté imposés (,B) elle a I’avantage de
réduire le nombre d’inconnues du systeme, la restriction de [K] et {F}correspondant a

P, = B conduit a supprimer les autres équations [15].

Soit le systeme suivant :
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K11 K12 K13 K14 Pl Fl
K21 Kzz Kza K24 Pz — Fz (2.15)
K31 Ksz Kss K34 P3 F3
K41 K42 K43 K44 P4 F4
1 0 0 0 (2 Ys;
0 Ky Ky Kyl]P - F,—Ky,p (2.16)
0 K32 K33 K34 Ps Fs - K31ﬂ
0 K42 K43 K44 P4 FA - K41,B
Le systéme devient :
Kzz Kzs K24 Pz Fz - Kuﬂ
Ksz K33 K34 P3 = F3 - K31:B (2.17)
K42 K43 K44 P4 F4 - K41ﬂ

2.4.1.20 Résolution numeérique

Le systeme global modifié (supposé linéaire) est résolu par les méthodes de solution itératives
par exemple la méthode de Gauss Seidel accélérée par sur relaxation successive lorsque' on a
un grand nombre de nceud.

Si on a un nombre de nceud modéré, on utilise les méthodes de solution des systémes linéaires
classiques : Gauss Jordan avec pivot, la méthode de décomposition LU avec substitution
(Crout, dite aussi méthode de Doolite).

L’utilisation de la méthode des ¢léments finis conduit a la résolution d’un systéme
d’équations algébriques parfois trés important. Pour I’analyse des problémes linéaires, la
méthode de résolution choisie est celle de CROUT [16].

2..5 Application

2.5.1 Le choix d’élément et fonction d’interpolation :

Le choix d’élément

Méthode des éléments finis 29




Hamouchene Amira Chapitre 2

Cette etape consiste a subdiviser la structure en élément fini de forme simple de maniere a
approximer le mieux possible sa géométrie [17]. Il s’agit d’éléments plans de forme

triangulaire, c’est a dire un triangle de trois nceuds figure (2.3).

i Y
N
X Xk X i
-a- _b_ X
Fig2.3 : géométrie de 1’élément [17]
Fonction d'interpolation [18]
Up(x) = Z§j=1 a; x7y* i+j=n (2.18)

Avec :n = (nﬂ)zﬁ n : degré du polynéme
Pour n=1 b=3, on a un polynome complet d’ordre 1

U¢(x,y) =ai +aix+asy (2.19)

Ce domaine peut étre représenté par assemblage des éléments simples, 1’élément
bidimensionnel le plus simple est le triangle a trois nceuds figure (2.4). Pour ce genre
d’¢lément I’interpolation lin€aire est suffisante pour d’écrire le champ variable.
L’approximation de (U) est représenté par 1’équation (2.19)

En chaque nceud I’équation s’écrit :

U; = a§ + afx; + asy;
U = a§ + a$x; + a5y, af,a$,as : Inconnus (2.20)
U, = af + alx;, + a5y,

Pour resoudre ce probleme on utilise la méthode de cramer :
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Cette méthode est utilisée généralement dans le cas ou le systéme (AX = B) est d’un ordre
inférieur & 6 [19].

Elle convient tres bien dans le cas des calculs des racines des équations a 2 et a 3 inconnues

Ui xi i
Aoy = Ui % Vi = Ui(xiyie — xiex;) + Uy (i — %31 + Un(xivi — %;;)
Ue Xk Yx
o = Aoy _ Ui (v — xix;) + U Oy — xivi) + Ui (i — x591)
07 24 24
1 U
4, = |1 U ¥j| = Ui = yid) + Ui — y0) + Uie(yi — )
1 U y
a, = Aa1 _Ui(yi _yk)+Uj (yk _yi)+Uk(yi _yj)
2A 2A
1 X Ui
Aaz =1 x] U] = Ul(xk—xj)+U](xl—xk)+Uk(x]—xl)
1 Xk Uk
a _&_ Ul-(xk—xj)+Uj(xi—xk)+Uk(xj—xi)
2724 24
(q. = 2a0 _ Ui(xiyre—xxx) +U (X yi=Xiy10) +Uk Xy i=%;¥1)
07 220 ™ 24
la, = da; _ Uii—yi)+Uj -y +Uk(yi—v;) (2.21)
24 24
a4, = Aﬂ _ Ui(xk—xj)+Uj(xi—xk)+Uk(xj—xi)
\*2 = %54 ~ 24
On pose

& =X Y =X Yi |2 = XY — XY A =X%Yi = XY,
bi =YY bj =YY bk =Y _yj (2.22)
C =X —X C, =% —X, C =X, —X,

En substituant (2.21) dans (2.19) on obtient :

i ! : - +b. :
Ut (x.y) {W}Ui {%}uj {W}Uk (2.23)

e e e
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a, +bx+cy
N' , — 1 1 1
() =B
a,+b,x+c,y
Nj(x'y): : ZJAe J
a +bx+cy
N — K K kK
() 24,
X
A=gl s yj:E[(Xiyk‘xkyi)+(xkyi‘Xiyk)+(xiyi_xiyi)}
1 X Y

A, : représente la surface élémentaire du triangle

On peut exprimer (2.23) comme suit :
U(x,y)=N;(x y)Y

Ue(xy) =N, (% y)U,+N;(x,y)U; +N, (x,y)U, (2.24)

Ni(X, Y), N i (X, Y), N, (X, y): Sont appelées fonctions d’interpolations ou d’approximation,

ces fonctions doivent garantir la compatibilité et la complétude.

Remarque :

Pour que le déplacement d'un élément aura une représentation exacte, il faut que
N1+N2+Ns=1voir figure (2.4)

aunouedi N;=1,N;=0,N, =0

aunoued j N;=0,N;=1,N, =0

aunoued k N;=0,N;=0,N, =1

N,

Fig.2.4 : Fonctions d’interpolations du triangle [10]
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On peut écrire la fonctionne d’interpolation sous une autre forme

U,
0* (ey)= (NN, ) U,
Uk

Pour tout le domaine la fonction d’interpolation s’écrit :

U* (x,y) = 00" (xy) = 0[N (U} (225)
Avec :
Uf
[N°] = [Nf, N, Nglet U€] = { Uf
Ug

2.5.2 Equation d’équilibre

Dans le cas bidimensionnel, I’équation d’équilibre s’écrit :
o°U, B

W oX 10X
o°U, B

MOX X |

(2.26)

Le champ de contrainte est déci des forces mécaniques. Puisque la force de surface F
appliquée est constante et se trouve sur les frontieres donc sera calculer a part. La premiére
partie sera calculer par la suite par application de la méthode de Galerkin-Bubnov (Wi = N;i)

En développant les expressions dans le systéeme (2.26) et en adoptant la relation suivante :

{X - 1y->2
u,-UU, -V

LU U U U

gy gy, T Gz gy oyt lun gy gyt Cuzz gy gt Gan gy

+C ym'+c 0°U, +C 9"V =0
1212 53 gy, T L gy oyt b gy oy

02U, 0%U, 2%U, 02U, 0%U, 0%U,
€111 IXL0K, + C2112 9X.0%, + 2121 55 5%, + (o122 9X.0%, + (2211 PX,0K, + C2212 9X,0%,

02U, 92U,
Cazon 5ygy T Cazza 5y - =0 (2.27)
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Dans la pratique on simplifie I’écriture du tenseur Cijw en utilisent la rotation contracte

comme suit ;

C..”_)Caﬁa:i,ﬂ:j

Ciu2Cpa=0-i+j, 1#]

B=9-k—-1, K#L

C’est-a-dire deux indices consécutifs différents sont remplacés par un indice dont la valeur la
somme de deux indices.

Deux indices consécutifs égaux sont remplacés par un indice ayant la méme valeur

Donc

Ci111 = C11,C1122 = C16,C1121 =Ci6
C122 = Cez2, C211 = Ca1, Co212 = Cy6
C2221 = Cz6, Ca222 = Cyy

Aprés remplacer les indices dans le systeme (2.27)

(. 8%U 92U a%v a%v 92U 22y
Ci1552 axz T C165,5% yax tli6px T C1z ayax +Cear axdy t L6652 ay?
a2v azv
) +Co6 —— axa + Co6— 357 =0 228
02U a2v a%v 82U 22U '
Co1 552 axz T Co6 3y0x dyox + C66 ax2 S+ Co2 dyox +ln axdy tC65 ay2
a%v a%v
. +Cy6 axay+ 22552 = 0
Réécrivant le systeme (2.28) comme suit :
ou a au ou F)
(Cll ox T Cis ay) ay (661 E + Ces ay ) ax (Clz ox T Ciz ay )
+ 2 (cee L+ ) 0
4 ay( i oy (2.29)

% (661 Z_: + Ces a_U) (621 ax T C26 ay ) (666 ox T Cez ZV)

\ +§(C265+C225)=0
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2.5.3 Formulation élémentaire
Le domaine D est divisé a des éléments triangulaires, D® du triangle (i-j-K) limité parle
frontiére =¢

Apres ’application de I’approche de Galerkin-Bubnov (€q.2.6), le systeme (2.29) s’écrit :

d au ou a au ou d av av

(fue <5(C11 5t Cioy) 3y (Coa B+ oo 5)) NidD® + Jpe <a— (Cro5s+ Cu3y) +

d 5} 5}

a(C66%+ C66 %)) NidDe) =0 (230)
d au ou a ou ou 0 av av

(fue <a(661 et Cooy) + 5 (G + C%@)) NidD* + e <a— (Coogs + Cozy) +

a av av
5(6265-'- 622 5)) NidDe> - O (231)
Appliquant la méthode de Green équation (2.7) pour le cas unidimensionnel pour chaque

terme

Pour I’équation (2.30a)

En posant

—
S
T
I =
o
/N
a
=
=
N ES
)
+
a
=
(o))
Q)|Q)
<L
N———
+
|c>)
/-
N
uty
Q)|QJ
R
+
(o))
(o))
|
[
N——

Et

¢ = N;
VY = (c +C )+a(c av+C av)
T ox\ ax 0 oay) ay\%ox %oy

Méme chose pour I’équation (2.30b)

¢ =N;
qu_(?(C 6U+C 6U)+6(C 6U+C au)
T ax \ % ox 19y) " ay\ ! ox 26 9y

¢ =N;
d av av d av av
Vlzu - <C66 E + CGZ @) + (C26 a + 622 @)

0x dy

D’ou la premiére équation s’écrit comme sulit :
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fze N; {(Cn Z_Z + Ci6 Z_;]) Ny + (C61 Z_Z + Cee Z )ny} dxre — ffDe {(Cll ox T C1s ay) aaljcl +

(Cor 52+ Cao 52) S dD° + [ Ne{(Cor 5 + Cra 52) e + (Coo 52 + Coz 52 ) my} d2€ -

[pe{(Cuo 3+ Cra 52) 50+ (Coo 2 + Co3n) 3o} dD¥ = 0 (2:32)

Méme chose I’équation (2.31)

[y Ni{(Cor 55 + oo 5o) e+ (Can 55 + CZGZ—U) ny}dze = [ {(Cor 55+ Cos 50) 52 +

(€2 )0 a0 (e i e (2 a2 -

Iy {(666 5 T Coez ay) aalil (Czs 5 T C22 ay) }dDe =0 (2.33)

En simplifiant I’écriture de 1’équation (2.32) comme suite :

li+12+13+14=Is5
Les termes de (ly,l2,13,14) se trouvent I’intérieur du domaine par contre Is Se trouve sur la
frontiere

Donc

3N1 .
< Iy = f(6666x+6626) dD® (2:34)

L T fze N; {(Cm Z—Z + Cy Z—Z) ny, + (C663—Z + Co; Z—Z) ny} dxe

Maintenant en exprimant les déplacements (U, V) et leurs gradients en fonction des
déplacements Ui et V;

Ue == ZNiUi == N]_Ul + N2U2 + N3U3

i=1
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(aU dN; ON; oN, 0N,
az 0x Ui= 0x Ur+ 0x Uz # 0x Us

{ dU ON; dN, dN, dN,
—_— = U, = U, + U, + U

kay_ayi ay ' dy dy

3

ye = ZNiI/i = NV, + NV, + NyV,
i=1

oV _ 0N, 0Ny oMy ONs

ox  odx ' ox *© ox 2 ox °

oV _ 0N, _ONy  ONy ON;

dy ady ' ay ' ay * ay

La formulation d’interpolation

3

D’aprées N€¢(x,y) = Cwbg# d’ou
(ONi _ bi i _
J % = 24 (i =1,23)
dN; _ & .
Y 24 (i =1,2,3)

d
Uue dD® = [ . dxdy = A

A : Représente ’aire du triangle et les (bi, Ci) sont des constantes

Remplacant dans le systeme (2.) par les différents termes de des dérivées partielles

. Letermels

(6N1U+6N2U+6N3U)+C <8N1U +6N2U 6N3U)6NL-
Plooax 727 ox 3 \ay "1 oy dy 0x

N
+

L=|en

I—[C <bU bU+bU)+C (61U+CZU+C3U)6N"
1= bu{gg Yttt ls 16\247 " 2472 " 24 73)] ox
En rassemblant les termes U1 Uz,U3
1 AN;.
E [(Cllbl + Cl6CI)U1 + (C11b2 + C16C2)U2 + (Cllb3 + CI6CS)U3] _I = 1 2 3 (2 34a)

De la méme fagon, on trouve les autres termes

oN;
i Iz_fDe(C6IZ] 16]U +C66Z} 16]U)NdDe| 123
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I [C ( U, + bZU bU)+C (CU Ly, C3 )aNA
2 = |Ce1 1tz +52Us 66\ U1 T 54Uz 3
aN; .
= %[(C61b1 + Co6C1) Uy + (Co1bz + Co6C2) Uz + (Corbs + C66C3)U3] L =1,2,3 (2.34b)

ON; \ aN;
° 3= fDe(C162] 15, V + Co6 L3o1 aJV) dD°®

I —[c (b Vv, + b, V+b3v)+c (CIV +CZV +C3V)6Ni4
3= |bel\gp it g2t vs 1232471 " 247% 24 73)] ox

aN; -
%[(C16b1 + C12C)Vy + (Cybs + C12C3) Vo + (Ciebs + C12C3)V3] L =123 (2.340)
oON oN;
° 14_ fDe(C6621 16 +C€62]3 161V) dDel 123
aN;
14_ = [C66 ( Vl + VZ +—= V3) + C62 ( Vl + V2 +—= V3)] A

N

[(C66b1 + Co2C1)V1 + (Ceebz + Co2C2)V, + (Coebs + C62C3)V3] L i=1,2,3 (2.34d)

Le terme Is se trouve uniquement sur la frontiére

Is = [, N{F}dz®  Avec{F} = {?‘}
Y7

Puisque la charge F est constante sur la frontiére en remplace la fonction d’interpolation Nj

par une fonction équivalente de longueur « s »

N;(s) = <1 — Li>
ij

_ s\ (B _ (B _
RS T Y a0

0

De maniere analogue on calcule les termes la deuxieme (2.33) comme suite :
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< (2.35)
o an;
L=1. (Cﬁzax+c226 ) Nigpe

Is = [ Ni{(Cor 52 + Cos a—) ny +(Con 2o + C268—U) n,}dze
\ +fze N; {(Cee Py Co2 3 ) (C26 =T Cy, 3y )ny} dxe

Maintenant en exprimant les déplacements (U, V) et leurs gradients en fonction des
déplacements Ui et V;

Pour Iz

_[ (aN1 6N2U+6N3U) c (aNIU +6N2U +6N3U>6Ni
20 9x 3 \agy " a9y * oy 0x

A
0x

I—[C (bU bZU bU)+C (CU CZU+C3U>]aNiA
1= ber\gg V1t Y215, 0s o6 \57 Y1t 242 T3 Vs)| 5k

1 )
I = 2 [(Co1by + Co6CU; + (Co1by + Co6Cr)Up + (Corbs + Co6C3)Us]  1=1,2,3  (2.358)

Pour 1=2
I, = [621 <6N1 U, + %Uz + %U3> + Cyg (aNl U, + oN
0x dx dx ady 6
12—[621< U, + bZU bs U3>+626<C U, + CZU2+5U)]6
222 %22 24 24 24

1 aN;
=3 [(C21by + C6C Uy + (Co1by + Cp6Co) Uy + (Cab3 + CZ6C3)U3]

i=1,2,3 (2.35h)

Pour 1=3

I —[C (ava LMz, +aN3V>+C (ava LMz, +aN3V)aN"
3= %66\ 1T o 2T 5y '3 626y16y26y36x

A

I—[C <bV bV bV>+C (CV )]

3= [Ces\p" 11 22 24 3 62\gp 1t dx
1 Ny ._

I; = 2 [(Ceby + Co2C1)V1 + (Copby + Co2C2)V, + (Coebs + C6ZC3)V3] " i=1,2,3 (2.35c)

Pour 1=4

I —[C (ava LMy, +aN3V)+C (ava LMy, +6N3V) ON;
4 — 62 ax 1 ax 2 ax 3 22 ay 1 ay 2 ay 3 ay

I—[C(bV bV bV>+C(CV )
1= |be2\gg V1t 2t 5,7 22\57 "1t dy

] an;

A

NIH
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Le terme Is trouvent uniquement sur la frontiére

I = f N.{F}dz®
Z‘e

s=[(-2)] " {7} -2{2) 2350

i

2.5.4 Détermination de la matrice de la rigidité [K]

Pour les équations 1 et 2 en faisant varie i de 1 a 3 on aboutit a un systéme d’équations de la

forme suivant :

[K]e{a}e = {F}° (3.36)

Le vecteur force {F}¢ = < %{EFX" " ka% >

Et le vecteur déplacement {6} =

~"

Avec [K] : la matrice de rigidité

K11 K1z Ki3Kia Kis Kie
Kz1 K2z K3Kz4 Kos K
K31 K32 K33K34 K35 K36
K41 Kap Kaz Kas Kas Ky
Ks1 K5 Ks3 K54 Kss Kse
| K61 Koz Koz KoaKos Ko |

(2.37)

2.5.5Les élements de la matrice de rigidité
Pour trouver les éléments de la matrice de rigidité on varie I’indice i de 1a 3

La premiere équation

N, _ by AN, _ C
Pouri=l, — =—,— =—
ox 24’ ay 24
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NI'—‘ NlH

NI'—‘ NlH

Pour i= 2— = —,
ox 24° Jy

Nlb—* NII»—\

NI#—‘ NIH

Meéthode des éléments finis

b,
[(Cllbl + Cl6cl)U1 + (Clle + C16C2)U2 + (Cllb3 + C16C3)U3] 24

[(Ce1by + Co6C1)U; + (Co1by + CoCr)Up + (Cop b3 + C66C3)U3]

[(C16b1 + ClZCl)Vl + (C16b2 + CIZCZ)VZ + (C16b3 + C12C3)V3]

[(Ceeb1 + Co2C1)Vy + (Ceeby + Co2C3)V, + (Coebs + Co2C3) V3] o—

[(Cllbl + C16C1)U1 + (Clle + CIGCZ)UZ + (Cllb3 + CIGCS)US]
[(C6lb1 + C6661)U1 + (C61b2 + C66CZ)U2 + (CGIb3 + CG6C3)U3]

[(Ci6b1 + C12C)V; + (Cigby + C12C2) V5 + (Cigbs + C12C3) V3] 5~

( Kiy = = (Ci1b? + Ci6bsCy + CorbyCy + CosCP)
Kiz = = (Ci6b? + C13b1Cy + Coshy Cy + Cs2CP)
Kis = = (Ciababs + Ci6b1Cy + Ce1byCy + CosCoCy)
Kis = = (Cighabs + Ci3b1Cy + CogbyCy + Co2C5Cy)

Kis = = (C11bsbs + Cib1Cs + Ce1bsCy + CesCsCy)
(K16 = == (Cigbaby + C12b1Cs + CosbsCy + CoC3Cr)
&
24

[(Ceby + Cs2C1) V1 + (Cosba + Ce2C2) V5 + (Coebs + CopC3) V3] =

2A

A

2A

ZA

ZA

A

A
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A

Pour ':3’E =

Nlb—\ NIH N"“ Nl*—‘

( 1
K31 = a (Cllblbz + C16C1b2 + C61b1C2 + C6661C2)
1
K32 = a (C16b1b2 + C12C1b2 + C66b1C2 + C6261C2)
1 2 2
K33 = a(cllb + C16C2b2 + C61b2C2 + C66C2 )
1
K34 = a(cl6b% + C12C2b2 + C66b2C2 + 662622)

1
K35 = a(611b3b2 + 616C3b2 + Cﬁlb3CZ + 666C3C2)

1
kK36 = a(616b3b2 + ClZC3b2 + Cﬁ6b3CZ + CﬁZC3C2)

24’ 9y 24

b3
[(Cllbl + Cl6cl)U1 + (Clle + CIGCZ)UZ + (Cllb3 + 61663)U3] 24

Cs
[(Ce1by + Co6CU; + (Co1by + Co6Cr) Uy + (Co1b3 + Co6C3)Us] — >4

bs
[(C16b1 + Ce2C)Vy + (Ciby + Co2C2)Va + (Cibz + Co2C3) V3] 5~ 5/

Cs
[(Coeby + C2C1)V1 + (Coeba + Ce2C2) Vo + (Coebs + Co2C3) V3] — >4

( 1
K51 = a (C11b1b3 + C16C1b3 + C61b1C3 + C66C1C3)

1

K52 = ﬂ (C16b1b3 + C62C1b3 + C66b1C.3 + C62C1C3)
1

K53 = a(cllbzbg + C16C2b3 + C61b2C3 + C66C2C3)
1

K54_ = ﬂ (C66b2b3 + C62C2b3 + CG6bZC3 + 6626263)

1
Kss = 77 (C11b3 + C16Csbs + Ce1bsCs + CoC3)

1
| Kse = E(C33b§ + Ce2C3b3 + Cob3C5 + Ce2C3)

Méme chose pour la deuxiéme équation

ON
Pouri=l — =
ox

l\JIb—\ [\)Ib—\

224’ 9y 24

b;
[(Ce1by + Co6C1)U; + (Co1by + CoC2) Uy + (Corb3 + Co6C3)Us] 54

Cy
[(CZIbl + CZ6C1)U1 + (C21b2 + C26C2)U2 + (C21b3 + C26C3)U3] 24
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b,
[(C66b1 + C62C1)V1 + (C66b2 + C62C2)V2 + (C66b3 + C62C3)V3] 24

Cy
[(Ca6by + C22C) V1 + (Caeby + C32C2) V5 + (Cagbs + C22C3) V3] — >4

NID—\ l\.)lb—\

( 1
K21 = a(c61b% + C66b1C1 + C21b1C1 + 626612)

1
KZZ = a (C66b% + C62C1b1 + C26b1C1 + 622612)
1
K23 = a(cﬁlbzbl + CG6CZb1 + Czlbzcl + CZ6CZC1)
1
K24 = M(C66b2b1 + C62C2b1 + C62b2C1 + szczcl)

1
K25 = M(C61b3b1 + C66C3b1 + C21b3C1 + C26C3cl)

1
(K26 = M(C66b3b1 + Ce2C3by + Cab3Cy + C52C3C4)

ON, b, oN, C,

Pour i=2 -2 —
X  2AT 8y 2A

1 b
I, = EI:(CMbl + CGGCI)Ul + (CGle + Ceecz)uz + (Celbs + Ceeca)ua:li

1 C
|2 = E[(Cﬂbl + CZGCl)Ul + (C21b2 + Czecz )Uz + (C21b3 + Czecs)usji
1 b
|3 = EI:(CSGbl + CGZCl )Vl + (Cesbz + Cezcz )Vz + (Csebs + C62C3 )Vaji

1 C
|4 = E[(Czebl + C22C1 )Vl + (Czsbz + szcz )Vz + (Czsbs + szcs )Vs ] i

1
Ky = _(CGIble + CoC1by + C21b1C5 + C36C41Cr)

Ky = (C66b1b2 + Ce2C1 by + Co6b Cy + €550, C3)
Ky = (C16b2 + C12C2by + CobyCy + Co2CF)
]
Kyy = (Ceebz + Co2Cyby + Co6byCy + C55C2)

Ky = M (Co1b3b; + Co6C3by + Co1byCy + C26C3C)

1
K4-6 = M (C66b3b2 + C6263b2 + C26b3C2 + C22C3CZ)

N, b, oN, C,

Pour i=3 -
OXx 2A oy 2A
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1 b
I, = E[(Céilbl + C6GCI)U1 + (CGIbZ + Cescz)uz + (Cﬁle + CGSC?’)U?’]i

L C
I, = E[(Cnbl +CpCy ) U, +(Cyyb, +CpC, JU, +(Cpiby + CZGC?’)U?’]i

L b
' = E[(C%bl +Cg,Cy )V, +(Cyob, + Ce,C, )V, +(Coeby +Ci,Cy )Vaji

1 C
l, = E[(CZGbl +CpC )V, +(Ceb, + C5,C, )V, +(Ceb; + C,C )Vsjli

( 1
K1 = 771 (Co1bibs + CosCibs + C21b1.Cs + C26C1C3)

1
| Kes = a(ceabg + Co2C3b3 + CoabsCs + C22C3)
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CHAPITRE 3

Reésultats et discussion

Résumé

Dans le troisieme chapitre, nous avons présenté les étapes principales du logiciel ABAQUS. On a

utilisé ce logiciel pour trouver les déplacements et les contraintes d’un matériau isotrope sous forme

d’une plaque soumise a différentes charges au bord de la plaque
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Chapitre 3 : Résultats et discussion

3.1 Description du logiciel Abaqus
3.1.1 Introduction

L’avenir est a I’outil numérique et a la réalité virtuelle ; la simulation et ’analyse numérique
se sont développées ces dernieres années dans la recherche industrielle privée ou publique
(constructeurs automobile, aéronautique, spatial...) améliorant ainsi la productivité des

industriels et la vie de tous les consommateurs.

La solution d'analyse par éléments finis optimise le prototypage virtuel et la simulation
numérique pour l'entreprise en utilisant les hypotheses de la mécanique de la rupture en
élasticité et de la dynamique. Ainsi elle simule et améliore les performances. La simulation et
I’analyse numérique ont un impact direct sur la qualité des composants, des matériaux et des
produits sujets a de fortes exigences opérationnelles (sécurité, endommagement...). et le
temps de mise sur le marché des produits ; de plus, elles accroissent les performances des
solutions de gestion du cycle de vie du produit. Elles sont apparues, dans le désire de
minimiser le colit d’une étude avec un nombre d’essais optimisés. La difficulté est de créer un
modéle C.A.O. se rapprochant au maximum de la réalité (matériaux, conditions aux
limites...). L’étude ne sera validée qu’a partir d’essais physiques entrainant des mesures pour

la comparaison entre la réalité et la simulation (crash test...) [20].

D’un point de vue technique, les résultats obtenus grace a ABAQUS sont le bilan des
énergies, des forces nodales, des déformations, des déplacements, des contraintes, des
vitesses, des accélérations et de toutes les grandeurs physiques nécessaires a la conception

d’un modéle.

ABAQUS est un code de calcul par la méthode des éléments finis créé en 1978. Il est avant
tout un logiciel de simulation de problemes trés variés en mécanique. Simuler la réponse
physique des structures soumises a des chargements, des températures, des impacts ou autres
conditions extérieures, Il est connu et répandu, en particulier pour ses traitements performants

de problémes non-linéaires [21].
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3.1.2 Geénéralité sur le code de calcul ABAQUS

ABAQUS compose de trois produits : ABAQUS/Standard, ABAQUS/Explicit et
ABAQUS/CAE [22].

3.1.2.1 ABAQUS/Standard

ABAQUS Est un solveur généraliste qui recourt a un schéma traditionnel d'intégration
implicite

+ Résolution basée sur I’algorithme de Newton-Raphson et la méthode de Riks.

=

Problemes linéaires et non linéaires Géométrie 1D, 2D, 3D et axisymétrique.

+ Nombreuses procédures d’analyse dans le domaine temporel et fréquentiel.

3.1.2.2. ABAQUS/Explicit

ABAQUS/ Explicite Un schéma d'intégration explicite pour résoudre des problémes

dynamiques ou quasi-statiques non-linéaires.

+ Analyse non linéaire (discrétisation spatiale et temporelle)
% Probléme transitoire et dynamique des structures
+ Résolution basée sur la méthode explicite d’intégration en temps

3.1.2.3 ABAQUS/CAE

ABAQUS /CAE Constitue une interface intégrée de visualisation et de modélisation pour
lesdits solveurs. Chacun de ces produits est complété par des modules additionnels et

optionnels, spécifiques a certaines applications.

ABAQUS fut d'abord congu pour analyser les comportements non-linéaires. Il possede en
conséquence une vaste gamme de modeéles de matériau. Ses modélisations d'élastomeéres, en

particulier, méritent d'étre reconnues.

3.1.3 Caractéristiques de logiciel ABAQUS
Description succincte des possibilités d’ABAQUS [23].
* Analyses.

« Eléments.

 Linéarités
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3.1.3.1 Type d’analyse
Domaines physiques [21]:

» Mécanique.

* Thermique.

* Electrique (Pi¢ze et thermique).
* Problémes couplés.

* Une bibliothéque de matériaux de pointe, y compris I'habituel élastique et solides plastique,

élastique ; modeles pour les mousses, le béton, les sols, les géo synthétiques.
Problémes :

* Statique et dynamique.

* Linéaires et non linéaires.

* Dynamique des corps rigides.

3.1.4 Les eléments utilisés par ABAQUS

On distingue différentes grandes classes d’éléments [23] :

* Les éléments unidimensionnels (1D) : barre ; poutre, rectiligne ou courbe

*les ¢éléments bidimensionnels (2D) : ¢lasticité plane (contrainte ou déformation plane),

plaques en flexion, cogues courbes de forme triangulaire ou rectangulaire.
* les éléments tridimensionnels (3D) : de forme tétraédrique, hexaédrique...etc.

* les ¢léments axisymétriques : (pour les pieces présentant une symétrie de révolution au

niveau de la géométrie et du chargement).

* les autres €léments : ressorts, amortisseurs, rigides.
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Fig.3.1 : Quelques éléments parmi les plus utilisés

3.1.5 Les systémes d’unités dons le logiciel ABAQUS

Avant de commencer a définir un modele, vous devez choisir le systéme d’unités que vous

utiliserez. ABAQUS n'a pas de systeme intégre d'unités. Toutes les données d'entrée doivent

étre spécifiées dans des unités cohérentes dans les résultats qui suivent le systeme d’unité et

base sur SI (mm) [24].

Quantité Sl Sl (mm) US unit (ft) US unit (insh)

Longuer M Mm Ft Insh

Force N N Ibf Ibf

Masse Kg Tonne(10%kg) Slug Ibf s?/in

Temps S S S S

Contrainte Pa(N/m?) MPa(N/mm?) Ibf/ft? Psi (Ibf/in?)

Energie J MJ(1073)) Ft Ibf In Ibf

Masse volumique Kg/m® Tonne/mm?® Slug/ft® Ibf s2/in*
Tableau 3.1: les unités dans ABAQUS [24]

3.1.6 Les modules

La réalisation complete d’un jeu de données s’effectue aprés un passage successif dans les

modules [25], figure 3.2.
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Fig.3.2 : Réalisation de la mise en données d’un probléme [25]
3.1.6.1Module Part

PART ce module qu’est définie la géométrie des entités du modele. Elles comprennent a la
fois les parties déformables et les parties rigides. Pour créer les créer, il faut utiliser 1’icone de

création en haut a gauche.
Il ne vous reste plus qu’a sélectionner convenablement :

L’espace de modélisation : 3D par exemple

Le type d’entité a générer : déformable

La forme de I’entité.

Dans tous les cas vous passez dans un autre environnement de type CAO ou vous dessinez
VoS piéces. Dans le cas d’un solide rigide, il est nécessaire de définir un point de référence.
C’est en fait en ce point que sont définis les degrés de liberté du solide sur lesquels vous
imposerez des conditions aux limites par la suite. Ceci se fait dans le menu Tools, grace a la

commande Référence point.
3.1.6.2 Module Property

On y définit les propriétés du ou des matériaux (des parties déformables du modele) et la
masse des corps rigides si nécessaire. Dans le cas présent, vous avez a définir des proprietes
élastiques et/ou plastiques. Pour créer un matériau, il suffit de cliquer sur I’icone en haut a

gauche.

Il vaut mieux ensuite donner un nom spécifique a chacun de vos matériaux ce qui permet

éventuellement la création d’une base de données, il vous reste a définir :
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Les propriétés ¢€lastiques via Mechanical, Elasticity, Elastic (module d’Young et le coefficient
de Poisson pour un matériau isotrope).

Les propriétés plastiques via Mechanical, Plasticity, Plastic. (Sous I’hypothése d’un
écrouissage isotrope, la courbe d’écrouissage est entrée sous la forme : limite
d’¢lasticité/déformation plastique.

La contrainte est de type Cauchy (F divisée par la surface actuelle) et la déformation est
logarithmique (Ln (L/LO0)).

Il faut ensuite affecter les propriétés matériau & une entité du maillage : pour cela il est
nécessaire de créer tout d’abord une section avec I’icone en forme de poutre. Vous aurez a

faire référence a un matériau et il ne vous restera plus qu’a Donner une valeur a 1’épaisseur.
3.1.6.3 Module assembly

Assembly ce module, il s’agit de créer une instance a partir des entités que vous avez définies
dans le module Part. Ces instances seront celles que vous manipulerez par la suite dans le
modele. Dans le cas général, a partir de I’icone en haut a gauche, pour créer une instance vous
sélectionnerez tous les éléments créés dans Part. Vous pouvez le cas échéant faire subir des

mouvements d’ensemble a ces instances pour les repositionner dans I’espace.
3.1.6.4 Module Step

C’est ici que vous choisirez, dans le cas d’études de crash ou d’impact, le module « Dynamic
explicit ». Vous remarquerez au passage les nombreuses autres possibilités qui sont offertes

par ce code de calcul.

3.1.6.5 Module Interaction

Gréace ce module, il est possible de spécifier toutes les interactions entre les différentes parties
et régions du modele, qu’elles soient mécaniques, thermiques ou autres. Il faut savoir
qu’Abaqus ne prend en compte que les interactions explicitement définies, la proximité

géométrique n’étant pas suffisante.
3.1.6.6. Module Load

Le module Load permet de spécifier tous les chargements, conditions limites et champs. Il
faut savoir que les chargements et le conditions limites sont dépendants des steps, par

exemple une force est appliquée au step 1 mais inactive au step 2.
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31.6.7 Module Mesh

Mesh contient tous les outils nécessaires pour genérer un maillage élément fini sur un

assemblage.
3.1.6.8 Module JoB

Le « lancement » du calcul est classique. Apres avoir lancé le calcul, vous pouvez suivre
I’évolution du proceés en cliquant sur Monitor : vous pouvez ainsi avoir en temps réel

I’évolution des incréments de chargement et apprécier la convergence des calculs.
3.1.6.9 Module visualization

La visualizationest un module qui affiche tous les résultats de la piéce soit contrainte ou

déformation.
3.1.6.10 Module sketch

Sketch permet de créer des formes bidimensionnelles qui ne sont pas associés a un objet. Il

peut étre utilisé pour des extrusions par exemple.
3.2 Les Exemples

3.2.1 Exemple 1

3.2.1.1 Position du probléme

Le domaine physique de notre étude est un solide bidimensionnel de forme carrée et
rectangulaire ayant les dimensions respectivement (500mm x 2000m).Les éléments choisis
sont des triangles, la sollicitation utilisée sont des charges de traction suivant I’axe X et Y au
bord de la plaque

Une plaque rectangulaire en Acier encastrée par I’une de ses extrémités et libre de I’autre,
Est sollicitée en traction simple par une charge F=100N, comme montré sur la figure.
Caractéristique d’une plaque en Acier :

Module de Young E= 21156MPa

Coefficient de poison ,=0.3

Les conditions aux limites
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Fig.3.3 : plaque soumis a la traction exemplel

3.2.2.2 Réalisation de la mise en données de notre probléme

La réalisation compléte d’une simulation de notre probléme (contraintes et déformation dans

une plaque rectangulaire soumise a la traction) s’effectue aprés un passage successif dans les
modules intégré dans le code de calcul ABaqus suivant :

+ Module Part

C’est dans ce module qu’est définie la géométrie des entités du modele.
Création de la part (plague en FER).

e C(liquez sur I’icone Create Part

Entrez dans le champ Name : plaque 1
e Cliquez sur 3D, puis Deformable, puis Shell, puis 2D Planar

e Entrez dans le champ Approximate size : 200

Cliquez sur Continue, le module de dessin (sketch) est maintenant actif, utilisezles outils
Createisoleted points et Create arc pour tracer la plaque.

e Cliquer sur la commandeDone pour terminer
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@ % Narme: p\qau{-l I
1 Modeling Space L
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A Kz
Type Options
i
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=+ () Analytical rigid

Base Feature
i) /L

+
+ © Shell
il
v Q0 Wire
Hi E () Paint

Approximate size: | 200

Continue... Cancel

B ® [X| =

[ Mode: [ modets ] part [ piqauet [

4+ Module property

Cliquez sur I’icone createMaterial
Name de matériaux : material-1
Cliquez sur Mechanicus, sélectionnez elasticity et elastic

Entrez le module de Young et coefficient de poison apres cliquez ok
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2= Edit Material
Mame: Material-1

Description:

Material Behaviors

(=]

2

General Mechanical Thermal
Elastic
Type: | Isotropic E|

[] Use temperature-dependent data

Mumber of field variables: 0=

Moduli time scale (for viscoelasticity):

[7] Me com pression

[7] Mo tension
Data
Young's Poisson's
Modulus Ratio
1 211000000 03

Electrical/Magnetic ~ Other

Long-term E|

Cancel

Création de la section :

Cliguez sur I'iconeCreate section

Entrez dans le champ Name : section-1

Cliquez sur Shell, puis Homonegeneous, puis Continue

Entrez 1 sur la ligne Shell thickness

CliquezsurOK
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Name:

[
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[ Continue.., l ’ Cancel l

Module;
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Application de la section a la plaque

:F’ro;:-erl:jr EI Model:‘: Model-1 H Part: ’7|

2% Edit Section [

MName: Section-1

Type:  Solid, Homogeneous

Matenial: | Material-1 H |U£

[ Plane stress/strain thickness: |1

v’ Sélectionnez dans la barre de menu acoté de part, plaque

v" Cliquez sur ’icone assign section

v" Cliquez sur la fenétre graphique un bord de la plaque, Pius sur done, Pius ok

ER

Module:

.‘Q’. ﬁ

its
Jesty

4+ Module Assembly
Dans I'arbre modéle développer la base Assembly
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* Property EI Model:|: Model-1 EI Part:|: plgaue-1 EI

1# Edit Section Assignment
Region
Region: Set-1
Section
Section: | Section-1 EI ﬁ&‘*

Note: List contains only sections
applicable to the selected regions.

Type: Solid, Homogeneous

Material: Material-1

Thickness

Assignment: @ From section () From geometry

Cancel
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Double cliquer sur Instances dans la liste qui apparait

Dans la boite de dialogue Create Instance sélectionnerPart-1 et cliquer Ok

Module Step

Module:

ﬂeza

{L.

i e
&
i @

= Assembly

Model:|:ModE\-1 E| Step:

= nitial

# Create Instance

Create

ances from:

) Models

plgaue-1

Instance Type

@ Dependent (mesh on part)

() Independent (mesh on instance)

Mote: To change a Dependent instance's
mesh, you must edit its part's mesh.

[ Auto-offset from other instances

[ox ]

[ Apply ] [ Cancel ]

On crée un pas d'analyse statique qui suit le pas initial de I'analyse

Cliquez sur I’iconecreatestep

Entrez name : step-1

Selectionnez dans la liste staticgeneral

Cliguez sur continue

Accepter les valeurs par défaut fournies pour le pas Cliquer sur OK pour créer le pas
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Procedure type: | General E|

Dynamic, Temp-disp, Explicit

Geostatic
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Mass diffusion

Soils

Static, General

Static, Riks
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[ Continue... ] [

Cancel ]
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Ao :
Edit Stey
Module: |5 St - 2
Name: Step-1
;‘ [ NES Type: Static, General
E '%’ - Basic | Incrementation | Other
" Description: |
il b
Tirme period: |1
"
1, oo

‘n Nlgeom: © 0ff (This setting contrels the inclusion of nonlinear effects
‘jE Eﬁq geom: on oflarge displacements and affects subsequent steps.)

i ”f]‘ ,L Automatic stabilization: | Nene B
A

[T Include adisbatic heating effects

+ ModuleLoad

v/ Condition sue le bord gauche de la plaque

Cliguezsurl’icone create boundary condition

Entrez dans le champ name : BC-1

Sélectionnez dans la liste category,mechanical et dans la liste types for
selectedstep,symmetry/antisymmetry/encastre

Cliguez sur continue

Sélectionnez dans la fenétre graphique le borde gauche de la plaque
Cliquez sur done

Sélectionnez dans la liste XSYMM

Cliquez sue ok
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- Module: |= Load E| Model: |: Model-1 E| Step: |f Step-1 E
Module: |: Load E| Model: |_ Model-1 B Step: |f Step-1 E|
—‘ . 2% Edit Boundary Condition
¥ &
—‘ L 4% Create Boundary Condition Mame: BC-1
i Name: Type:  Symmetry/Antisymmetry/Encastre
e - . E Step: Step-1 (Static, General
[ Step: |Step-1 [ P p-1 (Static, )
H Procedure: Static, General = Region: Set-5
= Category Types for Selected Step CSYS: (Globall k AL
L[ @ vechaic -
g Fluid Displacement/Rotation ra _
: - ) ¥SYMM (U2 = UR1 = UR3 = 0)
) Electrical/Magnetic Velocity/Angular velocity -
-t B Connector displacement - I ) Z5YMM (U3 = UR1 = UR2 = ()
R, gz | © Other :
B% Connector velacity ) XASYMM (U2 = U3 = URL = 0; Abaqus/Standard only)
2 () YASYMM (UL = U3 = URZ = 0; Abaqus/Standard only)
(xrz) -
s “L () ZASYMM (UL = U2 = UR3 = 0; Abaqus/Standard only)
'J:j ':'+. ¥ (O PINNED (UL=U2=U3=0)
* "B @ ENCASTRE (Ul = UZ = U3 = UR1 = URZ = UR3 = 0}

Module: |2 Load i Model: [- Model-1  [+]  step: [ step-1 &

v Application du chargement a la plaque

e Cliquer sur CreateLoad, la fenétre CreateLoad

e Entrez dans le champ name :load-1

e Sélectionner Mechanical/Concentred force et cliquer sur Continue

e Sélectionnez dans la fenétre graphique le le bord droit du la plaque cliquez done

e Entrez dans le champ magnitude de la fenétre graphique qui apparait -100N
e Cliquez ok
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Medule: |= EI Model: | Model-1 EI Step: |‘ Step-1
% 2 Create Load
Dq Name: |[ER]
. Step: | Step-1
- :
Procedure: Static, General
[5‘ Category Types for Selected Step
i [+ @ Mechanical Concentrated force o
[ =T —
| g Therma Moment
: i Shelled ¢ load
[ = 9
) 5}:'. o Surface traction
%‘ () Electrical/Magnetic Pipe pressure
: lass si Body force
[Xili A, () Other Line load
}.j H Gravity
Y Bolt lozd i

H Mndel:l:Mode\—l H Step: ‘fS(Ep—l H

4+ Module Mesh

v

Taille des éléments de la plaque
Cliquez sur 1’icone mesh

Cliquez sur I’icOne seed part instance

FrrF

il EBOED ED

|
& Edit Load =]

Mame: Load-1

Type:  Pressure
Step: Step-1 (Static, General)

Region: Surf-1 [3

=2

=

Distribution: | Uniform

ERC

B Po

Magnitude: | -1000

Amplitude: | (Ramp)

Sélectionnez dans la fenétre graphique la plaque,puis clique sur done

Entrez sur la ligne global size élément(approximat) : 100 et tapez entrée
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| ——
B[_J %+ Global Seeds =3
EE k Sizing Controls
pﬁ @ Approximate global size: M
E % Curvature control
@ Maximum deviation factor (0.0 < h/L < 1.0): |01
= (Approximate number of elements per circle: 8)

|_?___L =

ﬂ‘ Minimum size control
:El, UJT_} (@ By fraction of global size (0.0 < min < 1.0} |01

i () By absolute value (0.0 < min < global size} |0.005
|
=

R‘ f_j_‘l‘ [ OK ] [ Apply ] [ Defaults ] [ Cancel

v' Type d’élément
e Cliquez sur I’icOne assignmeshcontrols
e Sélectionnez la fenétre graphique de la plaque

e Cliquez sur done, Pius sur tri dans la liste élément shap,pius sur free dans la liste technique,
Pius sur ok

Module: |5 Mesh : Modek: |~ Model-1 : Object: () Assembly @ Part:’_:
5‘ E‘_]‘ [“J‘ # Mesh Contrals @
i & Element Shape

W @ () Quad-dominated @ Tri
ﬁ % Technique Algorithm
@ Use mapped meshing where appropriate
: @ Free D
u Pﬂ () Structured I
Lk,
4

==

4+ Module Job

Création d’un job de travail
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Module:

18
=
HE
HE

Cliquez sur I’ic6ne creat job

Entrez dans le champ name : FER-19

Cliquez sur continue, puis sur ok

Module: |: Jlob

# Create Job
Mame: | FER-19

Source: | Model

(=]

5

Model-1

Continue... ] [

Cancel

4+ Lancement du calcul

Cliquez sur I’icone job manger

Cliquez sur submit

| Job

H Mode\:‘:ModeI-l H Step:

%5 Job Manager

Name
FER-19

Model
Model-1

Type

= Stepl H

Status

Full Analysis ~ Submitted

t] Moda:ﬁ Model-1

m

i

Write Input
Data Check
Submit

Continue

EREI S 3 T2 I E = I Y o

Module [ Job [] Modet [ mosers [ step:[fsiepr  [{
ﬂ .; 2% Edit Job
By Name: FER-18
g Model: Model-1
o | Analysis product: Abaqus/Standard
i g

Description: [

Submission | General | Memory | Parallelization | Precision

Job Type

@ Full analysis

() Restart
Run Mode
@ Background () Queue:

Submit Time

@ Immediately

Cancel

B He Modd Vesot Vew lob ddgtiity Comeotion Opfmzon Tods Phgins Hep ¥
FELTET
Module 7ot H Mook |: Mot 1 STl n
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4 e LB HA R

Ewonnaaf] 5 £ B I
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o ALE MdapiveMen Con HE
T Iieaciers
= iz
§ Itenctionrepsties L =
H Contaa Cormot
i Contact i

Ful ledts Complee

T Contact Sbilaations
] Consraints
B connectarSasions
o F rdds
Py angitudes
21 Loats)
Slmdt
ab em
112}
Ly Predefined Fds
B

Results

IICleaie...] ’ Edit... I IICopy...] ’Rename...l I[}eieie...] ’[}ismissl

1 Optimiation Tsks
15 skeichss
8 Amotons
B s
B8R ksl
R4 (o)
By Aty Proceses
H co-orasons

Apreés cliquez sur results, vous passez automatiquement au module suivant
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4+ Module de Visualization

4+ Les résultats

Fig.3.4 : Le maillage plaque

Les contraintes
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Fig.3.5: les Contraintes de (Von mises)

La figure 3.5 montre que les contraintes de VVon mises sont maximales aux appuis d’une
valeur de 1.168.10° MPa a cause des concentrations des contraintes et elles diminuent
progressivement jusqu’a la valeur 8.57.102MPa puis elles augmentent.
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Fig.3.6: Les contraintes suivant S11

La figure 3.6 montre 1’allure des contraintes suivant 1’axe X, les contraintes sont maximales

aux deux extrémités est diminue progressivement jusqu'a qu’elle s’annule a I’autre extrémité

S22
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Fig.3.7 : Les contraintes suivant S22

v Diagramme des contraintes

Chemin 1 chemin 2
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Titre du graphique
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FIG. 3 .8 : les deux diagrammes de contrainte (chemin 1 et chemin 2)

Pour la figure 3.8, les contraintes sont maximales a I’encastrement et elles diminuent au
milieu entre les deux extrémités (presque constante) puis elles augmentent a cause de 1’effet

de bord (effet d’encastrement) par contre les contraintes sont nulle a I’autre extrémité libres.

v Deéplacements

U, Magnitude I.‘

Fig.3.9 : Déplacements de la plaque 1

Pour les déplacements, la figure 3.9 montre que les déplacements sont nulles a 1’encastrement
puisque l’effet de la charge est nul, mais elles augmentent progressivement jusqu’a

I’application de la charge la ou les déplacements sont maximales d’une valeur de 9.463.10°

Ul
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Fig.3.10: Déplacements suivant Ul
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Fig.3.11 : Diagramme de déplacement
La figure 3.12: Montre en genéral que les déplacements augmentent
progressivement de I’encastrement jusqu’a I’application de la force ou les

déplacements sont max.
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Conclusion

Dans le but de chercher le profil de différentes contraintes et déplacements dans une
plaque soumise a une force mécanique (cas de traction) a 1’extrémité libre. Pour cette finalite,
une étude est matérialiséeen se basant sur I’élasticité dans le cas des contraintes et
déformation planes. Pour aboutir a des relations donnant les contraintes normales ainsi la
contrainte tangentielle, cela révélera utile pour introduire la méthode des éléments finis, qui
est utilise pour familiariser les relations trouvées. Le systéme d’équation algébrique obtenue,
sera résolu a I’aide d’une méthode numérique de CROUT.

Ce travail nous a donné un apercu général sur le calcul de différentes contraintes et
déplacements.

Vu le facteur temps, on n’a pu méme penser a la programmation et qui demande assez de
temps. Mais quand méme on est arrivé a déterminer tous les éléments de la matrice de rigidité
dans le cas isotrope et anisotrope. Malgré ca, il reste beaucoup de choses a faire. Le logiciel
ABAQUS a été utilisé pour trouver les déplacements et les contraintes.

On doit aussi noter qu’en absence d’une programmation I’objectif n’est pas atteint il serait
donc, trés intéressant d’ajouter & cette étude un programme en (Fortran ou en Matlab ....) pour
faire une comparaison entre les différents résultats et surtout dans le cas anisotrope. Comme
perspective, Les déplacements expérimentaux basés sur 1’extensiométrie seront calculés par
des appareils existant dans les laboratoires de RDM.

Enfin, Ce travail sera incha Allah peut étre élargi pour le cas dynamique.
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