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Résumé

Nous étudions des systeémes elliptiques linéaires ou non linéaires, coopé-
ratifs définis sur R” de la forme

—Au =mpu+mpv+ f, x € R",
—Av = mou + mov + g, x € R”,
u, v — 0 quand |z| — +00.

Concernant les systémes linéaires coopératifs, ’établissement du prin-
cipe du maximum et ’application du théoréme du Laz-Milgram garantissent
I’existence de solution positive.

Pour les systémes non linéaires coopératifs on applique un théoréme du
point fixe de type Krasnosel’skii.
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Introduction

Ce travail consiste & étudier quelques systémes elliptiques de deux équa-
tions & deux fonctions inconnues, définis sur R” de la forme

—Au=mqy (x)u+ mi (x)v+ f, z€R™
—Av =mg; (x)u+mae (z)v+g, R,
u—s0, v — 0 .
|z| =400 |z|—~+o00
Ici A désigne le Laplacien.

Les fonctions my; (x),4,5 = 1,2, dites fonctions poids tendent
vers zéro assez vite a I'infini. De plus f, ¢ sont des fonctions mesurables et
peuvent dépendre de u et v.

Dans le cas ot m;; (x),7 # j sont positifs le systéme est dit coopératif.

Lorsque f et g dépendent de u et v il est dit non linéaire (semi-linéaire.).

Ce type de problémes caractérise plusieurs phénomeénes, par exemple :
fluides neutonian, 1’étude de la théorie du Transport, en biologies et dans
I’hydrodynamique, espéces en compétition,...

L’étude des systémes elliptiques est liée a 1’étude des valeurs propres de
ces problémes qui figure dans les travaux de A. Djellit, A. Djellit-A. Yechoui
et A. Djellit-J. Fleckinger,...

Cette étude est une extension des travaux déja effectue par A. Djellit et
A. Yechoui sur les systémes coopératifs de la forme

—Au+ qu = apu+ bpv + f (z) ,x € Q
—Av+qu=cpu+dpv+g(z),x €
u=v =0, sur 0,

u— 0,v — 0.
|z| =+ |z[—+o00

Ici €2 un ouvert non borné de R™ | ¢ et p sont des fonctions positives
tendant vers zéro a l'infini, a, b, ¢, d sont des constantes avec b > 0 et ¢ > 0.
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Dans ce travail les auteurs établissent une condition nécessaire et suffi-
sante pour ’obtention du principe de Maximum.

L’existence et 'unicité de la solution ont été prouvées par une approche
variationnelle. Le principe de Maximum garantit la positivité de la solution.

Ensuite S. Tas a étudié des systémes elliptiques coopératifs avec des poids
différents, et des systémes elliptiques non coopératifs.

Les systémes elliptiques coopératifs sont de la forme

—Au+ qu=pu+pv+ f,QCR"?
—Av 4 v = psu + pv+g,Q2 CR”
u=v =0 sur 0f)
u— 0,v — 0.
|z| =400 |z| =400
Ou g;,i=1,2, p;,j = 1,2,3,4 sont des fonctions positives qui s’annulent
a l'infini, et telles que

P () < \/p1(x) py (), 2 € Q
p3(x) </ (2) py(2), 2 € Q7

et f, g sont des fonctions mesurables.

Encore une fois ’approche variationnelle est concluante pour démontrer
I’existence et 'unicité de la solution du systéme linéaire.

Cependant ’auteur applique la méthode de sur et sous-solution et le théo-
réme du point fixe de Schauder pour prouver l’existence d’une solution du
systéme elliptique coopératif semi-linéaire.

Concernant le systéme elliptique non coopératif linéaire

—Au~+ qru = apyu+ bpyv + f,x € Q
—Av+ quu = cpsu+ dpv + g,z € Q)
u=v =0, sur 0f)
u— 0,v — 0.
|z[—+o0 * |a|—+o0
L’auteur approche le systéme par une suite de systéme non linéaire admet-
tant des solutions. La suite des solutions construites converge vers la solution
du systéme linéaire,et par la méthode de sur et sous-solution et le théoréeme
du point fixe de Schauder 'auteur a prouvé 'existence d’une solution du
systéme semi-linéaire.
D’autres auteurs ont établi en méme temps le principe de Maximum et
I’existence de la solution de systémes semi-linéaire nous citons les travaux de



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Boccardo- Fleckinger, Fleckinger- Harnendez- deThélin, et Fleckinger- Pellé-
Serag, ...

Le choix des méthodes de résolutions de ces systémes est étroitement
lié aux contraintes imposées, par exemple dans le cas linéaire coopératif
I’approche variationnelle est efficace, mais elle n’est plus valable dans les
systémes non coopératifs. D’autres techniques sont engagées, comme les mé-
thodes d’approximations, la méthode des itérations monotones, les théorémes
du point fixe.

En ce qui nous concerne nous étudions précisément des systémes ellip-
tiques coopératifs, linéaires et non linéaires avec des poids non constants.

Plan

Dans le chapitre I nous énongons quelques définitions et certains rappels
d’analyse fonctionnelle.

Le chapitre II est consacré a ’étude d’un systéme elliptique linéaire co-
opératif.

Dans un premier pas nous établissons un principe du Maximum. En suite
nous prouvons l’existence et 'unicité de la solution a ’aide de lemme de Lazx-
Milgam. La positivité de la solution est assurée par ’application du principe
de Maximum.

Le troisiéme chapitre, traite ’existence d’un solution non triviale d’un
systéme coopératif semi- linéaire.

Nous supposons que les non linéarités sont des fonctions de Crathéodory
et vérifient des conditions de croissances. Nous appliquons le théoréme du
point fixe de type Krasnosel’skii.

Il s’agit de construire une application compacte qui laisse invariant le cone
positif d’'un espace de Banach réflexif. La solution du systéme n’est autre que
le point fixe de cette application.

MOTS CLES

Systémes elliptiques linéaires, non linéaires, coopératifs- Espace Sobolev
avec poids- Principe de Maximum- Premiéres valeurs propres- Conditions de
croissance sous critiques- Point fixe de Krasnosel’skii.
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Chapitre 1

Notations et définitions

Nous commencons par définir une fonction réelle d’expression

plx) = (1+[z). (1.1)

Pour a > 0, nous notons

Po (2) = (1+ |2[)) " (1.2)
L’espace & poids Lﬁ_l (R™) désigne I'espace L% (R") muni du poids p,, ie

_1
L2, (R") = {f e ' (R"),pa’f € L2 (R”)}, (1.3)
muni de la norme

2

e, = | [ @+ 1) o
Po .
Nous définissons I'espace de Sobolev a poids suivant

V= {u c ' (R"),piu € L*(R"),|gradu| = |Vu| € L? (]R")} . (14)

muni de la norme

1
2

Jully = [ (Val* +pafu?) e ) (15)

Rn



CHAPITRE 1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Nous munissons ’espace produit V2=V x V de la norme

1 U
101 = (el + 101) 0 = () € 02 (16)

Bien évidemment cette norme est équivalente & la norme suivante

u
01 = Ny + ol 0 = () € 92 (1.7

Pour n > 2, V (resp V?) est un espace de Hilbert séparable (voir [8]).
Pourn > 3,V (resp V2) s’injecte de facon continue dans L* (R") (resp(L*" (R")) %,
ou 2*désigne ’exposons de Sobolev de 2, ie

2n
2" = .
n—2
Toute fonction mesurable h peut étre décomposée en deux fonctions me-
surables

h=h"—h", avec h © = max (0, %h). (1.8)

Pour R > 0 donné, nous désignons par Bp (respB%) la boule de R”,
centrée a l'origine et de rayon R.(resp le complémentaire de Br dans R™).

Nous introduisons les définitions suivantes :

Définition 1 : soient A, B deux opérateurs linéaires définis sur V, tels
que

Au = \Bu. (1.9)

Nous appelons valeur propre principale de (1.9), toute valeur propre réelle
A associée a une fonction propre qui ne change pas de signe dans V.

Exemple 1.1

A=-A.

Bu = m (z)u, (B l'opérateur de multiplication).

Caractérisation de \;

Soit V I’espace définie par (1.4), et le probléme aux valeurs propres ellip-
tiques

(P)—Au = Im(z)u,x € R"

u — 0,
|z| =400



qui consiste a trouver le couple (u, \) € V x R, tel que (P) soit vérifié.
Si m décroit assez vite & I'infini par exemple |m (z)] < k(1 + \x|2)7a,
a > 1, alors (P) admet une valeur propre \; > 0, associée & la fonction
propre ¢; > 0.

On caractérise A\; a 'aide du principe de Courant-Hilbert (principe du
Min-Max)

[|Vul?de [ |Ve,|*de

)\ . fRn Rn
1= 1n =
v [mulde [mpide
Rr Rn

On a
/Vqupldx = Al/mucplda:;‘v’u eV.
Rn Rn

Pour plus de détail voir [7].

Définition 2 : (Principe de Maximum) Un opérateur A défini de V
dans V satisfait le principe du Maximum si pour Au positif ou nul on a
nécessairement u positive ou nul.

Définition 3 : Soit M = (m;; (x));i,j = 1,2 une matrice; M est dite
positive si pour tout U = (i) c€R?ona

(MU,U) >0,

autrement dit

m1182 + (m12 + mgl)St + m22t2 > 0. (110)

Définition 4 : Une fonction f :R" x R—R est dite de Carathéodory ssi
f (., s) est mesurable sur R™ pour tout s € R et continue sur R pour presque
tout z € R".

Remarque 1 :

Si f est une fonction de Carathéodory et v € V alors la composition f
(z,u (x)) est une fonction mesurable.

Définition 5 : Nous définissons l'opérateur de Nemytskit F' associe a
une fonction de Carathéodory f (z,u) de R™ x R dans R, par

F(u)(z)=f (z,u(z)). (1.11)

3



CHAPITRE 1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Un résultat remarquable concerne les opérateurs de Nemytskii. On peut
affirmer que ces opérateurs sont continus si la fonction de Carathéodory as-
sociée vérifie certaines conditions de croissances en particulier si

|f (z,u)] < c(1+|ul’) pour s> 1,
alors F : L5 — IL” est continue pour 1 < p < +o0.
Définition 6 : Soit H un espace de Hilbert muni de la norme usuelle
1
[ul] = (u,u)? .

Soit b une forme linéaire définie sur H a valeurs réelles. Dire que b (.) est

continue signifie qu’il 3 M > 0 tel que
M =sup{|b(u)|,u € H, ||u|| =1} < +o0.

En particulier pour tout u € H on a
|b(w)| < M [ul].

De méme nous disons que la forme bilinéaire a (.,.) définie sur V x V est
continue 8’1l existe une constante M’ tel que pour tous u,v € V, on a
o (u, 0)] < M [Jul[ o] -

La forme a est dite coercive ou uniformément elliptique sur V §’il existe
une constante a > 0 telle que

Yu e H, a(u,u) > olul?.

Lemme 1.1 (Lax-Milgram).
Soit a (u,v) une forme bilinéaire continue et coercive sur H. Alors pour
toute b € H ' (le dual de H) il existe u € H unique tel que

a (u,v) =b(v), Vv e H.

Nous utilisons les inégalités suivantes a chaque fois que c’est nécessaire
tout au long de ce développement.
L’inégalité de Young :

1 1 1 1
ab < —a? +-b1, — 4+ - =1. (1.12)
p q p q



1.1. L’ORDRE ET CONE

L’inégalité de Cauchy :

N
N

|(u, )] < (u,u)? (v;v)2, u, veV. (1.13)
L’inégalité de Hardy
2
/'u—lzdx = C/ \Vul*dz, uwe V,z € R",n > 3. (1.14)
J 1] S
9 \?2
tel que C = (n — 2> , (voir [24]).

1.1 L’ordre et cone

1.1.1 Ordre

Soit X un ensemble non vide et A un sous ensemble de X non vide. Nous
disons que la relation > définit un ordre sur A, si elle est réflexive, transitive
et antisymétrique.

1-Un ensemble muni d’un ordre c’est un ensemble ordonné.

2-Tout sous ensemble d’un ensemble ordonné est aussi un ensemble or-
donné.

3-Nous écrivons z > y (x < y) pour dire que = >y, (x < y) ouxz = y;

4-Nous écrivons A >z (A< z)sia >z (a < x) pour tout a € A C X.

5-Pour tous pair z,y, 'ensemble [z,y] = {z € X,z < z <y} s’appelle
I'intervalle ordonné entre z et y, il est claire que [x, y] est non vide ssi x < y.

6-Un sous ensemble A de X est dit (borné) ordonné si A est contenu dans
un intervalle ordonné.

7-Le sous ensemble A est dit ensemble convexe ordonné si Vr,y € A :
[z,y] C A.

8-Pour tout sous ensemble non vide A de X nous définissons ’enveloppe
convexe de A par

[A] = U{[z,y],z,y € A};

L’ensemble [A] c’est le plus petit sous ensemble convexe qui contient A.
9-Soient X et Y deux ensembles ordonnés (1’ordre dans chaque ensemble
est noté par >).



CHAPITRE 1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Une fonction f : X — Y est dite croissante (strictement croissante) si
r <y implique f (z) < f(y), (x <y = f(z) < f(y)), est dite décroissante
(strictement décroissante) si z < y implique: f () > f(y), (r <y = f(z) >

f ().

1.1.2 L’ordre dans un espace vectoriel

Soit V un espace vectoriel réel. L’ordre dans V est dit linéaire si

le>y=ax+2>y+zpourtout ze€V, z,y eV,

2-x >y = ar > ay pour tout a € R,..

Un espace vectoriel réel muni d’un ordre linéaire est dit espace vectoriel
ordonné.

Soit V' un espace vectoriel réel ordonné (E.V.O).

Soit P = {x € V,x > 0} Alors P vérifie les propriétés suivantes

1-P+ P C P,

2-R, P C P,

3-Pn{-P} ={0}.

Le sous ensemble non vide P qui vérifie les propriétés (1,2,3) s’appelle un
cone ; tout cone est convexe.

Un cone P est générateur siV = P—P. (P—P ={z —y,x € P,y € P}).

Tout cone P dans un espace vectoriel réel défini un ordre linéaire sur V'
pour x <y <= x —y € P. (’ordre induit par le cone P)

Le cone P = {x € V,z > 0} est dit le cone positif.. Par conséquent pour
tout espace vectoriel V' il existe une correspondance (un par un) entre les
familles linéaires ordonnées et les familles des cones dans V.

Exemple 1.2 (L’espace des fonctions)

Soit R¥ I’espace vectoriel des fonctions f : X — R, le cone positif dans
R¥X c’est

P=RY={f:X —R/f(z)>0, pour tout z € X}.

1.1.3 L’ordre dans un Banach

Soit X = (X, ||.||) un espace de Banach ordonné par un cone C' (E.B.O).
Alors nous disons que 'espace X est ordonné, si le cone positif est fermé.
Dans un Banach X on dit que la norme ||.|| est une norme monotone ssi

0<z<y= 2| <|lyll,Vr,y € X.

6



1.2. LE DEGRE TOPOLOGIQUE DE LERAY-SCHAUDER

Et elle dite semi monotone ssi

36 <0,0<z<y=|z|| <d|yll,Vz,y € X.

Si la norme est semi monotone, alors le cone C' est dit normal.
Soit (X, C') un espace de Banach ordonné par le cone C' (E.B.O).
Théoréme 1.1

Dans l'espace (X, C') les résultats suivants sont équivalents

1-C' est normal.

2-tout intervalle ordonné est borné.

3-il existe une norme semi monotone équivalente & la norme de X.
4-I’'enveloppe convexe d'un ensemble ordonné est ordonnée.

5-il existe une constante positive « telle que :

|| + y|| > « pour tous vecteurs unitaires z, y € C.

Théoréme 1.2

Le cone C donne une décomposition ouverte de X ssi C' est générateur.

Proposition 1.1

Si le cone positif dans (X, C') n’admet pas un intérieur vide. Alors il est
générateur.

Exemple 1.3 (Sous espaces et injections continues)

Soit F et F' deux espaces de Banach, tel que F' est un sous espace vectoriel
de E.

L’injection naturelle i : F' — FE définie par i (x) = = est continue, on dit
que F s’injecte continiment dans F on écrit F — F.

Soit (£, P) un (E.B.O) et F' un espace tel que F' — E.

Alors F est un (E.V.O), par respect de 'ordre d’inclusion, le cone positif
dans F c’est i~! (P), puisque I est continue et =1 (P) est fermé dans F', alors
(F,i7' (P)) c’est un (E.B.O). En plus si F est un sous espace fermé de F et
P normale alors i~ (P) est aussi normale, (voir [15]).

1.2 Le degré topologique de Leray-Schauder

Soit X un espace de Banach

Lemme 1.2 Soit 2 un ouvert borné de X, T : Q — X un opérateur
compact sans point fixe sur 0. Alors si ¢ > 0 est tel que ||u — Tul| > 4e

7



CHAPITRE 1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

pour tout u € 0f il existe un sous-espace vectoriel de dimension finie E. de

X et un opérateur 7; : S_) — E. tel que

Vu € Q||Tou—Tul| <e,
Vu € 0, ||lu— Tl > 3e.

Lemme 1.3 Soit 2 un ouvert borné de X, et T": 2 — X un opérateur
compact sans point fixe sur 0, et € > 0, tel que ||u — T'u|| > 4e sur 992. On
suppose que 17, et T, sont deux approximations de 71" telle que pour i=1,2
on ait T, (2) C E., ou E. est défini par le lemme 1.2, et de plus

| T;cu — Tu|| < € pour u € Q, et |u — T.ul| > 3¢ pour u € 9. Alors, si F'
est un s.e.v de dimension finie de X contenant F. tel que Qp = QN F # &,
on a

deg (I — Tlg, QF, 0) = degF(]F — T2€7 QF, 0)

Théoréme 1.3 Soit 2 un ouvert borné de X , et T : Q — X un

opérateur compact sans point fixe sur 9€2, alorse >0, E. C X et T, : ) —
E. étant donnés par le lemme 1.2, on considére F' un s.e.v de dimension finie
de X contenant E. tel que Qp = QN F # .

On définit le degré topologique de Leray-Schauder par

deg (I —T,9Q,0) =degp(Ip — 1-,Q2p,0F). (voir[23]). (1.15)

1.2.1 Propriétés du degré de Leray-Schauder

1—(A_ddit§7ité). Si 21, Q5 sont deux ouverts bornés disjoints et
T : Uy — X est un opérateur compact sans point fixe sur 0€2; U 0€),.
Alors

deg (I —T,9,UQy,0) =deg (I —T,€,0) +deg (I —T,€,0). (1.16)

2Sibe Xetbdg (I —T)(09), alors le degré de I — T par rapport a la
cible b est défini comme étant

deg (I —T,9Q,b) =deg(I —T —b,42,0). (1.17)

8



1.2. LE DEGRE TOPOLOGIQUE DE LERAY-SCHAUDER

3-Si b € X est pour tout u € Q on a

u—Tu #b.
Alors

deg (I —T,8,b) =0. (1.18)
4-Si b € X tel que pour tout v € 92 on au —Tu # b, et
deg (I —T,Q,b) # 0.
Alors il existe u € ) tel que u — Tu = b. B
5-Soient 717, T3 deux applications compactes de 2 dans X et b € X tel
que

0 < dist (b, T1 (9Q) U Ty (9Q)) = 4e.
Alors si
sup || Thiu — Toul] <€, on a
u €Q
deg (I — Tl, Q, b) = deg([ — TQ, Q, b) (119)

6-Soient b € X et H : Q x [0,1] — X une application compacte telle
que pour tout (u,t) € 92 x [0,1] on ait u — H (u —t) # b.

Alors le degré topologique deg (I — H (.,0),€,b) est constant pour

t €10,1],

deg (I — H (.,t),Q,b) =deg(I — H(.,0),Q,0).

7-Soient b, b € X tels que b, b ¢ (I —T) 0. Alorssibet b appartiennent
a la méme composante connexe de X\ (I —7T) (02) on a

deg (I — T,Q,b) = deg(I — T,Q,b). (1.20)

Théorémel.4

Soit C' un cone dans un Banach X, et ® : ¢ — (' une application
compacte. Supposons qu’il existe deux réels R, r > 0 tel que

(Hax#tP(z) pourO<t<letl]z||=r zeC,

(2) Il existe une application compacte F : By x [0, +00) — C' tel que

F(z,0) = ®(x) pour ||z|| = R, F (x,t) # x pour ||z|| = R, t > 0, et

9



CHAPITRE 1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

F (z,t) = v n’admet pas une solution x € By pour t > t,. Alors
1) (1) =ic(?,B,) =1,
2) (2) = ic (®, Bg) = 0.

1.3 Théoréme du point fixe (de type Krasno-
sel’skii )

Théoréme 1.5

Soit C' un cone dans un espace de Banach X, et soit ¢ : ' — C un
opérateur compact. Supposons qu’il existe deux constantes positives r; R et
to > 0 tels que

1) x#tp(x), |z|=r,xeC,0<ty <t.

2/ 11 existe une application 1) : C' x Ry — C; telle que

(i) v (2:0) =  (x), 2] < R, € C,

(17) Y (z;t) #x, |[z] <R,z € C, t >ty

(1ii) Y (z;t) £, |z =R,z € C, t > 0.

Alors ¢ admet un point fixe dans C, avec r < |z| < R.

10



Chapitre 2

Existence de solutions positives
d’un systéme linéaire elliptique
coopératif dans R"

Considérons le systéme elliptique linéaire coopératif suivant

—Au=mq; () u+m (r)v+ f(z),z € R"
(S1) —Av = mgy (&) u+mae (z) + g (2),z € R

Réécrivons le systéme (Sp) sous la forme

—AU =M (z)U + F (z),xz € R",

avec U = (%), M (z) = (myj (z)), F (z) = (ﬁg) et AU = @Z)

HYPOTHESES

(21)  f.geL2, (R,

(22) Vi,j=1,2; 3C;; > 0,a > 1, |m;; (z)] < Cijpa () .p.p dans R™.

(2.3) La matrice (—M) est positive.

En outre pour prouver 'existence et I'unicité de la solution du systéme
(Sr) le lemme de Laz-Milgram prend toute sa dimension.

La positivité de la solution est une conséquence du principe du maximum.

11



CHAPITRE 2. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D’UN
SYSTEME LINEAIRE ELLIPTIQUE COOPERATIF DANS RY

2.1 Le principe de Maximum

Lemme 2.1
Si la matrice —M (x) est positive alors le systéme (Sp) satisfait le principe
du mazimum.
Preuve :
Réécrivons le systeéme (Sg) sous la forme :

— Ay — Almu = (mu — /\1771) U+ M2V + f, z e R"
(Sp) —Av — A\ymv = maiu + (mag — Aym)v + g, x € R”
u — v — 0
|z|—+o0 |z|—+o0
Ici m (z) = max |mj ()]
TER™
Puisque —M (z) est positive 'expression (Aym (x) I — M) est positive.
Soit maintenant f > 0,9 > 0 et supposons que u et v change de signe.
En multipliant la premiére équation de (S;) par u~ et intégrant sur R™ on
obtient

/VuVud:c — /)xlm uu - dr = /(mn —Aim) uwudz
RTL

R R
+/m12u_vdx + /fu_dx.
RTL

]Rn
En vertu de la caractérisation variationnelle de \;
_/ (my1 — A\ym) ‘u’|2dx — /mlguvdx + /fuda: < 0.
Rn Rn

Rn
Alors

_/ (my1 — A\ym) }u"Q dx — /m12uvdx <0
R Rn

Donc

/(Alm —ma1) ‘u_fda: — /mlgu_v_da: <0,
Rn

Rn

12



2.2. RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE

En procédant de maniére similaire sur la deuxiéme équation de (S;), nous
trouvons

/(Alm — Ma2) |v"2da: — /m21uvdx <0.
R® R®
Ce qui contredit le fait que la matrice (\;mI — M (x)) est positive.
Par conséquence v > 0 et v > 0.

2.2 Résolution du systéme linéaire

Nous définissons la forme bilinéaire L sur (V x V)* dans R par

L [(u,v);(w,2)] = /Vqudx + /Vszdx - /mnuwdm

R’VL R’VL R’VL
—/mggvzd:c — /mlngdx — /m21UZdl'
R R R

et la forme linéaire F' sur (V x V) dans R par

F(w,z) = /fwdm+/gzdm.
R’n R"L

Nous écrivons en suite le systéme (S7,) sous sa forme variationnelle

L [(u,v);(w,2)] = F (w,2); (u,v), (w,2) € (VxV).

Nous allons montrer que la forme L est continue et coercive sur (V x V)2,
et que la forme F' est continue sur (V x V). Les propriétés de L et F' garan-
tissent ’existence d’une solution unique du systéme (S;), en vertu du lemme
de Lax-Milgram.

Théoréme 2.1

On suppose que les hypotheses (2.1), (2.2) et (2.8) sont satisfaites. Alors
le systéme (SL) admet une unique solution positive.

13



CHAPITRE 2. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D’'UN
SYSTEME LINEAIRE ELLIPTIQUE COOPERATIF DANS RY

Preuve :
La forme L est continue sur (V x V)
En effet

2

|L [(u,v);(w,2)]] < /]Vqu\dx+/|Vsz|dx+/\m11||uw|da:

R® Rn R
+/ |mas| |vz| dx 4+ / |mas| Jvw| dx + / |1 |uz| dz.
Rn Rn Rn

En tenant compte de (2.2) on trouve

L [(u,v);(w,2)]] < /\Vqu\ dm+/ IVoVz| dx+/ \p1] (Juw| + |vz| + [vw| + |uz|) de
Rr Rr Rr
Appliquons I'inégalité de Cauchy

L () w2 < [Vl IVl + 190l 19211, + ), el
ol Ipizl, + el Ipvwll , + lpsul, o=l

IV, 19wl + lpewll, (ol + el )

IN

FIVoll, 19211, + ez, (e, + el )
< wlly (lully + lolle) + el Qs + loly)

La croecivité de L est une conséquence de ’hypothése (2.3) et de 'inéga-
lité de Hardy

L[(u,v);(u,v)] = /|Vu|2dx+/|VU|2dx—/mn u|® da
Rn

Rn RTL

_/m22 ”U’2 dxr — / (m12 -+ mgl) uvdzx.
]Rn

R”

Puisque (—M) est positive on a :

14



2.2. RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE

Lltwo)i (o)) = [ [Vuf dot [ (9ol do.
Rn Rn
Nous appliquons 'inégalité de Hardy pour obtenir que
L[(u,0); (uy0)] > K (|fullf + [0l -

Remarque 2 :

Sin > 5, la condition (2.3) n’est pas nécessaire pour démontrer la coer-
civité de L.

En effet :

L [(u,v) /|Vu| dx+/|Vv| dx

1
/mn u|® da — /mQQ v dx — 5/ (M2 + may) (|U| + |v| )

]Rn

/|Vu| dx+/|Vv| da:—?/m |ul? —|—|U|)

Rn R

Et par la caractérisation variationelle de Ay on a

L{(u,v); (u,v)] > (1—%) /|Vu|2dx—|—/|Vv|2d:p

R R

Puisque nous avons

/:x—|d ( )/yvm dr, u eV,

donc

f \Vu|? da

9 —2
() <
n— 2 f|u\ dx

15
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CHAPITRE 2. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D’UN
SYSTEME LINEAIRE ELLIPTIQUE COOPERATIF DANS RY

—92\?
(n ) S >\17
2
n—2

et pour que la quantité (7)2 soit supérieur strictement a 2 il suffit que

n > 5. D’ou la coercivité de L.
Continuité de la forme F

F(w,2)] < /|fw|dx+/|gz|dx,
Rn Rn

/plldea: /pledx + /pllgzdx /pleda:

R™ R7 R™ R™

M
o=
ol

IN

< M fllez_, ol + gl 1=y -
Py Py

1

< max <||f||L2_

Py

Aglhs , ) ol + 1l
Py

D’ou la continuité de la forme F.
Par conséquent le systéme (S7) admet bien une solution unique qui est
positive grace au lemme (1.1).

16
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Chapitre 3

Existence de solutions positives
d’un systéme non linéaire
elliptique coopératif dans IR"

Maintenant nous allons établir ’existence des solutions positives pour le
systéme non linéaire. Pour cela nous utilisons les résultats du lemme suivant
Lemme 3.1
Si la matrice (—M) est positive, et —AU < M (z) U, dans R", U = (!) €
V2, et U > 0. Alors U = 0.
Preuve :
Soit U > 0, on a

—AU < M (2) U < (=AU, U) + (=M (z) U,U) <0,

— / |Vu|2dx—|—/ |VU|2 d:r—/mn \u|2dx—/m22 |v|2dx—/ (M1 + may) uvdz < 0.
R" R"

R™ R~ R~

Par conséquence u = v = 0.
Considérons le systeme elliptique non linéaire coopératif suivant :

—Auy = mqq () ug + mag () ug + f1 (z,u1,u2) ;0 € R™,
(Sy) —Aug = mqq () ug + mag () ug + fo (z,u1,u2) ;2 € R™.
u; — Ojug — 0.
jal—-+o0 jal—-+o0

17



CHAPITRE 3. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D’UN
SYSTEME NON LINEAIRE ELLIPTIQUE COOPERATIF
DANS IRY

ou bien

—AU =M (z)U+F (2,U).

Iei U = (1), AU = (321), M (z) = (my; (x)).
L’opérateur F est opérateur de Nemytskii associé au vecteur de fonctions
de Carathéodory ( ) défini par ’expression

F(z,U) = <f1 (‘”’“1’“2>>.

f2 (z,u1,uz)

HYPOTHESES

On suppose que

(3.1)  Les hypotheses (2.1), (2.2) et (2.3) sont vérifiées

(3.2) Lesnon linéarités fi, k = 1,2 vérifient des conditions de croissance

Bk
| fio (2, u1,u9)] < ag( (ZM) + by (1),

tels que
2*
_ n 2*
0 < pylag(z) € L (RY);y, = > 23,
0 < b(x)e Li,l_l (R™).
(3.3)

Jr (@, u,u9) > pypr (2) up — cxpr (), gy, > A1+ 1, pour ug > 0,k = 1,2.
(3.4)  Soit U = (uy,us); |U| est la norme euclidienne de U dans R?, et

lim Ji(@,U) (z.U)

= 0.
ul—o0 py U]

Lemme 3.2 )
L opérateur de Nemytskii F est compact de V* dans (L;,l (]R”)) .

18



Preuve :
Soit U,, = (u}, u4) une suite bornée dans V2. Pour R > 0, nous avons :

IF(2.U,) ~F (2. U)|? < (1+R) Z/m £.U,) — fi (2, U da

k= 1BR

+Z/p11 fr (2,U,) = fu (2, Uy)|” da.
=17,

La suite (U,) est une suite bornée de (H!(Bg))? donc elle l'est dans
(L2 (Bg))*, alors on peut extraire une sous suite notée encore (U,) qui
converge fortement dans (L2 (Bg))>.

D’autre part [ |fx (z,U,) — fi (x,U,) |2 dz tend vers zéro quand p, ¢ tendent
Br
vers l'infini, car Uopérateur de Nemytskii est continue de L? (Br) — IL? (Bg) .

D’autre part

Z/pl e (@.U) — S (o, U Pdo < 22/p1 i (2,0 da
+2Z/p11|kaU]dm
k=1

/

tenant compte ’hypothése (3.2), on a

2

/pf1|fk(x7U )2 d$</ (Zlum!) + by (2) | dz,

Bl B,

2By,
< 2/ (ZW‘I) +bj (2) | da,

By
k = 1,2,m=p,q.



CHAPITRE 3. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D’UN
SYSTEME NON LINEAIRE ELLIPTIQUE COOPERATIF
DANS IRY

On a b, € ]L;_1 (R™) donc [ py'b? (x)dz tend vers zéro quand R tend
1
By
vers 'infini.
2 2B
En outre le terme [ p;'aZ (z) (Z |u§”|) dr est aussi petit que I'on
Bé =1
veut pour R suffisamment grand.

En effet puisque V? s’injecte contintiment dans (IL2* (R”))2 nous avons,
on applique l'inégalité de Holder

28}, 2% —28,

2% 2%

2 2By
[ritat @ (Z |uz”\) da
=1

BY, - B

A
VoY
]
s,
&
~_
N
QL
S
—
=
AN
)
~
SN—"
%
| [
| *
S
QL
)

IN

C (U225 / (pr'ad)™ de | m=p,q.

By
Comme (U,) est une suite bornée dans V2 et p;'a? € L” (R") 'expres-

2 2Bk
sion [ pytaZ (x) (Z ]u’j‘]) dr tend vers zéro quand R tend vers I'in-
Bg«z =1

2

fini pour m = p,q. Alors > [pi'|fx (a:,um)|2dx; m = p,q tend vers zéro
Ic:lBE2

quand R tend vers l'infini. La suite F (z,U,,) est une suite de Cauchy dans

2
(Li,l (R”)) , donc elle est convergente.
1
Par conséquent 'opérateur F' est compact.
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3.1. RESOLUTION DU SYSTEME NON LINEAIRE

3.1 Reésolution du systéme non linéaire

Le systéme (Sy) étant non variatinnelle, nous ne pouvons utiliser le lemme
de Laz-Milgram.

Nous allons nous servir d’une technique de point fixe type Krasnosel’skii
pour montrer ’existence de solution. Précisément, il s’agit de application
compacte qui laisse invariant un cone positif d’espace de Banach.

Théoréme 3.1

Si les hypothéses (3.1) — (8.4) sont vérifiées alors le systéme (Sy) admet
une solution positive.

Preuve :
2
. (R”)) B

2
Py

() —=)

tel que U soit solution du systéme (Sg), on écrit

L
U‘S(f2)‘

L’application S est bien définie en vertu des résultats du chapitre 2.

Définissons ’application linéaire S : (IL

De plus 'application S est une application bornée, en effet

/|Vu1|2das+/ |Vuz|2d93—/m11 |u1|2d:c—/m22 |u2|2da:—/ (M2 + may) ugusde
R7 Rn

R Rn Rn

:/f1U1d$+/f2U2d%
R® R

/\vu1|2dx+/\Vu2|2dx+/(—M(a;) U,U) dx:/fluldx+/f2u2d:z:,
Rn Rn Rn Rn

R
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CHAPITRE 3. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D’UN
SYSTEME NON LINEAIRE ELLIPTIQUE COOPERATIF

DANS IRV
/]Vu1]2dw—l—/]Vu2|2da: < /f1u1d$+/f2u2dw,
R" R" Rn Rn
2 2
IVurlliz + [IVuella < [l falle | lJudlly + [1f2llee_ lluelly
Py Py

2 2
lurlly +lluzlly < fillee_, lwlly + [ fallee_ flually
Py Py

IN

(Jually + lluzlly) (HleLzl + ||f2||Lzl) :
Py Py

2 2
[ually + lluzlly,

1013 < K 101 (1fihes, +alks ).
(e < 5 (Wl , + 1Al )

Is(%)

Soit C' le cone défini par I’ensemble de toutes les fonctions positives de
V2 cest a dire C = {U = (uy,uz) € V*u; > 0;0=1,2.}.
Soit ¢ 'application définie sur C' par

Donc on a

<& (Iilhs, +1Els ).

VQ

p:C—C

. fl(-aU1>U2)>
v S(f2(-,’d1,u2> .

Autrement dit

P (U)=SoF (U),

I’application ¢ est un opérateur compact puisque il est le produit de
composition de I'opérateur linéaire borné S et de 'opérateur compact F.

De plus le cone C reste invariant par 'application ¢

En effet

Soit (w, z) I'image de (u1,usz) par ¢, dans ce cas (w, z) est une solution
du systéme(Sy)
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3.1. RESOLUTION DU SYSTEME NON LINEAIRE

—Aw = myy (x) w+ mya(x)z + f1 (2, ur,uz) ,x € R,
—Az =mqy (z)w+mia () 2+ fo(x,ur,us),z € R,

w — 0; 2z — 0.
|z|—~+o00 || —400

D’apres le chapitre 2 systéme (S7) admet une unique solution positive,
ce ci entraine l'invariance de C' par 'application ¢.
Nous vérifions maintenant que le ¢ satisfait les conditions du Théorémel.5
1) En vertu du ’hypothese (3.4) pour toute € il existe r > 0 tel que
’U| < 7“:>fk(l’,U) Sg(u1+u2)> k= 172
Supposons que U =ty (U), U € B,,t € [0, 1].

I1 découle

—AU < (M (xz)+¢eJ)U, sur R",

J:(H)

Choisissons ¢ suffisamment petit pour que U vérifie

avec

—AU < M(x)U; sur R"

En tenant compte du lemme 3.1 nous obtenons U = 0. Donc ¢ satisfait
la condition (1) du Théoréme 1.5
2) On définit Papplication 1 : V2xR, — C par

b (U, 1) =S(f1 (:”’“1”’“2));U= (“1> xe

fo(x,ur,ug + 1) Us

Clairement v (U,0) = ¢ (U) .

L’application 1 vérifie aussi les conditions (ii) et (iii) du Théoréme 1.5
En effet :

Sip (U, t) =U pour U € C, on a

/—A(u1+t)g01da: = /mn(ul—|—t)901d:c+/m12qu01dx+/f1 (x,uy +t,ug) pidx,
Rn Rn Rn

R
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CHAPITRE 3. EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES D’UN
SYSTEME NON LINEAIRE ELLIPTIQUE COOPERATIF
DANS IRY

/Vu1Vg01da: = /mn(ul —|—t)g01dx—|—/m12u2g01dx—|—/f1 (x,u1 + t,us) p,dz,
Rn R7 Rn

R

)\1/mu1<p1dx > /mn(ul +t)pdx + / (uyp1 (ug +t) — e1p1) @y de,

> /(mll + Hlpl)ulSﬁdx + /pl (it — 1) @y da,
Rn R

/()‘lm — My — fypr)urpde > /pl (pt — c1) pyde,
Rn R

Ce qui implique

c
ult—clgO.:MfS—l.
H

De méme on trouve

<2
25

Pour avoir U # ¢ (U, t) pour tout t > t, il suffit de prendre

to = max (;—’;) ,k=1,2.

En outre la solution U € C de 'équation U = 1 (U, t) est bornée c’est a
dir |U||y= < K (voir [23]).

Pour monter que I'équation ¢ (U,t) = U, ||U||y. = R n’admet pas de
solution dans C, il suffit de choisir R > K.

Ce qui achéve la démonstration du Théoréeme 3.1.
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3.1. RESOLUTION DU SYSTEME NON LINEAIRE

Conclusion

Nous venons de voir que les techniques choisies pour résoudre les systémes
sont étroitement liées aux données f;.

Si les f; dépendent simplement de la variable spatiale , le systéeme est
alors linéaire. Dans ce cas la formulation variationnelle garantie l'existence
et l'unicité des solutions.

Au contraire lorsque les f; sont dépendants de l'inconnue U, le systéme
devient non variationnelle. On fait appel alors aux théorémes de point fixe
pour assurer l'existence de solution. Quant a l'unicité de la solution, le pro-
bleme reste ouvert.

Dans le futur, nous orienterons notre recherches sur les systémes ot les
fi dérive d’un potentiel.
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