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Notations

H,U, V,Ω espace de Hilbert

ω un sous-domaine non vide de Ω

H
′ le dual topologique de H

L(H) l’éspace vectoriel des applications linéaires continues de H

A opérateur

D(A) Domaine de A

D(A) L’adhérence de D(A)

ImA L’image de A

KerA le noyau de A

A−1 opérateur inverse de A

‖ A ‖= sup
|x|H≤1|Ax|H

la norme de A

ρ(A) l’ensemble résolvant de A

R(.;A) la résolvante de A

A∗ opérateur adjoint de A

{G(t)}t≥0 une famille d’opérateurs linéaires bornés sur H

L1([0, T ], H) L’espace de Lebesgue

C1([0, T ], H) L’espace des fonctions continuement dérivables.

W 1,1([0, T ], H) Espace de Sobolev
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Introduction

Dans ce travail on s’intéresse à identifier une partie de la frontière d’un domaine sur

lequel on a établi une équation parabolique. Cette identification est construite à partir

d’une observation sur l’autre partie de la frontière et sur la base de la contrôlabilité du

système adjoint de la dérivée par rapport aux paramètres de déformation {αk}. Ce travail

est est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre on rappele les définitions et théorèmes importants de la

théorie des semi-groupes qui seront utilisés dans le développement de la contrôlabilité.

Dans le deuxième chapitre on va développer la notion de la contrôlabilité frontière qui

sera employé dans le problèmes de l’identification d’une partie de la frontière.

Alors que le troisième chapitre est consacré à l’étude du problème d’identification

d’une partie de la frontière d’un domaine sur lequel notre système parabolique est établi.
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Chapitre 1

Rappels et définitions

1.1 Préliminaires

1.1.1 Préliminaires sur les opérateurs

Dans la suite, nous noterons par H un espace de Hilbert sur le corps des nombres réels

R, muni de la norme x 7−→ ‖x‖H , et par L(H) l’ éspace vectoriel des applications linéaires

continues de H en lui même muni de la norme ‖A‖ = sup|x|H≤1 |Ax|H .

Nous désignerons par I l’unité de L(H).

Pour un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ H −→ H nous noterons par :

ImA = {Ax/x ∈ D(A)}

L’image de A et par :

KerA = {x ∈ D(A)/Ax = 0}

le noyau de A

L’opérateur A : D(A) ⊂ H −→ ImA est surjectif.

Si KerA = {0} ; alors A est injectif.

Pour un opérateur bijectif on peut définir l’opérateur inverse :A−1 : D(A−1) ⊂ H −→ H.
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Chapitre 1 : Rappels et définitions

Lemme 1.1.1 Si A ∈ L(H) et ‖A‖ < 1, alors (I − A) est inversible et (I − A)−1 =∑∞
n=0 A

n (voir [12]).

1.1.2 Ensembles et opérateurs résolvants. Spectre de A

Définition 1.1.1 l’ensemble ρ(A) = {λ ∈ C/(λI − A)−1 existe dans L(H)} est appelé

l’ensemble résolvant de A.

Définition 1.1.2 l’application

R(.;A) : ρ(A) −→ L(H)

où

R(λ;A) = (λI − A)−1

est appelée la résolvante de A.

Définition 1.1.3 l’ensemble σ(A) = C− ρ(A). S’appelle le spectre de A.

Définition 1.1.4 Soit A : D(A) ⊂ X −→ Y , oú X, Y sont deux espaces de Hilbert avec

D(A) dense dans X. L’opérateur adjoint A∗ de A est défini par :

〈y;Ax〉Y = 〈A∗y;x〉X .∀x ∈ D(A),∀y ∈ D(A∗)

sur :

D(A∗) = {y ∈ Y ;∃c ≥ 0. | 〈y, Ax〉Y ≤ c ‖ x ‖,∀x ∈ D(A)}

Définition 1.1.5 Soit A : D(A) ⊂ H −→ H

A est dit autoadjoint , si D(A) = D(A∗) et A = A∗.

A est symétrique , si 〈y;Ax〉 = 〈Ay;x〉,∀x; y ∈ D(A).

1.1.3 Les opérateurs maximaux et dissipatifs

Définition 1.1.6 Soit (A;D(A)) un opérateur linéaire dans H, on dit que :

7



Chapitre 1 : Rappels et définitions

i) A est dissipatif si (Ax, x) ≤ 0, ∀x ∈ D(A)

ii) A est maximal si R(I − A) = H

Théorème 1.1.1 (A;D(A)) est maximal dissipatif sur l’espace de Hilbert H SSI ([10]) :

i) A est fermé à domaine dense.

ii) ∀λ > 0, (λI − A) est bijectif de D(A) sur H et (λI − A)−1 ∈ L(H),

avec ‖ (λI − A)−1 ‖L(H)≤ 1
λ
.

1.2 C0-Semi-groupe

1.2.1 Définitions. Propriétés élémentaires

Définition 1.2.1 Une famille {G(t)}t≥0 d’opérateurs linéaires bornés sur H, est dite

Semi-groupe fortement continue, ou bien C0-Semi-groupe, si elle vérifie :

i) G(0) = I (identité dans L(H)).

ii) G(t+ s) = G(t)G(s), pour tout s, t ≥ 0.

iii) limt−→0+ G(t)x = x, pour tout x dans H

Remarque 1.2.1 Comme t+s = s+t, on a G(t+s) = G(s+t) = G(t)G(s) = G(s)G(t).

Définition 1.2.2 Le semi-groupe {G(t)}t≥0 est appelé semi-groupe uniformément continu

si

lim
t−→0+

‖G(t)− I‖L(H) = 0

Remarque 1.2.2 Le semi-groupe {G(t)}t≥0 dans ce cas = expAt.

Proposition 1.2.1 Si {G(t)}t≥0 est un C0-Semi-groupe dans H, alors La famille d’opé-

rateurs adjoints {G∗(t)}t>0 est aussi un C0-Semi-groupe dans H.
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Chapitre 1 : Rappels et définitions

Définition 1.2.3 Le générateur infinitésimal A : D(A) ⊂ H −→ H d’un C0-Semi-

groupe {G(t)}t≥0 est défini par :

Ax = lim
t−→0

G(t)x− x
t

pour tout x dans son domaine D(A) = {x ∈ H/ limt−→0
G(t)x−x

t
existe}

Remarque 1.2.3 1. Ax n’est autre que la dérivée en zéro de la fonction continue

t 7−→ G(t)x.

2. cette définition est valable pour les cas où A est fermé.

3. D(A) est un sous-espace dense dans H.

1.2.2 Propriétés générales des C0-Semi-groupes

Théorème 1.2.1 voir [10]

soit {G(t)}t≥0 un C0-Semi-groupe sur H de générateur infinitésimal A alors :

1. D(A) est dens dans H.

2. A est fermé.

3. Si x ∈ D(A), et : t > 0,alors G(A)x ∈ D(A), et :

d

dt
(G(t)x) = G(t)Ax = AG(t)x

4. G(t)x− x =
∫ t

0
G(s)Ax ds,∀t ≥ 0

Définition 1.2.4

On dit que le C0-Semi-groupe {G(t)}t≥0 est uniformément borné s’il existe M ≥ 1,tel

que :

‖ G(t) ‖≤M ;∀t ≥ 0

Si M = 1 le semi groupe est dit de contraction.
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Chapitre 1 : Rappels et définitions

Théorème 1.2.2 (unicité de l’engendrement ) voir [12]

Soient deux C0-Semi-groupes {G(t)}t≥0 et {S(t)}t≥0 ayant pour générateur infinitésimal

le même opérateur A.

Alors :

G(t) = S(t), ∀t ≥ 0

1.2.3 Existence d’un semi-groupe

Le probléme fondamentale de le théorie de semi - groupe est la caracterisation des

générateurs de semi - groupe.

Dans la suit, pour ω ≥ 0 nous desinerons par Γω l’ensemble {λ ∈ C/Reλ > ω}

Théorème 1.2.3 (Hille -Yosida)voir [12]

Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ H −→ H est le générateur infinitésimal d’un Semi-

groupes {G(t)}t≥0 si et seulement si :

1. A est un opérateur fermé et D(A) = H.

2. Il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Γω ⊂ ρ(A) et pour λ ∈ Γω,on a :

‖ R(λ;A)n ‖≤ M

(Reλ− ω)n
; ∀n ∈ IN∗

Un résultat trés utilisé en pratique est le suivant.

Théorème 1.2.4 (Lumer - Phillips) voir [12]

Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur linéaire, les propositions suivant sont equiva-

lentes :

1. (A,D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi - groupe de contraction sur H

2. A est maximal dissipatif

3. A∗ est maximal dissipatif
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Chapitre 1 : Rappels et définitions

1.3 C0-Semi-groupe avec Propriétés spéciales

1.3.1 C0-Semi-groupe différentiable

Définition 1.3.1 On dit que {G(t)}t≥0 est un C0-Semi-groupe différentiable si l’ap-

plication :

t ∈]0; +∞[ 7−→ G(t)x ∈ H

est différentiable pour chaque x ∈ H

Théorème 1.3.1 voir [12] Soient {G(t)}t≥0 est C0−Semi− groupe différentiable et A

son générateur infinitésimal, les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) {G(t)}t≥0 est C0 − Semi− groupe différentiable

ii) ImG(t) ⊂ D(A), ∀t > 0

Proposition 1.3.1 voir [12] Soit {G(t)}t≥0 est C0-Semi-groupe différentiable, alors l’ap-

plication :

t ∈]0; +∞[7−→ G(t) ∈ L(H)

est continue pour la topologie de la convergence uniforme.

Remarques 1.3.1 1. Si {G(t)}t≥0 est C0-Semi-groupe différentiable, alors l’applica-

tion :

t ∈]0; +∞[ 7−→ G(t) ∈ L(H)

est de classe C∞]0,+∞[

2. Si {G(t)}t≥0 est C0-Semi-groupe différentiable, alors pour tout n ∈ N∗ on a :

G(t)(n) = AnG(t) = [AG(
t

n
)]n, ∀t > 0

Théorème 1.3.2 voir [12]

Soient {G(t)}t≥0 est C0-Semi-groupe différentiable et A son générateur infinitésimal, alors :
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Chapitre 1 : Rappels et définitions

i) pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ H, on a G(t)x ∈ D(An)et :

AnG(t)x = [AG(
t

n
)]nx ∀t > 0

ii) pour tout n ∈ N∗,l’aplication :

t ∈]0; +∞[ 7−→ G(t) : H −→ D(An)

est n fois différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et :

G(t)(n) =
dn

dtn
G(t) = AnG(t) ∈ L(H) ;∀t > 0

iii) Pour tout n ∈ N∗ l’application :

t ∈]0; +∞[ 7−→ G(t)n ∈ L(H)

1.3.2 C0-Semi-groupes de contractions

Nous présentons quelque problémes cancernant la classe du C0-Semi-groupe {G(t)}t≥0

vérifiant la propriété ‖ G(t) ‖≤ 1 ; pour tout t ≥ 0

Théorème 1.3.3 voir [12]

Soient {G(t)}t≥0 est un C0-Semi-groupe ; A sont générateur infinitésimal et :

S(t) = e−ωtG(t), ∀t ≥ 0

Alors :

i) {S(t)}t≥0 est C0-Semi-groupe de contraction.

ii) Le C0-Semi-groupe {S(t)}t≥0 a pour générateur infinitésimal l’opérateur B = A− ωI

Théorème 1.3.4 voir [12]

Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ H −→ H est le générateur infinitésimal d’un semi -

groupe {G(t)}t≥0 de contraction si seulement si :

i) A est un opérateur fermé et D(A) = H.
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Chapitre 1 : Rappels et définitions

ii) Γ0 = {λ ∈ IC/Reλ > 0} ⊂ ρ(A) et pour λ ∈ Γ0,on a : ‖ R(λ,A)n ‖≤ 1
(Reλ)n

; ∀n ∈ IN∗

Proposition 1.3.2 voir [12]

Soit A ∈ L(H) tel que ‖ A ‖≤ 1,alors {et(A−I)}t≥0 est un semi - groupe uniformément

continu de contrations.

1.3.3 C0-Semi-groupes compacts

Jusqu’ici nous avons classifié les semigroupes aux propriétés de régularité de la famille

{G(t)}t≥0, dans cette sous-section on va présenter une propriété du semi - groupe basé

sur la régularité de générateur infinitésimal de semi- groupe.

Définition 1.3.2 On dit que {G(t)}t≥0 est un C0-Semi-groupe compact,si {G(t)}t≥0

est compact pour tous t > 0, et C0-Semi-groupe éventuellement compact s’il existe

t0 > 0 tel que :{G(t0)} est compact.

Lemme 1.3.1 voir [15]

Soit {G(t0)} un C0-Semi-groupe éventuellement compact , si {G(t0)} est compact pour

certains t0 > 0 ;alors {G(t)}t≥0 est compact pour tous t > t0,et continue en norme sur

[t0,+∞[.

Définition 1.3.3 Soit A un opérateur linéaire , avec ρ(A) 6= ∅ a resolvente compacte, s’il

existe un λ0 ∈ ρ(A) tel que R(λ0;A) est compact.

Proposition 1.3.3 voir [15]

Soit (A;D(A)) un opérateur linéaire sur l’espace de Hilbert H avec ρ(A) 6= Φ et soit

H1 = (D(A), ‖ . ‖A), avec :‖ . ‖A étant la norme du graphe, alors les affirmations suivantes

sont équivalentes :

i) L’opérateur A a resolvent compact.

ii) L’injection canonique i : H1 ↪→ H est compact.
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Chapitre 1 : Rappels et définitions

Théorème 1.3.5 voir [15]

Soient {G(t)}t≥0 est un C0-Semi-groupe, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) {G(t)}t≥0 est compact.

ii) Le générateur de {G(t)}t≥0 est a resolvante compacte.
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Chapitre 2

Contrôlabilité des systèmes dynamiques

distribués

2.1 Préliminaires

2.1.1 Problèmes d’évolution non homogènes

Soit (A,D(A)) le générateur infinitésimal d’un C0-Semi-groupe {G(t)}t≥0 sur un espace

de Hilbert H, on va étudier l’existance et l’unicité de :
ẏ(t) = Ay(t) + f(t) , si t ∈]0, T [

y(0) = y0

(2.1)

où : f : [0, T ] −→ H

Définition 2.1.1 Soit f ∈ L1([0, T ], H) et y0 ∈ H,on appelle solution faible de (2.2)

la fonction y ∈ C([0, T ], H) donnée par :

y(t) = G(t)y0 +

∫ t

0

G(t− s)f(s)ds, t ∈ [0, T ] (2.2)

On appelle solution classique de (2.1) tout fonction y ∈ C([0, T ], D(A))
⋂
C1(]0, T [, H)

telle que (2.1) est vérifiée sur [0, T ].
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Chapitre 2 : Contrôlabilité des systèmes dnamiques distribués

Remarques 2.1.1 Par définition, le problème (2.1) admet toujours une unique solution

faible.

Théorème 2.1.1 Soit f ∈ L1([0, T ], H) et y0 ∈ H, le probléme (2.1) admet au plus une

solution classique et s’il en existe une alors elle est donnée par la formule (2.2)

Démonstration Il suffit de démontrer que toute solution classique est donnée par la

formule (2.2).

Soit y une solution classique , pour tout t ∈ [0, T ] on considère la fonction :

z : [0, T ] −→ H défini par

z(s) = G(t− s)y(s), s ∈ [0, t]

Puisque y ∈ D(A), la fonction τ 7−→ G(τ)y(s) est dérivable pour tout τ > 0. Par consé-

quent z est dérivable sur [0, t] et on a :

ż(t) = −G(t− s)Ay(s) +G(t− s)ẏ(s)

= −G(t− s)Ay(s) +G(t− s)[Ay(t) + f(t)

= −G(t− s)Ay(s) +G(t− s)Ay(t) +G(t− s)f(t)

= G(t− s)f(t)

comme f ∈ L1([0, T ], H), on en déduit que ż ∈ L1([0, t], H) et en l’intégrant entre 0 et t

on obtient :

z(t) = z(o) +

∫ t

0

G(t− s)f(s)ds

c’est-ã-dire :

y(t) = G(t)y0 +

∫ t

0

G(t− s)f(s)ds

Théorème 2.1.2 voir [10]

Si f ∈ C1([0, T ], H), alors pour tout y0 ∈ D(A), le problème (2.1) admet une solution

classique.
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Chapitre 2 : Contrôlabilité des systèmes dnamiques distribués

Définition 2.1.2 Une fonction y ∈ W 1,1([0, T ], H) est solution forte de (2.1) si elle vé-

rifie y(0) = y0 et l’équation presque partout dans [0, T ], où :W 1,1 = {f ∈ L1(0, T ;H),
df

dt
∈

L1(0, T ;H)}

Théorème 2.1.3 Si fonction y ∈ W 1,1([0, T ], H) alors pour tout y0 ∈ D(A) le problème

(2.1) admet une solution forte.

2.1.2 Position du probléme

Dans ce chapitre on va présenter les principes d’analyse des systémes distribués (no-

tions de contôrlabilité exacte, faible, contôrlabilité frontière...)

Maintenant on cherche un état y solution de : ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t) , si t ∈]0, T [

y(0) = y0

(2.3)

Oú :

A ∈ L(V,H)

B ∈ L(U,H)

u ∈ L2([0, T ];U) la fonction u dite contrôle

y l’état du systéme

y0 l’état initial

Dans l’étude du systéme (2.3),on fait les hypothèses suivantes

H1) H,U sont des espaces de Hilbert séparables désignant respectivement l’espace d’état

de contrôle

H2) u ∈ L2([0, T ], U);B ∈ L(U,H)

H3) A est auto-adjoint à résolvante compacte et engendre un C0-Semi-groupe {G(t)}t≥0

sur H.
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Chapitre 2 : Contrôlabilité des systèmes dnamiques distribués

2.1.3 L’opérateur de controlabilité

On introduit l’opérateur : LT : L2([0, T ], U) −→ H

u 7−→
∫ T

0
G(t− s)Bu(s)ds

(2.4)

LT peut aussi être défini comme : LTu = y(t, 0, u), c’est-ã-dire comme la solution, à l’ins-

tant t, du problème correspondant à la donnée initiale 0 et au second membre (contrôle)

Bu.

Proposition 2.1.1 On a LT ∈ L(L2([0, T ], U), H) et ‖ LT ‖≤
√
T ‖ G ‖C([0,T ],H)‖

B ‖L(U,H)

2.2 Contrôlabilité

Ceci amène à introduire divers types de Contrôlabilité

2.2.1 Contrôlabilité exacte

Définition 2.2.1 On dit que le système (2.3) est exactement contrôlable au temps T > 0,

si pour tout yd ∈ H il existe u ∈ L2([0, T ], U) tel que :y(T ) = yd,c’est à dire

∀y ∈ H,∃u ∈ L2([0, T ], U)tel que : y(T ) = yd

Remarques 2.2.1 La définition précédente est équivalente à Im(LT ) = H

Définition 2.2.2 Soit H1 un sous-espace vectoriel de H le système (2.3) est dit exac-

tement contrôlable dans H1, si pour tout yd ∈ H1, il existe u ∈ L2([0, T ], U) tel que :

y(T ) = yd

Proposition 2.2.1 voir [14]

Le système (2.3) est exactement contrôlable sur [0, T ] si et seulement si :

∃c > 0, telque :‖ y∗ ‖H∗≤ c ‖ B∗G∗(.)y∗ ‖L2([0,T ],U∗)

18



Chapitre 2 : Contrôlabilité des systèmes dnamiques distribués

Proposition 2.2.2 voir [14]

Si LT est compact alors le système (2.3) n’est pas exactement contrôlable.

Corollaire 2.2.1 voir [14]

Si {G(t)}t≥0 est compacte pour tout t > 0, alors le système (2.3) n’est pas exactement

contrôlable.

Corollaire 2.2.2 voir [14]

Si B est compact pour tout t > 0, alors le système (2.3) n’est pas exactement contrôlable.

2.2.2 Contrôlabilité faible

Définition 2.2.3 le système (2.3) est faiblement contrôlable sur [0, T ], si pour tout yd ∈

H, et pour tout ε > 0, il existe u ∈ L2([0, T ], U) tel que : ‖ y(T )− yd ‖≤ ε.

La contrôlabilité faible est caractérisée par :

Proposition 2.2.3 voir [14]

Il y a équivalance entre :

1. (2.3) faiblement contrôlable sur [0, T ].

2. Im(LT ) = H.

3. Ker(L∗T ) = Ker(L∗TLT ) = {0}.

4. {〈y,G(s)Bv〉 = 0,∀s ∈ [0, T ]et∀v ∈ U} =⇒ y = 0

5. Si le semi-groupe {G(t)}t≥0 est analytique :⋃
n∈N(AnG(s)B) = H, pour tout s dans[0, T ]

2.2.3 Contrôlabilité frontière

Les concepts d’état de système sont attachés un certain nombre qui jouent un rôle

fondamental dans la théorie de la commande, il s’agit en général d’amener l’état du
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système à des valeurs désirées sur une partie de Ω.

Soit yd ∈ L2(ω) un état désiré donné, où ω est une partie de la frontière de Ω, le problème

de la contrôlabilité frontière consiste à savoir si l’on peut trouver un contrôle u ∈ U

permettent d’amener l’état du système (2.3) de y0 à yd sur une partie de frontière ω.

Définition 2.2.4 Le système (2.3) est dit faiblement frontièrement contrôlable sur ω si :

∀ε ≥ 0,∃u ∈ U :‖ y(T )|ω − yd ‖L2(ω)≤ ε

Remarques 2.2.2 Les définition ci-dessus signifient que l’on ne s’intéresse qu’à l’état

atteint sur la la partie de la frontière ω.

Le contrôle u dépend de la variable du temps mais implicitement, il dépend aussi du sous-

domaine ω.

l’adjoint de χω est χ∗ω : L2(ω) −→ L2(Ω)

défini par :

(χ∗ωy)(x) =

 y(x), si x ∈ ω

0, si x ∈ Ω\ω
(2.5)

Définition 2.2.5 La contrôlabilité régionale exacte (contrôlabilité régionale faible) est

équivalente à : ImχωLT = L2(ω) (ImχωLT = L2(ω))

La contrôlabilité régionale exacte peut être caractérisée par :

Proposition 2.2.4 Si u ∈ L2([0, T ]; IRP ), alors le système (2.3) est exactement régiona-

lement contrôlable si et seulement si :

∀y∗ ∈ L2(ω), ∃c > 0 : c ‖ B∗G∗(.)χ∗ωy∗ ‖L2([0,T ];IRP )≥‖ y∗ ‖L2(ω)

Proposition 2.2.5 1. Le système (2.3) est exactement régionalement contrôlable si et

seulement si : Kerχω + ImLT = L2(Ω)

20



Chapitre 2 : Contrôlabilité des systèmes dnamiques distribués

2. Le système (2.3) est faiblement régionalement contrôlable si et seulement si :Kerχω+

ImLT = L2(Ω)

Démonstration

1. Soit y ∈ L2(Ω) on a y = y1 + y2, avec y1 = 0 sur ω et y2 = 0 sur Ω\ω.

Le système est exactement régionalement contrôlable, donc

y2 ∈ ImχωLT

autrement :

dit :

∃u ∈ U : y2 = LTu, et y1 = 0

sur ω donc :

y1 ∈ Kerχω

alors :

y ∈ Kerχω + ImLT =⇒ Kerχω + ImLT = L2(Ω)

Maintenant, soit y ∈ L2(ω) alors :

χ∗ωy ∈ L2(Ω) =⇒ ∃y1 ∈ Kerχω,∃y2 ∈ ImLT

tel que :

χ∗ωy = y1 + y2 =⇒ ∃y1 ∈ Kerχω, ∃y2 ∈ ImLT

tel que :

χωχ
∗
ωy = χωy1 + χωy2 =⇒ ∃y1 ∈ Kerχω,∃y2 ∈ ImLT

tel que :

y = χωy2 =⇒ y ∈ ImχωLT

donc :

ImχωLT = L2(ω)

alors le système (2.3) est exactement régionalement contrôlable.
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2. Si le système (2.3) est faiblement régionalement contrôlable y2 ∈ ImχωLT

ou encore ∀ε > 0 il existr u ∈ U tel que : ‖ y2 − χωLTu ‖L2(ω)≤ ε

il vient :

‖ y2 − LTu ‖L2(ω)≤ ε

c’est-à-dire :

y2 ∈ ImLT

alors :

y ∈ Kerχω + ImLT

donc :

Kerχω + ImLT = L2(Ω)

Remarques 2.2.3

Le système (2.3) est faiblement régionalement contrôlable sur ω si et seulement si :

KerL∗T ∩ Imχ∗ω = {0}

Corollaire 2.2.3

Le système (2.3) est faiblement régionalement contrôlable dans L2(ω) sur [0, T ] si et seule-

ment si l’une des propriétés suivantes sont satisfaites :

1. (χωLT )∗(χωLT ) est inversible.

2. Im(χω)LT ) = L2(ω).

3. KerχωLT )∗ = Ker(χωLT )∗(χωLT ) = {0}.

4. (B∗G∗(s)χ∗ω)y = 0,∀ ∈ [0, T ]) =⇒ y = o.

5. Si le semi-groupe est analytique tel que :

⋃
n≥0

[Im(χωAnG(s)B)] = L2(ω),∀s ∈]0, T ]

.
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Chapitre 3

Identification d’une partie de la

frontière

3.1 Introduction

L’identification de certains paramètres de systèmes dynamiques distribués est un pro-

blème d’importance capital dans les problèmes inverses. Les questions d’identification et

de contrôle optimal gouvernés par des des équation aux dérivées partielles ont des nom-

breuses applications aux sciences physiques.

Soit X un espace de Hilbert de dimension infinie et A un opérateur différentiel de second

ordre, défini sur un sous-espace dense D(A) ⊂ X, non borné dans X. On suppose que A

engendre un C0-Semi-groupe d’opérateurs linéaires et bornés agissant sur X,satisfaisant : ẏ(t) = Ay(t) +Bu(t) , si t ∈]0, T [

y(0) = y0

(3.1)

Des systèmes de ce type apparaissent naturellement dans des problèmes de contrôle

et d’observation des systèmes vibrants ( comme l’équation des ondes), dans l’électroma-

gnétisme (équation de maxwell), dans la mécanique quantique (équation de Schrödinger)

ou des phénomènes thermiques (l’équation de la chaleur).
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3.2 Identification

Il s’agit donc d’identifier une partie de la frontière par une technique de la théorie de

la sentinelle.

Soit Ω0 un ouvert borné de IRn (n = 1, 2, 3) de frontière Γ = ∂Ω0 assez régulière,On

suppose que Γ est union de deux partie disjointes Γ∗ et Γ0 de mesure de Lebesgue non

nulle, et soit ]0;T [ l’intervalle du temps. On note Qα = Ωα×]0;T [ et Σα = Γα×]0;T [ et

Σ∗ = Γ∗×]0;T [ avec 0 < T < +∞.

Avec

Γα = {x+ α(x)V (x);x ∈ Γ0}

où V est une fonction vecteur orienté vers l’extérieur du domaine et α est une fonction

suffisamment régulière.

On note Σα = Γα×]0, T [ et Qα = Ωα×]0;T [.

Considérons le système autonome décrit par :

∂y
∂t

(x, t;α) = Ay(x, t;α) dans Qα

y(x, 0;α) = 0 dans Ωα

y(x, t;α) = 0 sur Σα

∂y
∂n

(x, t;α) = g sur Σ∗

(3.2)

Où l’opérateur A est générateur d’un semi-groupe fortement continu sur l’espace d’état.

On considère la fonction de restriction :

χΓα : L2(Γ)) −→ L2(Γα)

y 7−→ χΓαy = y|Γα

Son l’adjoint

χ∗Γα : L2(Γα) −→ L2(Γ)
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est défini par :

(χ∗Γαy)(x) =

 y(x), si x ∈ Γα

0, si x ∈ Γ∗

(3.3)

On va écrire α(x) sur une base (bi(x))i=1,∞ de C2(Ω̄),

α(x) =
∞∑
i=1

αibi(x)

où α ∈ l2(R) On note yαi(x, t) = ∂y
∂αi

(x, t;α)

La dérivée du système (3.2) par rapport à αi est :

∂yαi
∂t

(x, t) = Ayαi(x, t) dans Qα

yαi(x, 0) = 0 dans Ωα

yαi(x, t) = −bi(x)∇yα(x).V (x) sur Σα

∂yαi
∂n

(x, t) = 0 sur Σ∗

(3.4)

et son adjoint est : 

∂qj
∂t

(x, t) = −Aqj(x, t) dans Qα

qj(x, T ) = 0 dans Ωα

qj(x, t) = 0 sur Σα

∂qj
∂n

(x, t) = uj(x, t) sur Σ∗

(3.5)

où uj est une suite de contrôle dans L2(Σ∗)

Soit ω une région de Γ∗ de mesure non nulle, on définit la sentinelle

S : l2(R)× l2(R) =⇒ l2(R)

par

S(α˜, α) = (

∫
O
uj(x, t;α˜).y(x, t;α)dxdt)j=1,∞

où O = ω×]0, T [. tel que :

DαS(α˜, α˜) = ID +M ∀α˜ ∈ l2(R)
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où ID est une matrice d’identité et M ∈ £(l2(R) tel que

|Mi |l2(R)=
ε

i
, pour i = 1,∞

et Mi est la ième ligne de M . Alors que DαS(α˜, α˜) présente la dérivé de S par rapport

au second paramètre en (α̃,α˜).

La différentiabilité de S(α̃,α) par rapport à α au point (α̃,α̃ ) donne

S(α̃,α) = S(α̃,α˜) +DαS(α˜, α˜).(α− α˜) + o(| α− α˜ |).

On se donne yobs dans L2(Σ∗) et on cherche un ᾱ dans l2(R) tel que

j(ᾱ) = inf
α∈l2(IR)

j(α) = inf | yα − yobs |

Dans le cas où α = ᾱ nous avons

S(α̃,ᾱ) = S(α̃,α˜) + ᾱ− α˜ +M(ᾱ− α˜) + o(| α− α˜ |).

et par conséquent on peut proposer l’itération suivante :

αk+1 = αk + S(αk, ᾱ)− S(αk, αk).

avec

S(αk, ᾱ) = (

∫
O

wi(α
k)yobsdxdt)i=1,∞

et

S(αk, αk) = (

∫
O

wi(α
k)y(αk)dxdt)i=1,∞

où y(αk) = y(x, t;αk) solution de ( 3.2 ) avec la donnée αk

On définit maintenant un opérateur linéaire continu :

IB ∈
(
L2 (IO) , l2 (IR)

)
Par

[IB :

∣∣∣∣∣∣∣
L2 (IO)

ui (α̃)

−→

7−→

l2 (IR)

(Bui (α̃))j =
(∫

Σα̃
bj (∇y (α̃)V ) ∂qi

∂ν
dΣ
)
j

]
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Donc on a :

(DαS (α̃, α̃))ij =

∫
IO

ui (α̃) yαjdxdt

=

(∫
Σα̃

bj (∇y (α̃)V )
∂qi
∂ν

dΣ

)
j

= (IBui (α̃))j

Alors

(DαS (α̃, α̃))ij = (IBui (α̃))j (3.6)

C’est un problème de contrôle ; c’est-à-dire trouver ui (α̃) ∈ L2 (IO) de la norme

minimal tels que Bui (α̃) = z avec z ∈ l2 (IR) .

On va montrer que Im (IB) = l2 (IR) (on peut montrer que B∗ "adjoint de B" est

injective).

C’est-à-dire ker (B∗) = {0} .

L’opérateur adjoint IB∗ ∈ (l2 (IR) , L2 (IO)) est donné par :

IB∗ :

∣∣∣∣∣∣ l
2 (IR)

(σj)

−→

7−→

L2 (IO)

IB∗ (σj) = χIOΦ

Où Φ est la solution du système suivant :



∂
∂t

Φ + AΦ

∂
∂ν

Φ

Φ

Φ (., 0)

=

=

=

=

0

0

− (∇y (α̃)V )
∑

j σjbj

0

dans

sur

sur

dans

Qα̃

Σ∗

Σ
α̃

Ωα̃

(3.7)

En effet d’après (3.5) on a :

(ui,Φ)L2(IO) =
∑
j

σj

∫
Σα̃

bj (∇y (α̃)V )
∂qi
∂ν

d Σ

= (σ, IBui)l2(IR) = (IB∗σ, ui)L2(IO)
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C’est-à-dire :

[χOΦ = IB∗σ]

On Suppose maintenant que IB∗σ = χIOΦ = 0. C’est-à-dire Φ = 0 dans IO.

Alors :

Φ = 0⇔ (∇y (α̃)V )
∑
j

σjbj = 0

Puisque (bj)j est une base de l2 (IR) , alors :

{∇y (α̃)V = 0} ou {σj = 0 }

On décompose le vecteur V suivant la normale να̃ et les vecteurs tangents τα̃ sur Γα̃ c’est

à dire : v(x) = aνα̃ + āτα̃, ā ∈ IRn

∇y (α̃)V (x) = ∇y (α̃) (aνα̃ (x)) +∇y (α̃) (bτα̃(x)) ;∀x ∈ Γα̃

Puisque ∇y (α̃) .τα̃ = 0 sur Γα̃, on a :

∇y (α̃)V (x) = a∂y(α̃)
∂να̃

(x) ;∀x ∈ Γα̃

D′aprsl′unicitdeCauchy :

∂y (α̃)

∂να̃
6= 0( sinon y (α̃) = 0 dans Qα̃. )

Donc :

σj = 0, j = 0,∞

et donc

Im(B) = l2(IR) C’est à dire :

∀ρ > 0,∀z ∈ l2 (R) ,∃ui (α̃) ∈ L2 (O) ; ‖IBui (α̃)− z‖l2(IR) ≤ ρ (3.8)

Pour construire ui (α̃) comme fonction de la norme minimale.
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Soit :

uad =
{
u ∈ L2 (IO) telle que ‖IBu− z‖

l2(IR)
≤ ρ, z ∈ l2 (IR)

}
D’après (3.8) uad est un ensemble admissible (non vide, convexe et fermé) dans L2 (IO) .

Ainsi il existe ui (α̃) unique satisfaisant (3.8) et solution du problème de minimisation

suivant :

min
u∈uad

1

2
‖u‖L2(IO)2 (3.9)

Soit F et G deux fonctions définies par

F (u) =
1

2
‖u‖2

L2(I!O) et G (µ) =

 0

+∞

si ‖µ− z‖l2(R) ≤ ρ

sinon

On peut écrire la formule (3.9) sous la forme :

min
u∈L2(IO)

F (u) +G (IBu)

En appliquant le théorème de dualité de Fenchel-Rockafellar on obtient :

ui (α̃) = IB∗σ∗ (3.10)

Où σ∗ est la solution du problème dual de minimisation suivant :

min
σ∈l2(R)

F ∗ (IB∗σ) +G∗ (−σ) (3.11)

Avec F ∗ et G∗ étant les conjugues de Fenchel de F et G.

F ∗ = F et G∗ définie par :

G∗ (σ) = sup
µ∈l2(IR)

(µ, σ)−G (µ)

= sup
µ∈B(0,ρ)

(z + µ, σ)l2(IR)

= (z, σ)l2(IR) + ρ ‖σ‖
l2(IR)
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Où B (0, ρ) boule fermé du centre 0 et du rayon ρ.

Alors la formule (3.10) devient

min
σ∈l2(R)

J (σ) = F (Φ) + ρ ‖σ‖
l2(R)
− (z, σ)l2(R) (3.12)

Où Φ est la solution de (3.7).

Lemme 3.2.1 σ∗ = 0 est la solution de (3.12) si et seulement si ‖z‖
l2(R)

≤ ρ.

Démonstration

Puisque σ∗ = 0, alors d’après (3.10) on a ui (α̃) = 0 et

IBui (α̃)− z = −z

Donc

‖IBui (α̃)− z‖
l2(R)

= ‖z‖
l2(R)

D’après (3.8) on a :

‖z‖
l2(R)
≤ ρ

Réciproquement, si ‖z‖
l2(R)
≤ ρ donc

ui (α̃) = 0

Et par concéquence :

ui (α̃) = 0 est solution de (3.9). Puisque IB∗ est injective l’équation (3.10)

impliqueσ∗ = 0.

Dans le cas où σ∗ 6= 0, alors

‖z‖
l2(R)

> ρ.

Maintenant on va analyser la dérivée de J par rapport σ

Soient δσ ∈ l2 (R) et σ 6= 0, on a :
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(
∂J

∂σ
, δσ

)
l2(R)

= (IB∗σ, IB∗δσ)l2(R) + ρ

(
σ

‖σ‖l2(R)

, δσ

)
− (z, δσ)l2(R)

=

(
BB∗σ + ρ

σ

‖σ‖l2(R)

− z, δσ

)
l2(R)

Alors en particulier pour σ = σ∗on a :

[BB∗σ∗ + ρ
σ∗

‖σ∗‖l2(R)

− z = 0]

Alors :

BB∗σ∗ − z = −ρ σ∗

‖σ∗‖l2(R)

(3.13)

Puisque ui (α̃) = IB∗σ∗ alors on a :

IBui (α̃)− z = −ρ σ∗

‖σ∗‖l2(R)

Donc :

‖IBui (α̃)− z‖ = ρ

On choisis (z)j = δij et :

ρ =
ε

i
; telle que ε > 0 suffisamment petits

D’après (3.13) :

BB∗σ∗ − z = −ρ σ∗

‖σ∗‖l2(R)

Puisque ‖z‖
l2(R)

> ρ alors on a :

BB∗σ∗ = z − ρ σ∗

‖σ∗‖l2(R)

⇔ IBui (α̃) = z − ρ σ∗

‖σ∗‖l2(R)

Donc :
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(IBui (α̃))j = (z)j − ρ
(σ∗)j
‖σ∗‖l2(R)

= δij −
ε

i

(σ∗)j
‖σ∗‖l2(R)

(3.14)

Et combinant (3.10) par (3.6) on obtient :

(IBui (α̃))j = (DαS (α̃, α̃))ij = δij −
ε

i

(σ∗)j
‖σ∗‖

Alors :

DαS (α̃, α̃) = Id+M ;∀α̃ ∈ l2 (R) .

Donc on a la démonstration de l’existence et l’unicité d’une famille des

fonctions ui (α̃) solution permettant de construire la sentinelle.

Pour α̃ fixé, Sα̃ (α) = S (α̃, α) est une sentinelle au sens J.L.Lions (voir [?]).

En effet

Sα̃ (α) = S (α̃, α) ' S (α̃, 0) + αDαS (α̃, 0)

Théorème 3.2.1 La suite
(
αk
)

∣∣∣∣∣∣ α
0 ∈ l2 (IR)

αk+1 = αk + IS
(
αk, α

)
− IS

(
αk, αk

) (3.15)

Converge vers α dans l2 (R) .

Proof

Le schéma numérique (3.15) peut être regardé comme méthode pour résoudre

un problème de point fixe∣∣∣∣∣∣ α
0 ∈ l2 (R)

αk+1 = αk + S
(
αk, α

)
− S

(
αk, αk

)
On pose :

h
(
αk
)

= αk + S
(
αk, α

)
− S

(
αk, αk

)
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Alors : αk+1 = h
(
αk
)

Où h est un opérateur de l2 (R) à lui même et défini par les formules pré-

cédentes.

On va calculer h′ (µ) pour µ ∈ l2 (R) ; on a :

[h (µ) = µ+ S (µ, α)− S (µ, µ)]

Alors h′ (µ) = Id+DαS (µ, α)− 2DαS (µ, µ)

Alors en particulier pour µ = α on a :

h′ (α) = Id+DαS (α, α)− 2DαS (α, α)

Donc h′ (α) = Id−DαS (α, α)

Donc DαS (α, α) = Id− h′ (α)

Alors d’après (4) on a Id+M = Id− h′ (α)

Alors h′ (α) = −M

Où

[M ∈
(
l2 (R)

)
telle que ‖(Mi)‖ =

ε

i
]

Maintenant calculons la norme de Hilbert-Schmidt de h′ (α)

‖h′ (α)‖2
HS =

∑
j

∑
i

(h′ (α))
2
ij =

∑
i

∑
j

(h′ (α))
2
ij (3.16)

=
∑
i

‖Mi‖2
l2(R) = ε2

∑
i

1

i2

La valeur de la série (3.16) peut être placée en choisissant une valeur ap-

propriée pour ε.

Notamment que nous pouvons prendre à ε tels que ‖h′ (α)‖HS < 1

Alors le processus (3.15) d’itérations est localement convergent dans l2 (R) .

C’est-à-dire la suite
(
αk
)
convergent localement vers α. que ceci donnera

une approximation de la forme de Γα.
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3.3 Conclusion

3.3.1 Conclusion : Français

Dans ce travail nous avons appliqué les techniques de la méthode de sen-

tinelle introduite par J. L. Lions [8] et A. Ayadi [1] et [2] pour identifier une

partie inconnue de la frontière d’un domaine. Cette technique a permis de

construire un processus itératif convergent de déformation de du domaine Ω0

et de sa frontière Γ0. La partie de la frontière inconnue a été identifiée par ce

processus à partir d’une observation placée sur la partie connue de la fronitère.

3.3.2 Conclusion : Anglais

In this work we applied the techniques of sentinel method introduced by J.

L. Lions [8] and A. Ayadi [1] and [2] to identify an unknown part of the boun-

dary of a domain. This technique allowed the construction of a convergent

iterative process of deformation of the domain ω0 and its boundary γ0. The

unknown part of the border was identified by this process from an observation

placed on the known part of the boundary.

3.3.3 Conclusion : Arabe

dfkjsdhsd
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