République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

‘—..‘I v

Université de Tébessa E Faculté des Sciences Exactes
) — /-7/
. e

et Sciences de la Nature et de la Vie

Th gy T w-] Y
UNIVERSITE DE TEBESSA

Département des mathématiques et informatique

Meémoire
Présenté en vue de I’obtention du diplome de MASTER

Filiere : (Mathématiques/Informatique)
Option : EDP et Appliquées
Par

-Harir Yasmina
-Mecheri Hanane

4 . - TR )
La coexistence de la synchronisation généralisée et
la synchronisation genéralisée inverse entre deux
systemes chaotiques et hyper chaotiques
- /
Date de soutenance : 19/06/2021
Devant le jury
-Mr. HANNACHI Fareh MCA  Université de Tébessa Président
-“Mme. GASRI Ahlem MCA  Université de Tébessa Rapporteur
-Mme. MEZHOUD Rachida MAA Université de Tébessa Examinateur

Année Universitaire: 2020/2021



,5 c M\ o3¢ (,}J"J Je‘ oo 4 B gl L a5 s 5 oF )
e gl Olges (o 590 K J " Je b g coun L g8 Sl das
5 o 06 31t g 3o K )« ksl )

G 5 $hw 355 dl o o ) calll Jel ) dy
3" e A" Gl MUk el Jesld
9" Bgudas g gl 529 5ol 5 9" Jladdl LI 1R 00"
8 8 )

P TP TR G TP [P WAL I ) 3
A e g 18 et Sl Kl ) il 5 isclone Jo
JeW t\.o oo dagt ol Jlas, Blove

ok (g Ml '



:c-‘.b_a}/‘

Gazgd Joall i goal e I i ]
ale alil o il Jgmup Lalady Usls,l o]

Sl I Guda a8yl adly qulia colS dun olug
LAl Lelges calsy Liag (qiass g9 Liag (sile>
G2l o JLl S W1 ) 4 gzl 1yg0
el o 1 g5 gl I Maed” (Gl
gazd gl J] 4 5l Lab oIS 4] iy
¥s e JS Gillacly guamilly 830¥1 795 8 Sus
ol JI "l e gy s od g landy
S RE T R PPN  PEA PR PES RIS |
I @Lum')y eu%a})." TS “3\))." e w.»..d\




Remerciements

Avant tout, nous remercions infiniment Dieu, le Miséricordieux qui
nous donné la force, le courage et la réussite, et qui nous a fourni les
merveilles qui nous ont soutenus, de nous avoir gardés en bonne santé

afin de mener a bien ce projet de fin d'étude.

Nous tenons a exprimer notre profonde gratitude et nos sentiments
sinceres a notre rapporteuse, Dr. Gasri Ahlem, maitres de conférences a
I’'université de Tébessa, pour tous les efforts qu'il a déployés pour nous

faciliter et nous aider a terminer le travail de fin d'études.

Nous remercions profondément monsieur Dr. Fareh Hannachi, maitre
de conférences a I’université de Tébessa, pour avoir accepté de présider le

jury de ce mémoire.

Nous remercions sont aussi Mme. Mazhoud Rachida, maitre assistant a
I’'université de Tébessa, pour avoir accepté d'étre membre de jury et pour

leur volonté de lire et examiner notre mémoire.

N'oublions pas de remercier aussi l'ensemble des cors enseignants et
administratifs du département de Mathématiques et Informatique de

I’université de Tébessa.

Enfin nous remercions nos familles pour les sacrifices qu'elles ont
consentis pour terminer nos études, et nous remercions également tous
nos amis, et tous nos collégues sans exception, qui nous ont soutenus et

encouragés toutes ces années.



Résumé

Ce travail porte sur la coexistence de deux types de synchronisation des
systemes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques a temps continu. Par
conséguent, nous avons construit un nouveau type de synchronisation
basé sur la coexistence de la synchronisation généralisée (GS) et son
inverse (IGS). En utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov et la théorie
de la stabilité des systémes linaires a temps continu, quelques conditions
suffisantes sont derivées pour prouver la coexistence de (GS) et (IGS)
entre un systéme en maitre a 3-D et un systéeme esclave a 4-D. les
résultats théoriques trouvés ici sont prouvés par deux exemples

numeériques.

Les mots clés :

systemes dynamiques, stabilitté de Lyapunov, chaos, erreur de
synchronisation, synchronisation généralisée, vecteur de contréle,

systéme maitre, systeme esclave.



Abstract

This work deals with the coexistence of two types of synchronization of
continuous-time chaotic and hyperchaotic dynamic systems. Therefore,
we have constructed a new type of synchronization based on the
coexistence of generalized synchronization (GS) and its inverse (IGS).
Using Lyapunov's stability theory, and the stability theory of linear
continuous-time systems, some sufficient conditions are derived to prove
the existence of (GS) and (IGS) between a 3-D master system and a 4-D
slave system. The theoretical results found herein are proven by two

numerical examples.

Keywords:
dynamical systems, Lyapunov stability, chaos, synchronization error,

generalized synchronization, control vector, master system, slave system.
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Introduction générale

Actuellement, la synchronisation fait I'outil le plus moderne pour sécuriser la transmission de I'in-
formation, et aussi pour améliorer et accélérer 'acces aux informations. Par conséquent, plusieurs
types de synchronisation ont été présentés. I’étude du schéma inverse de synchronisation est une
idée séduisante, et qui peut améliorer le cryptage des systémes de transmissions. Récemment, la
combinaison de schémas de synchronisation est introduite et sert a sécuriser les communications.
Dans ce travail de mémoire, on a étudié la coexistence de la synchronisation généralisée (GS) et
son inverse (IGS) entre deux systémes chaotiques et hyperchaotiques a temps continu.

On a réservé le premier chapitre a la présentation des systemes dynamiques et leurs types dans
le quel on a initié I'étude de la stabilité de ces systemes. Dans le deuxieme chapitre, on a pré-
senté une vue panoramique sur la théorie du chaos et les attracteurs.Les systemes dynamiques
désignent couramment active des mathématiques, a la frontiere de la topologie, de I'analyse, de
la géométrie, de la théorie de la mesure et des probabilités, et qui s’efforce d’étudies les proprié-
tés d’'un systeme dynamique. Le phénomene de sensibilité aux conditions initiales des systemes
dynamique a été découvris en 1963 par Lorenz. Les systemes répondant a cette propriété seront
a partir de 1975 dénommés les systemes chaotiques. Le mathématicien russe Lyapunov effectuait
des recherches sur la stabilité du mouvement. Il introduisait I'idée de mesurer I'écart entre deux
trajectoires ayant des conditions initiales voisines. Lorsque cet écart évolue exponentiellement,
on parle de sensibilité aux conditions initiales. Les travaux de Lyapunov seront tres précieux pour
étudier certains aspects de la théorie du chaos. La théorie du chaos a toujours suscité I'intérét
de la recherche scientifique car elle a un large spectre d’applications, comme la communication
sécurisée, la cryptographie, etc. ..

Parallelement aux travaux sur le chaos, la synchronisation ou le couplage de deux ou plusieurs
systemes dynamiques attire l'intérét des chercheurs scientifiques. Ce phénomene était un sujet
de recherche active depuis plusieurs années. Il a commencé au XVlIle siecle par la découverte de
Huygens et il a connu une amélioration tres intéressante dans les années 1920.

Au fils des années, plusieurs concepts de synchronisation chaotiques ont été proposés. En 1990,
Carroll et Pecora, pionniers de la synchronisation, ayant comme idée d’employer un signal chao-
tique. Le premier systeme produisant le signal chaotique, s’appelle le systeme émetteur (maitre),
le deuxieme est le systeme récepteur (esclave). Alors, ils ont défini la synchronisation chaotique
connue sous le nom de la synchronisation identique. Apres ces travaux, différentes méthodes pour
la synchronisation des systemes chaotiques sont proposées. Dans la derniere décennie, la synchro-
nisation des systemes chaotiques commence a attirer en plus I'attention de plusieurs chercheurs

multidisciplinaires a travers le monde d{i a ses applications potentielles dans plusieurs domaines




telles que les communications, la programmation, I'ingénierie, la physique, la médecine, etc...
Récemment, plusieurs types de synchronisation sont présentés tels que la synchronisation géné-
ralisée (GS). Bien que I’étude de ce type de synchronisation soit assez importante, I’étude du pro-
bleme inverse parait une idée séduisante. De plus, ’étude de la coexistence de plusieurs types de
synchronisation des systémes dynamiques est un sujet d’actualité. Dans ce contexte, nous avons
étudié dans ce mémoire la coexistence de la synchronisation généralisé (GS) et son inverse (IGS)
synchronisation pour les systemes dynamiques et hyperchaotiques en temps continu.

Afin d’atteindre nos objectifs, ce mémoire est scindée en quattre chapitres, sa structuration se
présente comme suit : le premier chapitre est consacré aux notions de base sur les systemes
dynamiques telle que (la définition de systeme discret et continue, les points fixes et nous repré-
sentons aussi la notion de stabilités des systemes dynamiques continues). Le deuxiéme chapitre
est réserve a la théorie du chaos nous donnons quelques définitions du chaos, caractéristique du
chaos et sa détection et les attracteurs et leurs types (régulier et étrange). La notion de synchro-
nisation chaotique sera évoquée dans le troisieme chapitre, les idées principales de la méthode
de synchronisation sont présentées ou un apercu historique présente plusieurs méthodes afin de
clarifier ce phénomeéne. Le quatrieme est dernier chapitre est focalisé sur I'étude de la combinai-
son de deux types de synchronisation, a savoir GS et son inverse notée (IGS) pour les systemes

dynamiques chaotiques et hyperchaotiques d’ordre entier a temps continu en 3-D et 4-D.




Chapitre 1

Representation mathématiques des

systemes dynamiques

1.1 Introduction

Les systemes dynamiques désignent couramment la branche de recherche active des mathéma-
tiques, a la frontiere de la topologie, de I'analyse, de la géométrie, de la théorie de la mesure et
des probabilités. un systeme dynamique consiste en un ensemble d’états possibles avec un loi qui
détermine de facon unique 1’état présent du systéme en fonction de ses états passés.

Les systéemes dynamiques se sont développés et spécialisés au cours du 19°"“siécle. En effet, vers
la fin de ce siecle le mathématicien , physicien et philosophe francais Henri Poincaré avait déja
mis en évidence le phénomeéne de sensibilité aux conditions initiales lors de ’étude astronomique
du probleme des trois corps.

Toujours au 19°"“siecle, le mathématicien russe Alexandre Lyapunov effectue des recherches sur
la stabilité du mouvement, il introduit I'idée de mesurer I’écart entre deux trajectoires ayant des
conditions initiales voisines lorsque cet écart évalue exponentiellement on parle de sensibilité aux
conditions initiales.

Le but de ce chapitre est de donner les notions de base des systemes dynamiques, quelques
propriétés telles que la stabilité, les deux methode de stabilité, puis la linéairisation des systemes

dynamiques non linéaires.



Chapitre 1. Representation mathématiques des systémes dynamiques

1.2 Définition basique

1.2.1 Définitions des systemes dynamiques

Définition 1.1 Un systéeme dynamique est un systéeme dont Uetat change avec le temps mathémati-
quement un systeme dynamique consiste en un espace d’etats et une loi appelée dynamique qui permet
de determiner quel etat correspondre dans un temps futur a un état present donné on distingue de

duex type des systémes dynamiques : systémes continues et systemes discrets .
Définition 1.2 Un systeme dynamique sur R™ est une application :
f Rt xR" — R"
définie sur tout R™ x R™ telle que :
,x): R" — R™ est continue.

L f(
2. f(t,.): RT — R" est continue.
3. f(0,z) = x.

4. f(

t+s, )= f(t,f(s,z)) pourt,s € Rt, z € R".

1.2.2 systémes dynamiques a temps continu

Définition 1.3 On dit que le systéme dynamique est continu s’il évolue en temps continu. La descrip-
tion mathématique de son évolution est présenté par un systéme d’equation différentielle [2, 3] de la

forme :
i(t) = f(z,t,v) vCRY z€R" (1.1)

Avec f un champ de vecteurs x = (z1, ...,x,) € U C R" est appelé vecteue d’etat et v = (vq, Vg, ..., V) €

V' C R vecteur des parametres.

Lorsque le champ de vecteurs f dépend explicitement du temps, on dit que le systeme dynamique

non autonome. Dans le cas contraire, on dit que le systéme est autonome.

Remarque 1.1 Par changement de variable appropié on peut transformer un systéme non autonome

avec v € R™ est un systéme dynamique autonome avec x € R" 1,

1.2. Définition basique



Chapitre 1. Representation mathématiques des systémes dynamiques

1.2.3 Systéemes dynamiques a temps discret

Définition 1.4 On appelle systéeme dynamique discret tout systéme d’equation algebriques récur-
rentes définie par :
i1 = f(zr,p),x €R et pe R k=1,23, .. (1.2)

Ou z, € R"le vecteur d’état ; p le vecteur des parametres; f la fonction de récurrence qui défnit

la dynamique du systeme discret.

Définition 1.5 (Trajectoire) Soit zoun condition initiale et x(t, ) la solution du systéme dyna-
mique autonome, 'ensemble des pointe ; Yt > 0 x(t, xo)est la trajectoire dans Uespace d’etat possant

au point x, a Uinstant initial.

Définition 1.6 (Flot) soit x(x¢,t)ze € D un solution du systéme dynamique autonome avec condi-
tion initiale x(0) = x¢.On appelle flot de ce systémel’application ¢, : D — R"™ définie par ¢,(xo) =
x(zo, ).

Définition 1.7 (Espace de phase) Lespace des phases est une structure correspondante & l'en-
semble de tous les états possibles du systéeme considéré. Ce peut étre un espace vectoriel, ou un espace

mesurable(par exemple la represontation y parapora ).

Définition 1.8 (Portrait de phase) On appelle portrait de phase un graphe qui donne Uallure des

trajectoires dans Uespace des phases.

Définition 1.9 (Orbite)on appelle orbite d’un point x l'image de la trajectoire issue de x c’est a dire

le sous ensemble (z) de Uespace des phases défini par v(z) = e'(z).

1.3 Solutions des systemes dynamiques

Définition 1.10 ( Solutions d’equilibre) On appelle "point d’équilibre" d’'un systéme dyna-
mique tout point x*tel que [4] :

f@*) =0 (1.3)

Les points de I'espace d’état vérifiant cette relation sont appelés points singuliers.
Une solution d’équilibre correspond a un point fixe dans I'espace d’état. Il n’est pas nécessairement

stable, mais Lorsqu’il est ce point représente un attracteur.

1.3. Solutions des systémes dynamiques



Chapitre 1. Representation mathématiques des systémes dynamiques

Définition 1.11 (Solutions periodiques) Soit x(t, x¢) la solution d’un systéme dynamique

continu,on appele x(t, zo) solution périodique si et seulement si :
Ir >0 tgvt x(t+ 7,20) = 2(t, z0) (1.4)

Définition 1.12 (Solution quasi periodique) Soit x(t, o) une solution du systéme dy-
namique et soit T' = {1}, T, ..., T,,} nen un ensemble fini de réels linéairement indépendants.
On dit que x(t, xo) est une solution quasi périodique de si elle est périodique pour chacune des périodes

T; deT. La solution x(t,x) est également dite n-périodique [4].

Définition 1.13 ( Solution Chaotique) Une solution chaotique est un comportement asympto-
tique borné qui n’est ni un point d’équilibre, ni une solution périodique ou quasi périodique. ni une

solution s’echapant vers infini (c’est -a-dire on rest dans un borne).

1.4 Etude de la stabilite

1.4.1 Stabilité des systemes dynamiques a temp continu

La notion de stabilité d’un systéme caractérisé le comportement de ses trajectoires autonome des
points d’équilibres I'analyse de la stabilité d’'un systéme dynamique permet donc d’étudier ’évolu-
tion de sa trajectoire d’état lorsque I’état initial est proche d’un point d’équilibre. Il existe quelques

concepts pour la stabilité des systéme dynamique telle que la stabilité au sens de Lyapunov.

1.4.2 Classification des points d’équilibres

La stabilité est un des aspenets essentiels dans I'etude des systemes dynamiques lineaires et non

lineaires.
a- Cas des systemes linéaires

Considérons le systéme linéaire :
x(t) = Ax(t) (1.5)

Ou x = (xy,z9,...x,) et A une matrice constante inversible. Soit A, ..., A, les valeurs propres de
A.

Définition 1.14 — Si les valeurs propres Ay, ..., A, sont réelles et méme signe, la solution x = 0 est

appelée neeud.

1.4. Etude de la stabilite



Chapitre 1. Representation mathématiques des systémes dynamiques

— Si les valeurs propres Ay, ..., A, sont réelles, non nulles et de signe différent, la solution = = 0 est

appelée selle.
— Si les valeurs propres Ay, ..., A, sont complexes avec Im (\;) # 0, i = 1,...,n. La solution x = 0 est

appelée foyer.
— Si les valeurs propres Ay, ..., A\, sont complexes avec Re (\;) =0, i = 1, ..., n. La solution est appelée

centre.

Noeud Cal Foyver

Centre Noeud impropre Source

Fig.1.1 — Classification des points d’équilibre dans R?

b- Cas des systémes non linéaires
Considérons maintenant le systéme non linéaire :

X(t)=f(z(t) (1.6)
Définition 1.15 z* est un point équilibere de 1.6, et A\, \a, ..., A, les valeurs propers de la matrice
A=Df (z*):
1- Siles valeurs propres )y, ..., \,, ont des parties réelles négatives,alors x*est stable.

2- Si les valeurs propres Aq, ..., A, a au moins une valeur propre avec une partie réelle positive

alors x* instable

Théoréme 1.1 Soit 1.6, z € R", f € C', un systéme dynamique continue. On dit que x*un point
fixe (f (z*) = 0) est stable, si les valeurs propres de D f (x*)sont de partie réelle négative. Dans le cas

contraire, on dit que instable.

1.4. Etude de la stabilite
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1.4.3 Stabilité au sens de Lyapunov a temps continu

Considérons la classe des systémes non linéaires décrits par le systéme dynamique :

{ i(t)=f(z(t),t) (1.7)

Oux(t) e R"et f: R" x R" — R™ continue. Nous désignons par z* un point d’équilibre de 1.7
f(z*,t) = 0,Vt > to, et par x (t, to, xo)la solution a I'instant ¢ > ¢, du systéme 1.7 initialisée en x

a linstant ¢y, et f une fonction non linéaire.

Définition 1.16 (Stabilité) lUorigine est un point d’équilibre x* stable au sens de Lyapunov du sys-

teme 1.7 est :
Ve>0,30=0(e) >0: [|[z(to) —x"|| <0 = ||z (t,z(tg)) — z"|| <eg Vt >t (1.8)

Définition 1.17 (Stabilité uniforme) lUorigine est un point d’équilibre z* uniformément stable au

sens de Lyapunov du systéme 1.7 est :
Ve>0,30(e) >0: ||z (to) — || <6 = ||z (t,z (o)) — z*|| <& YVt >t (1.9)
Définition 1.18 (Attractivité) Uorigine est un point d’équilibre x* attractif du systeme 1.7 est :
Ve>0,30(e) >0: ||z (tg) — || <6 = tlifrnoo (x (t,to,0)) =0, Vt > tg (1.10)
Lorsque 6 (¢) = +o0, on dit que l'origine est globalement attractive.

Définition 1.19 (Stabilité asymptotique) lorigine est un point d’équilibre x*asymptotique

(resp.globalement asymptotique ) stable du systéme 1.7 S’il est : stable attractif (resp.globalement
attractif ).

30 () >0: ||z (ty) —a*]| <0 = tliin |z (t,x (ty)) —x*|| =0 (1.11)
Donc , la stabilité asymptotique signifie qu'on peut déterminer un voisinage du point d’équilibre
telle que n’importe quelle trajectoire, issue d'un point z (0) appartenant a voisinage de z* tende

vers z* lorsque t — +o0.

Définition 1.20 (Instabilité) le point d’équilibre x* est dit instable s’il n’est pas stable au sens de

Lyapunov.

On va présenter les deux méthodes de Lyapunov (méthode directe et méthode indirecte), ces

deux méthodes sont concrétisées par dans exemples pratiques.

1.4. Etude de la stabilite
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a- Premieére méthode de Lyapunov(méthode indirecte ) La premiere méthode de Lyapunov
est basée sur 'examen de la linéarisation autour du point d’équilibre z* du systéeme 1.7. Plus
précisément, on examine les valeurs propres \; de la matrice jacobienne évaluée au point

d’équilibre. Selon cette méthode, les propriétés de stabilité de =* s’expriment comme suit :

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne ont une partie réelle strictement né-

gative, r* est exponentiellement stable.

2. Si la matrice jacobienne possede au moins une valeur propre a partie réelle strictement

positive, z* est instable.

Exemple 1.1 Soit le systeme :

T=y*—x
= —2y—xz (1.12)
Z=—z+ay
Lorigine 0 est un point fixe
x 0 O T
et son linéarisation est Df (0) = | -2 0 Yy
z 0 -1 z
Les valeurs propre de Df (0) est \; = —1, )\2 = —2, A\3 = —1, toutes négatives d’ou le point

d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

b- Seconde méthode de Lyapunov (méthode directe) La premiére méthode de Lyapunov est
simple a appliquer mais ne permet d’analyser la stabilité des équilibres que tres partielle-
ment. En outre, elle ne donne aucune indication sur la taille des bassins d’attraction. La
seconde méthode est plus difficile a mettre en ceuvre mais, en contre partie, elle est d’'une
portée beaucoup plus générale. Elle est basée sur la définition d'une fonction particuliere,
notée V' (x) est appelée fonction de Lyapunov, qui décroissante le long des trajectoires du

systeme a l'intérieur du bassin d’attraction. Le théoreme suivant résume cette méthode.

Théoreme 1.2 Le point d’équilibre x*du systéme 1.7 est stable si il existe une fonction V (z) : D — R

continuellement différentiable ayant les propriétés suivantes :

1- D est un ouvert de R" et z* € D.

2-V(z*)=0etV (z) >V (2*), Vo # z* dans D.

3-V (z*) > 0. Si de plus V (z*) < 0, Vo # z* dans D. Alors z* est asymptotiquement stable au
sens de Lyapunov.

Si de plus pour = ,

1.4. Etude de la stabilite
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Si on suppose encore que V(r) tend vers l'infini lorsque z € R™ tend vers l'infini (en norme),
alors toute les trajectoires, méme celles qui démarrent loin de z*, tendent vers z*(on dit que x*

est globalement, asymptotiquement stable).
Remarque 1.2 Il n’y a aucune méthode pour trouver une fonction de Lyapunov.

Exemple 1.2 Soit le systéeme :

By = —m1 + 1o (22 + 23)
le systeme a un point d’équilibre unique (0, 0)
On pose V (1, x2) = 23 + 23.
Ona:V(0,0)=0etV (xy,25) =22+ 22 >0,V (x1,12) # (0,0).
De plus :
. d . .
\% (.171, Q?Q) =—V (;Cl, .132) = 2"171361 + 2LE2$2 (114)

dt
= 2(w1(zs + 21 (2] + 23)) + 2(—21 + 22 (25 + 23))) = 2 (2] + 173)2

Donc V (x1,29) = 2 4+ 22 > 0, ¥ (21, 3) # (0,0). Alors : origine est instable.

1.5 Linéarisation des systemes dynamiques non linéaires

Considérons le systéme dynamique non linéaire définit par :
T (t) = f(x(t)) (1.15)
Oux = (xy,..,2,), f=(f1, s fn)
E(t)+a" = f(@"+£(1)) (1.16)

et soit x un point d’équilibre de ce systeme.
Supposons qu'une perturbation ¢ (¢) soit appliqué au voisinage de point fixe, la fonction F' peut

étre développée en série de Taylor au voisinage de point x, comme suite :
E(t)+do=f(To+E(t) = f(xo)+ Jf(x0) @e () (1.17)

avec J; (x() est la matrice jacobienne de la fonction f définit par :

9h  dn of1
Ox1 Oxs = Oxn
Ofn  Ofn Ofn
o0z Ors " Oxn

T=x0
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comme f (z¢) = xo, alors 'équation 1.17 redevient :
(t) = Jg (zo) ®e(t) (1.19)

I'écriture 1.19 veut dire que le systeme 1.16 est linéarité.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a donné les notions de base des systemes dynamiques avec quelques défini-
tions des systemes linéaires et non linéaires a temps continu et discret. Ensuite, on a donné un

apercu sur I'étude de comportements des systeme dynamique et leurs notions de la stabilité.

1.6. Conclusion
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Théorie du chaos

2.1 Introduction

La théorie du chaos étudie le comportement des systémes dynamiques qui sont trés sensibles aux
conditions initiales, de petites différences dans les conditions initiales produisent des résultats trés
divergens pour de tels systémes dynamiques, le comportement futur des systemes est entierement
déterminé par leurs conditions initiales, ce dérnier est connu sous le nom du chaos déterministe,
on tout simplement le chaos il n’existe pas de défnition a la fois formelle et générale du chaos.
Dans ce chapitre, on donne une breéve étude quantitative sur le chaos et quelques caractérisations
du chaos. On parle aussi des attracteurs, et de détection du chaos, I'’éxposant du Lypunov, di-
mension fractale puis en passe a la transition vers le chaos. Enfin de chapitre, on donne quelque
exemples des systeme dynamique a temps continu en 3-D et 4-D a savoir les systemes de lorenz,
de Rossler, de Liu et de Chen.

2.2 Définitions du chaos
Définition 2.1 On dit que la fonction f : X — X posséde une sensibilité aux conditions initiales
satisfaisant :

30 > 0,Yao € X,Ve > 03y € X & d(w0,90) < e =d (9 (o), P (yo)) > 6,5 €N 2.1
ou d représente la distance et f\) la j iéme itération de f .
Définition 2.2 Supposons que X un ensemble et Y un sous-ensemble de X.Y est dense dans X si,
pour n’‘importe quel élément x € X, il existe un élément y dans le sous-ensemble Y arbitrairement

proche de x, cest-a-dire si la fermeture de Y est égale @ X (Y = X). Ce qui revient & dire que Y est

dense dans x si pour tout x € X on peut trouver une suite de points{y,} € Y qui convergent vers x.
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Définition 2.3 f est topo-logiquement transitive si U et V étant deux ensembles non vides ouverts
dans X, il existe zy € U et un indice j € Z™, telle que pour fV) (x) € V ou, de fagon équivalente ,il
existe un indice j € 7, telle que pour fU) (U)NV # ¢.

On est maintenant en position d’énoncer la définition du chaos ,au sens de Devaney [5].

Définition 2.4 Une fonction f : X — X est dite constituée d’un dynamique chaotique si :

1. f possede une sensibilité aux conditions initiales.
2. f est topo-logiquement transitive.

3. Iensemble des points périodiques de f est dense dans X.

Bien qu’il n’existe pas de définition universellement acceptée de la notion du chaos, cette défini-
tion reste la plus intéressante car les concepts sur les quels elle repose sont facilement observables

[5].

2.3 Caractéristiques du chaos

2.3.1 La non linéarité

Pour prévoir des phénomenes réels générés par les systémes dynamiques, la démarche consiste
a construire un modele mathématique qui établit une relation entre un ensemble de causes et
un ensemble d’effets. Si cette relation est une opération de proportionnalité, le phénomeéne est
linéaire. Dans le cas d’'un phénomene non linéaire, I'effet n’est pas proportionnel a la cause. En
général, un systeme chaotique est un systeme dynamique non linéaire, un systeme linéaire ne

peut pas etre chaotique.

2.3.2 Le déterminisme

La notion de déterminisme signifie la capacité de "prédire” le future d'un phénomene a partir d'un
évenement passé ou présent. évolution irréguliere du comportement d’un systéme chaotique est
due aux non linéarité.

Dans les phénomene aléatoires, il est absolument impossible de prévoir la trajectoire d’'une quel-
conque particule. A 'opposé, un systéme chaotique a des régles fondamentales déterministes et

non probabilistes.

2.3. Caractéristiques du chaos
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2.3.3 Laspect aléatoire

Si le mouvement est aléatoire, les points du systeme remplissent 'espace des phases au hasard :
aucune structure n’apparait. Quand le mouvement est chaotique, les points paraissent a premiere
vue aléatoires. Néanmoins, quand on observe le systéme suffsamment longtemps, on constate que

les points dessinent une forme particuliere.

2.3.4 Sensibilité aux conditions initiales

La plupart des systemes chaotiques exhibent la sensibilités aux conditions initiales, pour deux
conditions initiales arbitraires treés voisines initialement, les deux trajectoires correspondantes a
ces données initiales divergent exponentiellement, par suite les deux trajectoires sont incompa-
rables.

D’une point de vue mathématique, en dit que f montre une dépendance sensible aux conditions

initiales lorsque :
Ve >0,30 >0,Vz € D,3(y,p) € D; |z —vy| <e=|fP(x)— Py >4 (2.2)

Une des propriétés essentielles du chaos est donc bien cette sensibilités aux conditions initiales

que l'on peut caractériser en mesurant du taux de divergence des trajectoires [9] .

20 :
x. (1) pour Cl |0.01, 0.01, 0.01]
13 x. (1) pour CI [0.012, 0.01, 0.01)
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FIG. 2.2. — Illustration de la propriété de sensibilité aux

conditions initiales sur I’état x.
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2.4 Les attracteurs

2.4.1 Définitions d’attracteurs

Définition 2.5 Un attracteur est définit comme une sous partie fermée de Uespace des phase qui

“attire” toutes les autres orbites vers elle.

Définition 2.6 Soit (X, {¢:},.) un systéme dynamique, A un ensemble compacte, fermé de Uespace
des phases. On dit que A est un attracteur, s’il est vérifie trois conditions suivantes :
a- A est invariant sous l'action du flot ( i.e ¢; (A) C A pour tout ¢ € R).

b- A est stable au sens de Lyapunov (si pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V' de

A tel que toute solution x (zg,t) = ¢ (xo) restera dans U si xy € V).

c- Il existe une orbite dense dans A telle que 0 (V)= A.

Définition 2.7 (Ruelle)[6] Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent toutes les tra-
jectoires de Uespace des phases, c’est-a-dire, une situation ou un ensemble de situations vers lesquelles
évolue un systéme, quelles que soient ses conditions initiales. Mathématiquement, si A un ensemble
compact fermé de Uespace des phases, on suppose que A est invariant par le flot ®,, 'ensemble A est

attracteur si :

1- Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V' de A tel que toute solution x(t,z¢) = P;(x)

restera dans U si zy € V.

2- Il existe une orbite dense dans A, tel que N &, (V)= A, t > 0.

Définition 2.8 (Zeraoulia et Sprott) [7] Soit A un ensemble fermé de l'ensemble nonerrant )
(f), A est dit attracteur si :

Définition 2.9 1- A est invariant par f, c’est-a-dire f(A) = A.
2- Il existe un voisinage Vde A dans R™ tel que 0 fm(v)=A
3- f est transitive (3C, D C A tel que f*(C)N D # ¢; C, D ouvert).

2.4.2 Bassin d’attracteur

Le bassin d’attracteur B(A) d’un attracteur A est I'ensemble des points de I'espace des phases
qui donnent une trajectoire évoluant vers A, donc B(A) = U,, (V). On appelle bassin d’attracteur
B(A) de A le plus grand des tels voisinages attirés, c’est-a-dire B(A) = U{U € ()}, U est un

voisinage attiré A.

2.4. Les attracteurs
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2.4.3 Les propriétés d’un attracteur
Un attracteur possede les propriétés suivante :

1. Un sous ensemble borné A de I'espace est de volume nul invariant par le flot. Autrement
dit, tout point de I'espace d’états qui appartient a un attracteur demeure a l'intérieur de cet

attracteur pour tout ¢.

2. 1l existe un ensemble A C B ; telle que pour voisinage de A; la trajectoire qui prend son
origine dans B se trouve au bout d’'un temps fini dans ce voisinage de A. Cette ”"zone d’in-

fluence” est le basin d’attraction, c’est 'ensemble :W = Uy, (V) ;¢ < 0.

3. Un attracteur est indécomposable c’est-a-dire que la réunion de deux attracteurs n’est pas

un attracteur.

2.4.4 Les différents types d’attracteurs
Il existe deux type attracteurs : les attracteurs réguliéres et les attracteurs étranges ou chaotiques.
A- Les attracteurs réguliers

Pour tous les attracteurs réguliers, c’est-a-dire pour tous les systemes non chaotiques, des trajec-
toires qui partent des "points" proches I'un de l'autre dans I'espace de phaserestent indéniment

voisines. On sait donc prévoir I'évolution de ces systemes a partir d’une situation connue.
B- Les attracteurs étranges

Pattracteur étrange est une caractérstique géometrique du chaos. Il n’existe pas une définition
rigoureuse d’'un attracteur étrange ou chaotique et toutes les définitions qui on trouve dans la

littérature sont restrictives [3] [9] [10].

Définition 2.10 (Ruelle et Takens) [11]Un attracteur étrange est caractérisé par la sensibilité

aux conditions initiales.

Définition 2.11 (Berge et al) [12] Un attracteur étrange est caractérisé par la sensibilité aux

conditions initiales et ayant une dimension fractale.

Définition 2.12 (Farmer et Sidorowich)[13]Un attracteur étrange est un attracteur possédant
un exposant de Lyapunov \j, > 0.

C- Les différents types d’attracteurs étranges

2.4. Les attracteurs
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Les attracteur chaotiques peuvent étre classés en trois types principales : attracteur hyperbolique,

Quasi-attracteur, et attracteur de types Lorenz.
1. Attracteur hyperbolique

Les attracteurs hyperboliques sont des ensembles limites structurellement stable. Généralement,
la plupart des systemes physiques connus n’appartiennent pas a cette classe des systemes d’at-

tracteurs hyperboliques.
2. Quasi-attracteur

Ces types d’attracteurs sont des ensembles limites renfermant des orbites périodiques des dif-
férents types topologiques et des orbites structurellement instable. Par exemple les attracteurs

générés par le circuit de chua [14].
3. Attracteur de types Lorenz

Ces types des attracteurs ne sont pas structurellement stable mais leur orbites homoclines et hé-
téroclines sont structurellement stable (hyperbolique) et aucune des orbites périodiques instables
apparaissent sous les petites variations des parametres, comme par exemple dans le systéme de

Lorenz lui-méme [15].

2.5 Détection du chaos

Il existe plusieurs méthodes qui permettent de déterminer si les systémes non linéaire est ou non
chaotiques, on a choisi de mettre en ceuvre deux des méthodes les plus couramment utilisées qui

sont appelées : Les exposants de Lyapunov et dimension fractale.

2.5.1 Lexposant de Lyapunov

Iévolution chaotique est difficile a appréhender, car la divergence des trajectoires sur I'attracteur
est rapide. Lorsque cette divergence croit exponentiellement avec le temps pour presque toutes les
conditions initiales voisines d’'un point donné, on a le phénomene de sensibilité aux conditions
initiales, idée a laquelle sont attachés les exposants de Lyapounov, qui donnent une mesure
quantitative de cette divergence exponentielle locale et mesure en fait le degré de sensibilité d'un
systeme dynamique. Rappelons d’abord cette formule et voyons comment Lyapunov a pu arriver

a déduire une telle formule.

A= lim — > In ‘ ( f (:CH)) ‘ (2.3)
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Considérons un systeme dynamique quelconque dont la condition initiale x, est affectée d'une

erreur infinitésimal F,. Apres n itération, I'erreur initiale F, sera donc amplifiée d'un facteur

E" , notons que l'erreur diminue lorsque le facteur est inférieur a 1 et augmente s’il est supérieur
a, pu1sque :

E_ FE, En_1 En_2 E2 E_ 3 o : 4 :

=l =151 75 5| |5 - | 5| 1l suffit alors de calculer ce produit pour déterminer la

facon dont s’amplifie 'erreur initiale.
Le logarithme d’un produit correspond a une somme de logarithme, utilisons plutét le logarithme

du produit pour compléter cette étude.

In —1In . L 3 I el B e (2.4)
EO Enfl Ean En73 El EO
E, E, . E, » Ey
—1 ] ] . +In In
“‘Enl * H‘E“ * H'Eng o ‘El g

= Zln ‘ B

=1

Avant de faire tendre cette derniere quantité vers I'infini, calculons d’abord la moyenne de la

somme obtenue. On arrive ainsi a 'exposant de Lyapunov :

E; et E;_; étant de tres petites valeurs, le rapport correspond a la dérivée de la fonction associée

(2.5)

a I’équation associée a I’équation utilisée si naturellement la fonction est dérivable. En effet soit

f (z;) cette fonction.

Ei=f(zio1+Ei1) — f(xic1) (2.6)
E; _ J (@1 + Eiy) — f(zi1) 2.7
Eifl E’L’*l
Puisque
- fle+Ax)—flx)
Jim T = @8
Alors si f est dérivable, on a :
B LB ) — . .
o S@mt Bo) 2 @) g Jorsque Eiy — oo (2.9)
Ei Ei
Par conséquent
S o [
lorsque 'exposant de Lyapunov est positif :
E
In | 2.11
n o >0 ( )
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et par conséquent
E,

Ey

Lerreur infinitésimale du début ira donc en augmentant. Le systeme sera dans ce cas sensible aux

>1 (2.12)

trés petites variations de sa condition initiale, une des caractéristiques des systemes chaotiques. Si
au contraire I’exposant de Lyapunov est négatif, I’erreur infinitésimal du début ira en diminuant.
Lerreur initiale n’aura dans ce cas aucun effet a long terme. Généralement on peut distinguer trios
cas suivant le signe de 'exposant de Lyapunov :

-Si A < 0, l'orbite est attractive vers un point fixe ou orbite périodique stable. Il caractérise
les systeme dissipatif. Ce type de systéme exhibe une stabilité asymptotique, plus 'exposant est
négatif, plus la stabilité est grande. Les points fixes et les points périodiques super stables ont un

exposant de Lyapunov )\ qui tend vers —oo.
A- Classifcation des orbites suivant le signe de ’exposant de Lyapunov

-Si A = 0, l'orbite est un point fixe neutre. Un systeme physique avec un tel exposant est dit
conservateur. Dans cette situation, les orbites gardent une séparation constante.

-Si A > 0, l'orbite est instable et chaotique. Tous les points voisins doivent étre visités : ces points
sont dit instables. Pour un systeme discret, on a un ensemble de points sans aucun rapport de

liaison. Pour un systeme continue, I’espace de phase est un ensemble de lignes croisées.

Etat stable Flot | Dimension de Lyapunov | Exposant de lyapunov

point d’équilibre point | 0 M <...< A <0

périodique cercle | 1 M=0,)\,<...< <0

périodique d’ordre 2 | tore 2 M=X=0,1,<...<A3<0
périodique d’ordre k | k-tore | k M=...= =0\, <...< 1 <0
Chaotique Non entier A >0, Zn:l)‘i <0

Hyper-chaotique Non entier A >0, >0, Zn:l)‘i <0

" TAB. 2.1.Classification des régimes permanents selon les exposants de Lyapunov"
B- Caractérisation d’un attracteur par le signe des exposants de Lyapunov

Un exposant de Lyapunov positive indique que selon la direction qu’il représente la divergence
entre deux trajectoires voisines augmente exponentiellement avec le temps. Il s’agit donc bien la

d’un attracteur étrange.

2.5. Détection du chaos
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Pour une application bidimensionnelle, on peut résumer la correspondance entre le type de l'at-

tracteur et signe des exposants de Lyapunov (ici ils sont deux) dans le tableau :

Type d’attracteur Signe des exposants de Lyapunov

point d’équilibre — - -

Cycle limite périodique 0,—,—

Cycle limite quasi périodique | 0,0, —

Attracteur étrange +,0, —

" TAB. 2.2.Caractérisation des attracteurs par le signe des éxposants de Lyapunov "

2.5.2 Dimension fractale

Il existe plusieurs types de dimension fractale (dimension de capacite, dimension d’information,

dimension de correlation,...) pour les attracteurs chaotiques, parmi celle-ci on peut citre :

Dimension de Lyapunov

Paramétre permettant de mesurer la dimension du chaos suivant le type de chaos genéré la dimen-
sion de Lyapunov est plus ou mois grande : pour des systemes non ratardés (dimension finie) tels
que le systeme de Lorenz ou Réssler la dimension de Lyapunov est au maximan égale au nombre
de variables du systeme (dimension faible) alors que pour les systémes a retard ( dimension infi-
nie) la dimension de Lyapunov tend vers de grandes valeurs plus la dimension sera grande plus
la complexité du chaos sera élevée classant les exposants de Lyapunov A; > Ay > ... > \,.
La dimension de Lyapunov D est donné par [16] :

n

> Ai

D; = I;Z%l——ll +j (2.13)

ou )\, < ... < Assont les exposant de Lyapunov d’un attracteur d’un systéme dynamique et j le
grand entier naturel tel que :i)\i > 0 : Ce type tient compte de la dynamique du systeme.

i=1

Dimension de corrélation

Lintégrale de corrélation est définit comme suit :

1 ZOO
)=
1#j

2.5. Détection du chaos
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1 ,2>0

Ou H la fonction de Heaviside donnée par H (z) = { , et elle vérifier la relation

0,z <0

+oo “+o0o

[ H(xz)® (z)dr = [ @ (z)dz, pour une fonction de teste ¢ (). Dans les applications la fonction
—0o0 0

de Heaviside est utilisée dans les modeles des circuits électriques. Quand la limite au-dessous

existe, la dimension de corrélation est définit comme suit :

In @
Dy=d., = lm M (2.15)
e,é—0+ In ( )

[UN[UY

Iéquation de la dimension de corrélation pour une systeme M-Dimensionnelle avec exactement (

1 — Q,exige) N, points tel que :

R2-Q)1"
= >

Ou R > 1 est la longeur de la «région de plateaux ». Si attracteur existe, alors une évaluation de

Nmin 2 |:

D, sature au-dessus certain M donné par : M > 2D + 18,

2.5.3 Transitions vers le chaos

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage vers le chaos. On constate dans tous les cas
que I’évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progressive, mais marquée par des change-
ments discontinus qu’'on a déja appelés bifurcations. On peut citer trois scénarios de transition

d’une dynamique réguliere a une dynamique chaotique lors de la variation d’un parameétre.

2.5.4 Cas cade de doublements de période

Ce scénario a été observé dans les années 60 par R.May en dynamique de populations sur I'ap-
plication logistique. Ce scénario est caractérisé par une succession de bifurcation de fourches.A
mesure que la contrainte augmente, la période d’un systeme forcé est multipliée par 2, puis par 4,
puis par 8,... etc, Ces doublements de périodes sont de plus en plus rapprochés, lorsque la période

est infinie, le systéme devient chaotique [17, 18].

2.5.5 Par intermittence

Un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouffées de turbulance. Lorsqu’on aug-
mente le parametre de contrdle, les bouffées de turbulence deviennent de plus en plus fréquentes,

et finalement, la turbulence domine.[19, 20].

2.5. Détection du chaos
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2.5.6 La quasi-periodicité

Ce scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théoriques de Ruelle et
Takens [11]. Dans un systeme dynamique a comportement périodique a une seule fréquence, si
nous changeons un parametre alors il apparait une deuxieme fréquence. Si le rapport entre les

deux fréquences est rationnelle comportement est périodique.

2.6 Exemples des systemes dynamiques chaotiques a temps

continu

2.6.1 Exemples des systemes dynamiques chaotiques dans I’espace

Exemple 1 (Systeme de Lorenz)

Prenons comme exemple de systeme chaotique continu le systéme de Lorenz (1963) [15].

Le systeme dynamique s’écrit :
T=0(y—x)
y=x(r—z)—y (2.17)
T =uxy— bz

0 et b : valeurs fixées respectivement a 10 est %,

r > 0 : parametre de control positif,

9 : Le nombre de prandtl,

b : La taille physique dy systéme,

r : Le nombre de Rayleigh,

Exemple 2 (Systeme de Rossler)

Ce systeme semblable a celui de Lorenz, a été proposé par le biochimiste Allemand Otto Rossler
en 1976 [21], il découle des équations de Navier Stokes, ainsi il est lié a '’étude de I’écoulement
des fluides.

Les équations de ce systéme sont les suivantes :

i=—(y+2z)
=+ ay (2.18)
z2=pF—vz+zxz

Avec «, 5 et v des constantes (parametres de bifurcation)

2.6. Exemples des systemes dynamiques chaotiques a temps continu
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Pour a = 0,2;b = 0,2 etc = 5,7 nous obtenons I’évolution aléatoire dans le temps de la coordon-

née z et 'attracteur de Roossler.

2.6.2 Exemples des systemes dynamiques hyperchaotiques

Un attracteur hyperchaotique est généralement défini, comme étant un comportement chaotique

avec au moins deux exposants de Lyapunov positifs.
Remarque 2.1 La dimension minimale d’un systéme hyperchaotique (continu) est quatre (4).

Exemple 2.1 (Le systéme hyperchaotique de Réssler) Le premier systéme hyperchaotique a 4

dimensions a été proposé en 1979 par Réssler [22].Ce systéme est défini par les équations suivantes :

t=—(y+2)

)= +ay +w

’ / 2.19)
z=b+uxz

W= —cz+dw

Le systeme suit un comportement hyperchaotique (FIG.2.5), quand les parametres a;b; c et d
prennent les valeurs suivantes : a = 0.25;b = 3,¢ = 0.5 etd = 0.05..

Les conditions initiales peuvent prendre les valeurs suivantes : xqg = 10; yg = 6; 2o = 0;wo = 10.

Exemple 2.2 ( Les systémes hyperchaotiques de Liu et de Chen)

Le systeme de Liu [23] est proposé en 2001, il est défini par :

T = al(:v2 — SCl)
jig = Q27 + 13 — T4 (2 20)

j}3 = a3rs + JZ%

l"4 = X421 + T

01‘1a1:10, (1,2:35, a3:1,4eta4:5.

Le systeme hyperchaotique de Chen est défini par :

T1 = a1%1 + a1
Ty = 4x1 + aoxy + 424 — 10212

2 1 2T 4 1 (2.21)
l"g = —a3T3 + LIZ'%

T4 = Q471

Oua; =35;a,=21;a3=3etays =2.

2.6. Exemples des systemes dynamiques chaotiques a temps continu
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Remarque 2.2 Seulement peu de comportements hyperchaotiques expérimentaux ont été identifiés.

Loccurrence du comportement hyperchaotique a été trouvée, par exemple, dans un circuit électronique

[24].

2.7 Conclusion

Ce chapitre est consacré a la théorie du chaos qui est caractérisé par la sensibilité aux conditions
initiales, la non-linéarité, etc. Les attracteurs réguliers et étranges et quelques dimensions frac-
tales, en passant par les différents de transition vers le chaos ont été présenté. On a aussi donné

quelques exemples des systemes chaoutiques et hyperchaoutiques a temps continu.

2.7. Conclusion
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Synchronisation des systeme dynamiques

chaotiques

3.1 Introduction

La synchronisation des systémes dynamiques ayant un comportement complexe tels que les os-
cillateurs et les systémes chaotiques a suscité un intérét croissant de par I'existence de nombreux
champs d’applications ou d’investigations potentiels (télécommunication, neurosciences, infor-
matique,etc.).

Dans la littérature, plusieurs concepts de synchronisation chaotique ont été proposés. Tout d’abord
les travaux de Yamada et Fujisaka (1983) [25] qui ont utilisé une approche locale de la synchro-
nisation chaotique. Par la suite Afraimovichetal [26] ont développé des concepts importants liés
a la synchronisation chaotique. Ultérieurement, Pecora et Carroll (1990-1993) [27, 28] ont dé-
fini la synchronisation chaotique connue sous le nom de synchronisation identique, développée
sur la base de circuits chaotiques couplés, avec I'un maitre et I'autre esclave. Ces travaux ont
ouvert la voie des applications du chaos aux télécommunications [29].

Dans ce chapitre, on donne quelque définitions de la synchronisation, puis on cite quemques

shémas de synchronisation pour enfin arriver a traiter la meéthode de contréle actif.

3.2 Définitions de la synchronisation

3.2.1 Définitions générales

Définition 3.1 synchronisation est un mot décomposé un deux parties : (syn) qui veut dire(ensemble)

et (chronos) qui veut dire (temps), c’est Uaction de mettre en phase pour créer une simultanéité entre

31
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plusieurs opérations, en fonction du temps.

Définition 3.2 (Générale) synchronisation est un maniére de faire Uentretien d’'un mouvement pé-
riodique ( chaotique). La synchronisation de deux systémes dynamiques signifie que chaque systémes

évolue en suivant le comportement de Uautre systéme.

3.2.2 Définitions mathématiques

Apreés plusieurs tentatives pour définir un mouvement synchronisé, Brown et Kocarev [30] ont
récemment fournir une définit mathématique de la synchronisation.

pour construire la définition, ils supposent deux sous systeme :

X =F(X(1)

Y =G (Y (1)) (3.1)

Ou X (t) € R", Y (t) € R™ sont des vecteurs qui peuvent avoir des dimensions différentes.

Soit ¢ (wp) une trajectoire du systeme globale donné par 3.1. Avec les conditions initiale

wo = (To,Yo) € R" x R™.

Pour chaque sous systeme, on forme une trajectoire ¢, (wg) et ¢, (wy) (wo était une condition
initiale donnée).

On note par y l'espace de toutes les trajectoire du premier sous systeme et par £ I'espace de
toutes les trajectorés du seconde sous systeme, et on considére deux fonctions (propriétés) g, :
x xR — Retg,: £ x R — R? qui une sont pas identiques nulle, la premier R represente le
temps, nous disons que les fonctions g, et g, sont les propretés des sont systemes définis par (1)
respectivement.

Enfin, pour définir une état synchronisé, Brown et Kocarev [30] et exigent une fonction % (g, g,) :
R? x RY — R? telle que ||| = 0 ou ||h]] — 0 (ou

Nous disons que la fonction h, que est indépendante du temps, compare les propretés mesu-

|||est toute norme).

rées sur les deux sous systemes et les deux mesures convergent dans le temps si et seulement si
h(9z, gy) = 0.

Définition 3.3 ( Brown et Kocarev) Les sous systemes dans 3.1 sont synchronisés sur la trajectoire
de ¢ (wy), par rapport aux propriétés g,et g, s’il existe un instant indépendant de Uapplication h telle

que ||k (gz, gy)|| = 0. Avec le chois de g,, g,et h on peut déterminer le type de synchronisation.

Théoreme 3.1 Le systéme maitre et le systéme esclave sont synchronisés si et seulement si tous les ex-
posants de Lyapunov des synchronisations esclave appelés les exposants de Lyapunov conditionnels,

sont négatif.

3.2. Définitions de la synchronisation
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3.3 Différents types de synchronisation des systemes dyna-
miques

Dans cette section, aux sens d’'une étude bibliographique, nous avons recueilli différents types de
la synchronisation telle que : synchronisation complete (SC), anti-synchronisation, synchronisa-
tion généralisé (SG), synchronisation projective, synchronisation M.RS, synchronisation décalée,

synchronisation Q.S.

3.3.1 Synchronisation complete

La synchronisation compléte a été réalisé grace aux effet des forces d’accouplements unidirection-

nelles des systéme c’est la forme de la synchronisation la plus simple et la plus typique.

Définition 3.4 Supposons qu’on a deux systémes dynamiques liés par un accouplement unidirection-

nel représentés par les équation différentielles :
X =F(X(t)
Y =G @) +U

Ou X (t) est le vecteur d’état du systeme maitre de dimension n et Y (¢) le vecteur d’état du

(3.2)

systeme esclave de dimension m, F' et GG sont des champs de vecteurs F' : R" — R" G : R™ — R™
et U = (u;);_, € R" a déterminer le vecteur de controle. Lerreur de la synchronisation complete

est définie par :

e(t)=Y (t)—X(t), VYx(0),y(0) (3.3)
telle que :
lim |le(¢)|| =0 (3.4)
t—+o00

Ou ||.|| est la norme euclidienne.
- Si F' = @, on dit qu’on une synchronisation compléte identique.

— Si F' # G, on dit une synchronisation complete non identique.

3.3.2 Anti-Synchronisation

Définition 3.5 Théoriquement, deux systémes sont anti-synchronisés si d’une part, le systéme maitre
et le systéme esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue mais avec des signes opposés
et que d’autre part, la somme des vecteurs d’état des deux systémes tend vers zéro lorsque le temps

tend vers linfini [31]. Lerreur d’anti-synchronisation peut donc étre définie comme suit :

e(k) =Y (k) + X (k) (3.5)

3.3. Différents types de synchronisation des systémes dynamiques
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3.3.3 Synchronisation décalée

Définition 3.6 Les chercheurs ont découvert que deux systemes dynamiques chaotiques non iden-
tiques peuvent exposer un phénomeéne de synchronisation dans lequel les variables dynamiques des
deux systéemes deviennent synchronisées, mais avec un décalage en temps [32]. On dit qu'on a une
synchronisation retardée (ou anticipée) si les variables d’état Y (k) du systéme chaotique esclave
converge vers les variables d’état X (k) décalée dans le temps du systéme chaotique maitre comme
Uindique la relation ci-dessous :

tim [V (k) ~ X (k= )] =0, ou lim_[[¥ (k) = X(k+ )] ), ¥z (0). (3.6)

k—-4o00

Avec T est un nombre positive trés petit.

3.3.4 Synchronisation généralisée (GS)

La synchronisation généralisée est considérée, comme une généralisation de la synchronisation
complete, I'anti synchronisation et la synchronisation projective dans le cas des chaotiques de
dimensions et des modeles différant systémes.

Elle manifeste par une relation fonctionnelle entre les deux systemes chaotique : La synchronisa-
tion généralisé a été introduite pour des systemes couplés uni-directionnellement par Rulkov et
al. [33] en 1995.

Pour définir la synchronisation généralisée, on considére un cycle de systéme maitre-esclave re-

présenté par :

{ X(t)=F (X (1)) (3.7)

Y(t)=G(Y () +U
Ou X (t) e R", Y (t) € R™, sont les états de systeme maitre et le systéme esclave respectivement,
F:R*"—R" G:R™ — R™ U(t) = (us(t))’, € R" est un contrbleur a déterminer.

Définition 3.7 S’il existe une fonction ® : R — R™, telles que toutes les trajectoires du systeme
maitre et du systéme esclave avec les conditions initiales x (0) et y (0) vérifient :

lim {[Y'(t) — @(X(#))[| = 0; V2 (0), y (0). (3.8)

t——+o0

Alors le systéme maitre et le systéme esclave 3.2 se synchronisent au sues généralisé par rapport

a la fonction .

3.3. Différents types de synchronisation des systémes dynamiques
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3.3.5 Synchronisation projective (PS)

La synchronisation projective a été d’abord rapportée par Mainieri et Rehacek [34] dans les sys-
témes chaotiques partiellement linéaires, dans les quels les réponses des deux systémes identiques
synchronisent jusqu’a un facteur d’échelle constant «;.

XU et al [2] ont également introduit plusieurs régimes de contréle basés sur la théorie stabilité de
Lyapunov pour mener le facteur échelle a une valeur souhaitée et dérivé une condition générale
pour la synchronisation projective que tous conditionnels des exposants de Lyapunov sont non

positifs pour les systémes en temps continu.

Définition 3.8 On dit qu’on a une synchronisation projective si les variables d’état y; (t) du systéme
chaotique esclave Y (t) = y; (t),,,, se synchronisent avec une constante multiple de létat x; (t) du

systéme chaotique maitre X (t) = z; (t),,,, telle que :
3a; # 0 limly; (1) — aszi ()] = 05 V(2 (0),y (0)), i =1,2,..om (3.9)

On appelle «; facteur d’échelle constant.
— Le cas ou tous les «; sont égaux a 1 représente un cas de synchronisation complete.

— Le cas ot tous les a; sont égaux a —1 représente un cas d’anti-synchronisation complete.

3.3.6 Synchronisation Q.S

La synchronisation Q-S est considrée comme une généralisation de tous les types de synchronisa-

tions précédentes [35].

Définition 3.9 Nous disons qu’un systéme maitre, n-dimensionelle, X (t) et un systéme esclave, m
dimensionnlle, Y (t) sont en synchronisation Q-S dans la dimension d,, s’il existe un controleur
U = (u;)1<i<m et deux fonctions Q :R" — R?, S :R™ — R telle que Uerreur de synchronisation
elt) = QUX(1) — S(Y (1)), vérife Jim_[|e(t)]| = 0.

3.3.7 Synchronisation FPS

La plupart des efforts de recherche mentionnés ci-dessus se sont concentrés sur '’étude d’un fac-
teur d’échelle constant. Récemment, Chen et Li [36] ont présenté une nouvelle méthode de syn-
chronisation notée FPS (en anglais : Function Projective Synchronization). Par la suite, Hon-
gyue Du et al. [37] ont montre qu'un controle peut etre utilisé pour manipuler le facteur échelle
de telle sorte que le systeme émetteur et le systeme récepteur peuvent etre synchronisés jusqu’a

une fonction de mise a ’échelle souhaitée.

3.3. Différents types de synchronisation des systémes dynamiques
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La FPS est une d’énition plus générale de la PS. En comparaison avec la PS, la FPS signifie que
les deux systémes maitre-ésclave peuvent etre synchronisés a une fonction de mise en échelle,
mais pas une constante. Cette fonction pourrait etre utilisée pour obtenir une communication
plus sécurisée, car il est évident que I'imprévisibilité de I’échelle de la fonction dans la méthode
FPS peut en outre améliorer la sécurité de la communication.

Pour le meilleur de nos connaissances, a I’heure actuelle, il y a peu de résultats théoriques sur la
FPS. Motivés par cette raison, nous référons aux travaux de Hongyue Du et al.[37] pour donner
une défnition et un exemple de la méthode.

Pour défnir la synchronisation FPS, on décrit le terme d’erreur par :
e(t)=X(t)— Ht)Y (¢) (3.10)
ou H (t)est une fonction contintiment différentiable bornée et H(¢) # 0 pour tout ¢.

Définition 3.10 Pour le systéme, s’il existe une fonction de mise a U'échelle H (t) telle que tli? le®)|l =

0, alors nous appelons cette synchronisation FPS.

3.3.8 Synchronisation HPS

la synchronisation notée HPS (en anglais : Hybrid Projecive Synchronization) a été proposé
par Manfeng Hu et al. [38]. Dans ce type de synchronisation, les deux systémes émetteur et
récepteur peuvent synchroniser jusqu’a des différents facteurs d’échelle. La HPS peut etre consi-
dérée comme une extension de la synchronisation projective PS, car la synchronisation complete
et anti-synchronisation sont ses deux cas particuliers. Depuis, la synchronisation HPS ne cesse
d’étre étudiée pour plusieurs disciplines, en particulier les communications présenté par A. Khan
et al [39].

Pour défnir la synchronisation HPS, le terme d’erreur est proposé comme :
e(t)=H(t)Y(t) — X(¢) (3.11)

ou H(t) est une matrice de mise a I'échelle, H(t) = diag(hq, ha, ..., hy,), h; est un facteur d’échelle
et h; # 0 pour tout ¢.

Définition 3.11 Pour le systéeme, s’il existe une matrice réversible de mise a Uéchelle H d’ordre n telle

que lim_[le(t)]| =0,
Alors il y a une synchronisation HPS.

1. Si H = I, ou [ est la matrice unité, alors la synchronisation est appelée CS.

3.3. Différents types de synchronisation des systémes dynamiques
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2. Si H = I, alors la synchronisation est nomée AS.

3. SiH =1, et # + 1 un réel constant différent de zéro, alors la synchronisation est appelée
PS.

4. SiH = diag(hq, ha, ..., hy,) €t hy, ha, ..., h, sont des constantes différentes non nulles,

alors la synchronisation est nommée MPS. Donc CS, AS, PS et MPS sont des cas particuliers de
la HPS.

3.4 Méthode de synchronisation

3.4.1 Méthode de controleur actif

Tapplication du contrdle actif pour la synchronisation des systémes chaotiques a été proposée par
Bai et Lonngren [40]. C’est une technique efficace qui a montré sa puissance non seulement
pour la synchronisation des systemes identiques, mais aussi pour la synchronisation des systemes
non identiques. De plus, cette méthode offre une simplicité remarquable pour I'implémentation
de lalgorithme a été présentée par M. A. Ahan [41], O. I. Olusola et al [42], K. S. Ojo et al
[43].

Soient deux systémes chaotiques a synchronisent maitre et esclave définis par :

X =F(X(t) (3.12)
Y =G {#)+U ’

Ou X (t) € R", Y (t) € R" sont les vecteurs d’états des systémes maitre et esclave respectivement,
et /,G:R" — R" U = (), -, est un controleur a déterminer.

Pour que les deux systemes se synchronisent nille faut que l'erreur entre les trajectoires des sys-
temes, donc le systéme converge vers zéro lorsque le temps tends vers l'infini, cet erreur est

déterminé comme suit :

e(t)=Y (t)— X (t) (3.13)

Alors
ét) = Y (t) — X (1) (3.14)
eE)=GY{)-F(X@)+U (3.15)

Si on peut écrire la quantité G (Y (¢)) — F' (X (¢)) de la fagon suivante :

G(Y (1) — F(X (1) = Ae (t) + N(X (1),Y () (3.16)

3.4. Méthode de synchronisation
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I'erreur peut étre exprimée comme suit :
et)=Ae(t) + N(X (t),Y (t))+U (3.17)

dom A € R™ ™ est une matrice constante et N une fonction non linéaire, le controleur U est

proposé comme suit :
U=V —=N(z(t),y(t)) (3.18)

d’ou V est le controleur actif définit par :
V = —Le(t) (3.19)
d’ou L est une matrice de controle inconnue, on obtient donc la formule finale de l'erreur :
é(t) = (A— L)e(t) (3.20)

Donc le probléme de la synchronisation entre le systeme maitre et le systeme esclave et transfor-

mée en probleme de zéro stabilité du systeme 3.19.

3.5 Simulation numérique

3.5.1 Synchronisation complete des systemes chaotiques

On utilise la méthode de controleur actif
On assume qu’on a deux systemes de Lorenz de1963 [15], systeme maitre contrdle le systeme

esclave, représentés respectivement :

&1 =0 (y1 — 1)
Y1 =TT — Y1 — T121
2"1 = —b21 + T1Y1

jj2 :(5(y2—x2)+u1
Yo =TTy — Yo — Ta2o + U (3.21)

22 = _bZQ + T2Y2 + us

Pour la synchronisation complete, 'erreur est défini par :

€1 = T9 — I1
€2 =Y2 — (3.22)

€3 = 22 — 21

3.5. Simulation numérique
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Sa dynamique est :
€1 =Ty — I
€2 = Y2 —
b3 = io — £y
Ce qui donne
é1 =0 (ea —e1) +uy
€y =Te] — €y — To29 + T121 + Us

é3 = —bes + Tays — T1Y1 + U3

d’aprées la méthode de controleur actif, I'erreur peut étre exprimée comme suit :

e(t)y=Ae(t) + N(X (t),Y (t)+U

ég (t) = T —1 0 €9 (t) + —ToZo + T121
és (1) 0 0 —b es (t) TaY2 — T1Y1

D’ou
U=V -N(X(t)-Y(t)
On définit le controleur U comme suit :

U1 = U1
Ug = T2y — T121 + Vs

Uz = —ToY2 + T1Y1 + U3

Remplacons 3.26 dans 3.23, on obtient :

é1:5<€2—€1)+”01

é2:T€1—€2+Ug

ég = —663 + v3
V' le contréleur actif défini par V' = — Le (¢) nous le choisissons comme suit :
V1 = —562
Vo = —T€eq
V3 = 0
D’ou la matrice de controle inconnue
0 60
Lit)y=1r 0 0
0 00

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

3.5. Simulation numérique
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On obtient la formule finale d’erreur :

e (t) | = r =1 0 =] 00 ey (t) (3.31)
és (1) 0 0 -—b 000 es (1)
—0 0 0 €1 (t)
= 0 -1 0 ey (1) (3.32)
0 0 —b €3 (t)
On calcule le polynéme caractéristique et on trouve les valeurs propres \; = —§, A\, = —1,
A3 = —b, tous les \ sont négatives.

Donc le systeme est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov, ce qui assure que pour tout
t — +oo lerreure; — 0 (1 =1,2,3).

C’est-a-dire la synchronisation compléte de deux systemes est réalisée.

3.6 Conclusion

Aprés avoir abordé un peu d’historique de la synchronisation, on a donné les définitions relatives
a la : la synchronisation complete (SC), anti-synchronisation, décalé, généralisé (GS), projective
(PS), Q.S, FPS, HPS.

Aprés, on a annoncé la méthode de contréleur actif pour résliser la synchronisation, en donnat
un exemple numérique pour atteindre la synchronisation complete de deux systemes dynamiques

chaotiques identiques de Lorenz.

3.6. Conclusion



Chapitre 4

La coexistence de GS et IGS entre systemes

chaotiques et hyperchaotiques

4.1 Introduction

Le comportement non linéraire telles que la stabilité, le contréle et la synchronisation des sys-
témes dynamiques chaotiques et hyperchaotiques est devenu un domaine de recherche actif. Il a
attiré de plus en plus l'attention de nombreux chercheurs dans les domaines de la science et de
la technique en raison de ses applications potentielles dans différents disciplines [44, 45]. Vue
I'inmportance des systémes dynamiques non linéaires, ces applications ont trouvées des champs
importants dans les mathématiques [46, 47, 48, 49, 50, 51].

Ce chapitre est concentré sur la coexistence de la synchronisation (GS) et son inverse (IGS) entre
les systémes chaotiques et hyperchaotiques en 3-D et 4-D a temps continu. On utilise la théorie de
stabilité de Lyapunov et la théorie de stabilité des systemes dynamiques linéaires pour prouver

la coexistence de (GS) et (IGS) entre deux systémes de dimensions différentes.

4.2 Définitions de GS et IGS

La synchronisation généralisée GS est caractérisée par I'existence d’une relation fonction nelle
entre 'état Y'(¢) du systeme esclave et 'état X (¢) du systeme maitre, de sorte que Y (t) = ¢(X(¢))
apres un temps transitoire [52]. Différents types de synchronisation peuvent étre obtenus a partir
du GS en fonction du choix ¢. Une variation est repré sentée par son inverse (IGS). Pour IGS, la
synchronisation devient X (¢) = (Y (¢)) apres un temps detransitoire.

Pour défnir GS et IGS, nous considérons le systéme maitre et le systéme esclave, respectivement
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par :
X(t) = F(X(1)) “.1)
Y(t)=GY ) +U (4.2)
ou X (t) = (x;(t))1<i<n, Y (t) = (vi(t))1<i<m sont les états du systeéme maitre et du systéme esclave,

respectivement, F: R" - R" G:R" — R" et U = (u;)1<i<,n €St un contrbleur vectoriel.

Définition 4.1 Le systéme maitre 4.1 et le systeme esclave 4.2 sont en synchronisation généralisée
(GS), s’il existe un controleur U = (u;)1<i<m et une fonction différentiable ¢ : R" — R", tel que
lim Jle()]| = lim [[Y(#) = o(X @))] =0.

t—4o00

Définition 4.2 Le systéme maitre (4, 1) et le systéme esclave (4, 2) sont en synchronisation générali-
sée inverse (IGS), s’il existe un contrleur U = (u;)1<;<m et une fonction différentiable ¢ : R" — R,
telque lim fle(t)]| = lim [lX(t) =@ ()] = 0.

4.3 Coexistence de GS et IGS en 3-D

4.3.1 Description des systemes maitre-esclave chaotiques

Ici, nous supposons que le systeme maitre peut étre considéré comme suit :
3
(1) =Y aga; () + fi(X(1), 1<i<3 (4.3)
j=1

ol X (t) = (w; (t)),;<zest Vétat du systéme maitre 4.3, (a;;) € R*3, f; : R* - R, =1,2,3.
Aussi, nous considérons le systéme esclave comme suit :

i (1) = g:(Y (1)) +wi, =1,2,3,4 (4.4)

ou Y (t) = (yi (t)) ;<4 €st Iétat du systeme esclave 4.4, g; : R* — R, et u;, i = 1,2,3,4 sont des
controleurs.

4.3.2 Formulation du probléme en 3-D

Définition 4.3 On dit que GS et IGS coexistent dans la synchronisation du systéeme maitre (4.3) et

du systeme esclave (4.4), s’il existe des contréleurs u;, i = 1,2,3,4, et des fonctions différentiables

4.3. Coexistence de GS et IGS en 3-D
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1,09 : R* = R, p: R* — R, de telle sorte que les erreurs de synchronisation :
e1(t) =y (t) — o1(X (1))
ea(t) = za(t) — (Y (1)) (4.5)
es(t) = ys(t) — 2(X(2))

satisfont lim e;(t) =0,71=1,2,3.

t——+4o00

4.3.3 Résultats analytiques en 3-D

Le systeme d’erreur 4.5 peut étre dérivé comme suit :

;

w

e (t) =i (t) = Y Gy (1),
j=1
4
y ea(t) = da2(t) = > _52u,(0), (4.6)
J=1
3
és(t) = ys(t) — ;a%%(t),

d’aprés 4.3 et 4.4 on obtient :

a(t) =a 1) +u—, aendj (1),
6x(0) = 3 gty () + X () = S 22340), 47)
és(t) = s (¥ (1)) + s — 325340,
on pose : )
Ri= (¥ () - Y5 (Z )+ ﬁ(X(t)))
Ro=Y asyts(t) + Fo(X () = Y2V (0), “8)
Ry=gs(Y(t) — ) 52 (Zazj% (1) + fz(X(t))>

\

éat) = =) gou; + R, 4.9

4.3. Coexistence de GS et IGS en 3-D
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Pour atteindre la synchronisation entre le systeme maitre 4.3 et le systéme esclave 4.4, nous

supposons que :g—;’; # 0 et les controleurs w;, (i = 1,2, 3,4) sont construits comme suit :

( 3
ur =) (ay- —ci)e;(t) = Ry,
a 9 3 3
up =3 (Z(au — c15)€;(t) — R1> - gﬁ (Z(azj — Co5)e;(t) — R2>
2 \j=1 2 \j=1
o0 [ 3 (4.10)
— <Z(a3j — c3;)e;(t) — R3)
Y2 i—1
3]
us = > (as; —cszj)e;(t) — R
j=1
Ug = 0
\
ou (¢;j)3x3 sont des constantes de contrdle.
d’aprés 4.9 et 4.10 on obtient :
( 3
1= (a1 —c1y)es(t),
j=1
3
éa =Y (az; — cz))e;(t), (4.11)
ng
¢ =Y (ag; — cg;)e;(h).
\ J=1

En substituant la loi de contrdle 4.11, le systéme d’erreur peut étre écrit comme suit :

3

éz‘ (t) = Z(aij - Cij)ej(t)a 1= 1, 2, 3. (412)
j=1
ou sous la forme compacte :
é(t) = (A—Oelt). (4.13)

ou e(t) = (ei(t))1<i<s, A = (as;)3x3, C = (cij)3x3-

Construire la fonction candidate de Lyapunov sous la forme V' (e(t)) = ¢’ (t)e(t), on obtient :
Vie(t)) = ef(t)e(t) + e (1)é(t)

= el (t)(A - C)Te(t) + T (t)(A — O)e(t)

" (t)[(A—C) + (A—O)e(?).

Si la matrice de contrdle C' est choisie telle que : (A — C)7 + (A — C) est une matrice défnie

négative, nous obtenons V (e(t)) < 0.

4.3. Coexistence de GS et IGS en 3-D
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Ainsi, a partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, c’est la solution nulle du systeme d’erreur
4.11 qui est globalement asymptotiquement stable, c’est-a-dire : tligrn llei(t)|| = 0,7 = 1,2,3. Par

conséquent, les systemes 4.3et 4.4 sont globalement synchronisés.

Théoreme 4.1 Il existe une matrice de contréle appropriée C' = (c;;)sx3 pour réaliser la coexistence

de GS et IGS entre le systeme maitre 4.3et le systeme esclave 4.4 sous la loi de controle 4.9.

4.4 Coexistence de IGS et GS en 4-D

4.4.1 Description des systemes maitre-esclave

Maintenant, le systeme maitre et le systéme esclave peuvent étre écrits, respectivement, dans les

formes suivantes :

i (t) = fi (X(#), i=1,2,3. (4.14)
4

gi () = by () — g (V(1) + 1w, i =1,2,3,4. (4.15)
j=1

ot X (t) = (24(t))1<i<s, Y (t) = (vi(t))1<i<a sont les états du systéme maitre et du systéme esclave,
respectivement, f; : R* - R, (i = 1,2,3), (b;;) € R*** ¢; : R* — R sont des fonctions non linéaires

et u;, (i = 1,2,3,4) sont des controleurs.

4.5 Formulation du probleme en 4-D

Définition 4.4 On dit que IGS et GS coexistent dans la synchronisation du systéme maitre 4.14 et

du systéme esclave 4.15,

s'il existe des contréleurs u;, i = 1,2, 3,4, et des fonctions différentiables y1, x2 : R* — R de telle
sorte que les

erreurs de synchronisation :

er(t) = z1(t) — x1(Y(2)),
ea(t) = ya(t) — 1 (X (1)), (4.16)
eg(t) == -’E3(t) - XQ(Y(t))7
64(t) = y4(t) - %(X(t))

satisfont tligl lle:(t)|| = 0,i=1,2,3,4.

4.4. Coexistence de IGS et GS en 4-D
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4.6 Résultats analytiques en 4-D

Le systeme d’erreur 4.16 peut étre décrit comme suit :

on pose :

\

Dans ce cas, nous supposons que :

Ensuite, les controleurs u;, (i =

é(t) = —Zai T,
éa(t) = Tg(i) + uo, 4.17)
élt) = =) Flu; + Ty(1),
L 64(t) = T4](; + Uy
Ti(r) = H(X(1) ~ Y52 (wayxt) + gmt))) ,
To(t) = Y bayy; (1) + a(Y (1)) = D52 f;(X (1)),
j=1 A , (4.18)
Ti(t) = fa(X (1) = Y5 (Z%y](t) + gmt))) ,
)= D baus(t) + ga(Y (1)) = D5 (X (1)
B - S A0
1,2,3,4), sont concus comme suit :
-3 (D=0 1),
Uy = Z(bm — lyj)e;(t) — To,
ok (4.19)
Zﬁz (Z i — lig)e(t) — TZ> g
Uy = Z(%‘ — lyj)e;(t) — Ty

4.6. Résultats analytiques en 4-D
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ot (l;;)axa sont des constantes de contrdle, et :

( dxa Oxg Ox1 _ Ox1 Ox2
_ Oy3 __ Oy3 Oyg  Oy3 Oyg

A1 = 2x30x3_oxq oxz 0 X2 = Dx3 Oxa_Ox31 Oxz
Odyg Oy1 _ Oyy Oyg Odyg 0y1 Oy1 9Oy3

_ 9y3 __ Oyg Oyq Oyg Oyy
A3 = 2x1oxg_ox1 0xz ) Y4 = x1 Oxg _0x1 Oxa
dy3 O0y1 _ Oyy Oy3 dy3 9y1  Oy1 Oy3
9 _9x2 9x1 Oxa _ Ox1 Ox2
ﬂ _ ayl 6 _ 8y1 8y2 ayg 8y1
1 — 9x1 9x2 _ 9x1 Ix2 2 — Ox1 9x2  9xq1 9x2
Ody3 Oy1_ Oyy Oy, Oysz Oy1  Oyy 9y
3 Ox1 3 Bx? 9x2 _9xa Bxg
ﬁ _ 9y 6 __ Oyj Oyq Oyy Oyy
3 7 Ox1 Oxz_Ox1 Oxg 0 M4 T Oxy Oxa_ Ox1 Ox2

\ Oyz Oy1  Oy1 Oyz Oy3 dy1  Oyy Oys

En utilisant la loi de contréle (4.17), le systéme d’erreur (4.15) peut étre écrit comme suit :

4
ei(t) =) (b —ly)e; (t), i=1,2,34. (4.20)
j=1
ou
é(t) = (B — L)e(t). (4.21)

ou e(t) = (e;(t))1<i<a, B = (bij)axa, L = (l;j)ax4 €st une matrice constante de controle.

Dans ce cas, la matrice de controle L est sélectionnée de sorte que toutes les valeurs propres de
B — L aient une partie réelle négative.

Ainsi, par la stabilité asymptotique des systemes linéaires a temps continu, toutes les solutions du
systeme d’erreur 4.21 tend vers zéro comme ¢t — +o00. Par conséquent, les systemes 4.14 et 4.15

sont globalement synchronisés.

Théoreme 4.2 Il existe une matrice de contrdle appropriée L = (l;; )4x4 pour réaliser la coexistence

de IGS et GS entre le systéme maitre 4.14 et le systéme esclave 4.15 sous la loi de contréle 4.20.

4.7 Exemples numériques

4.7.1 Exemple 1:

En tant que systéme maitre, nous considérons un nouveau systeme chaotique 3-D proposé par
Pham et al.[53] :
T1 = —axs,
Ty = bri13 — 3, (4.22)
i3 =i+ x5 — k — dvyxs.
Lorsque les valeurs de parametre sont prises comme : a = 0.1,b =3,¢ =2.2,d = 0.2et k = 0.81, le
systéme 4.22 présente un comportement chaotique, avec des équilibres situés sur la boucle carrée

4.7. Exemples numériques
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arrondie (FIG. 4.1).

2 2
1 ,)' | 1
£ 0 | ;UO
- - al ¥
2 05 1 15 25 05 1 15

Fig.4.1 — Les attracteurs chaotiques pour le systéme maitre (4.20)

en 2-D

En tant que systéme esclave, nous considérons un nouveau systéeme hyperchaotique en 4-D intro-

duit par Vaidyanathan par.[54] :

= (Y2 — y1) + yoys + ya + us,

Jo = — + 0yo + ua,

?{2 YY1Ys3 Y2 2 (4.23)
Uz = t1y2 — B+ us,

Us = —€(y1 + Y2) + ua.

Le systeme 4.23, avec u; = uy = uz = ugq = 0, présente un attracteur hyperchaotique étrange pour

les valeurs des parametres o« = 60, § = 27, v = 160, 6 = 0.3 et e = 2.8.
Le systéme 4.23 n’a pas de points d’équilibre. Par conséquent, le systéme 4.23 a des attracteurs

cachés. Lorsque les conditions initiales sont prises (1 (0),y2 (0), 43 (0),y4 (0)) = (1.2,0.4,0.3,1.4),

4.7. Exemples numériques
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la projection en 3-D du nouveau systeme hyperchaotique est montrée (FIG. 4.2).

S0 5
_ )
> 0 . = 0
e
e
-50 5
-20 0 20 -20 ] 20

Fig.4.2 — Les attracteurs chaotiques pour le systeme esclave (4.21)

avec u; = ug = ug = uqg = 0 en 2-D.

Selon la définition 3, les erreurs entre le systeme maitre 4.22 et le systeme esclave 4.23 sont
décrites comme suit :
er =y — ¢1 (1,72, 73),
e2 = T2 — ¢ (Y1, Y2, Y3, Ya) , (4.24)
e3 = Y3 — 2 (71,2, 73) .
ol ¢y (21, T2, T3) = T1 + To + T3, ¢ (Y1, Y2, Y3, Ya) = Y1 + 22 + 3ys + yj et @y (21, 22, 3) = 175 + 3.
Alors,g—y‘izl,g—y‘z:2etg—yi:3.
En utilisant les notations présentées dans la Section 3, la partie linéaire A et la partie non linéaire
f du systeme maitre 4.22 sont données comme suit :

00 —0.1 0
A= 00 0 et f = briw3 —
00 O i+ 25—k —drizs

Ensuite, la matrice de controle C' est choisie comme suit :

1 0 —0.1
C=102 0 . (4.25)
00 3

4.7. Exemples numériques
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En s’appuyant sur I’équation 4.9, les controleurs u;, us, us et u4 sont concus comme suit :

up = —e; — Ry,
Uy = te1 + Ry + €3 + 3Ry + +3€3 + SRs, (4.26)
ug = —3ez — R3,
ug = 0.
ou
Ri=a(ys — 1) + yoys + ya + azxs + (d — b)xyx3 + cxd) — o] — x5 + k,
Ry = bxyz3 — cxd — (a0 + 20)ya + ayr — ya) + 2vy1y3 + 38 — y2 (3y1 + y3) 4.27)

+2eya (Y1 + 42) ,

R3 = y1y2 — B + awoxs — bxiws + cxd — x} — x5 + k + dryxs.
11 est facile de montrer que : (A —C)T 4 (A — () est une matrice définie négative. Par conséquent,
les systémes 4.22 et 4.23 sont globalement synchronisés en 3-D.

Le systeme d’erreur peut étre décrit comme suit :

él = —€1,
ég = —262, (428)
é3 = —362.

La figure FIG. 4.3 montre I'évolution du temps des erreurs ey, e et e3 entre le systeme maitre 4.22

et le systeme esclave 4.23.

20 ¥ T T T
uhi mml Mm mew
- m A A L A
(1] & 10 16 20 25 30 35 40
time
500
O iy
¢ N ""W\,*"t,w
5005 5 i6 25 30 35 0
time
5 ’ . Y r
s oo FW\M—M“MM*—
5 " L I N
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig.4.3 — Evolution du temps des erreurs e;; e; et ezentre les deux systemes (4.20) (4.21)
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4.7.2 Exemple 2

Dans cet exemple, le systéme maitre est défini par le nouveau systeme 3-D suivant [55] :

i.l = T,
Ty = —T1 + T3T2, (4.29)
I3 = —x1 — axr1T9 — brix3 + C.

Quand (a,b,c) = (15,1,—0.001) et les conditions initiales (x; (0), 22 (0),z3(0)) = (0,0.5,0.5), le
systeme 4.29 présente un attracteur chaotique sans équilibre (FIG. 4.4).

1

05

Fig.4.4 — Les attracteurs chaotiques pour le systeme maitre (4.27)

en 2-D.

Le systeme esclave est décrit par :

U1 = (Y2 — y1) +7ys + ua,
Yo = —Y1Ys — Y2 + YYa + us,
Ys = y1y2 — ys — B + us,

Ys = —6 (Y1 + y2) + us.

Le systeme 4.30 présente un attracteur hyperchaotique étrange pour les valeurs des parameétres

(4.30)

a=4,5=20,v=02etd=0.5[56]. Le systeme 4.30 n’a pas de points d’équilibre. Par consé-
quent, le systeme a des attracteurs cachés. Lorsque les conditions initiales sont prises (y1, ys, y3,¥1) =

(0.4,0.4,0.4,0.4), la projection 3-D du nouveau systéme hyperchaotique est présentée (FIG. 4.5).

4.7. Exemples numériques
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Fig.4.5 — Les attracteurs chaotiques pour le systeme esclave (4.28)

avec u; = ug = ugz = ug = 0 en 2-D

Selon la définition 4 , le systeme d’erreur entre le systéme maitre (4.27) et le systeme esclave
(4.28) est décrit par :
€1 = X1(Y15 Y2, Y3, Ya),
ey = Yo — Y1(71, T, T3), (4.31)
es = x3 — X2(Y1, Y2, Y3, Ya),
s =Yg — Po(T1, T, T3).
) =

ou x1 (Y1, Y2, Y3, Ya) = Y1 + Y3 + y2ua, @1 (21, 22, 23 T1+ T2+ 23

X2 (Y1, Y2, Y3, Ya) = l(yl — Y3 + Yous), O2 (T1, T2, 3) = 21 + X273
Ox1 Ox2 _ 9xa 9x 2
Alors, ay; ayf 8y11 8y32 =y;+1#0.

En utilisant les notations présentées dans la Section 4, la partie linéaire B et la partie non linéaire

gdu systéme maitre 4.30 sont données comme suit :

—4 4 0 0.2 0
0 —1 0 0.2 —
B— etg— Y1Ys3
0 0 -1 0 YylYa — B
-05 =05 0 0 0

Ensuite, la matrice de controle L est sélectionnée comme suit :

0 4 0 02
0 0 0 02
L= (4.32)
0 0 0 0
-05 —05 0

4.7. Exemples numériques
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Selon I’équation 4.19, les contréleurs uy, us, uz et uy sont congus comme suit :

ou

(

\

Uy = L [(461 -+ Tl) + 2y4 (62 + Tg) + (63 + T3> + 2y2 (364 -+ T4)] s

y2l

Uy = —eg — T,

e ) (4.33)
ug = o2 (1 +11) +ya(ea + To) — g (es + 1s) + 3ya (ea + T4)
U4:—364—T4.
)

Ti=zs—a(—y) tya(=y+ynys + 92— 1) — g2 +ys + 5
+0y2 (Y1 + y2) ,

Ty = — — Yg + + 21(2 + bx3) — 2o (1 + x3) + ax1x9 — C,

2 Y1Ys — Y2 T VYa 1 3) 2 ( 3) 142 (4.34)

T3 = —x1 — ax129 — br123 + € — y% (o (y2 — 1) + YYa)
—ya (—1ys — Y2 +7Ys) + (12 — ys — ) — y2 (—0 (v1 + v2)) ,

\ Ty = =6 (y1 +y2) — To(22 + ¢) + 2122 (1 + azg + bx3) + 7173

Nous pouvons montrer que toutes les valeurs propres de B — L ont des parties réelles négatives.

Par conséquent, les systemes 4.29 et 4.30 sont globalement synchronisés en 4-D.

Le systeme d’erreur peut étre écrit comme suit :

él = —461,
€9 = —e3,
? 2 (4.35)
€3 = —es,
é4 = —364.

Les résultats numériques représentés (FIG. 4.6) montrent l'efficacité de la méthode proposée.
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Fig.4.6 — Evolution du temps des erreurs e;; ey, eet eqentre

le systeme (4.27)et le systeme(4.28).

4.7. Exemples numériques



Chapitre 4. La coexistence de GS et IGS entre systémes chaotiques et hyperchaotiques

4.8 Conclusion

Motivés par I'importance de la synchronisation généralisée pour améliorer la sécurité et la trans-
mission rapide de I'information, on a présenté dans ce chapitre un nouveau schéma de synchro-
nisation. Ce nouveau schéma est basé sur la combinaison de la synchronisation généralisée (GS)
et son inverse (IGS). Ce shéma a été construit pour réaliser la coexistance entre un systeme
maitre en 3-D et un systeme esclave a 4-D. Quelques exemples numériques sont incorporés dont

I'attention de montrer l'efficacité des approches théoriques développées ici.

4.8. Conclusion



Conclusion générale

Actuellement, la synchronisation fait I'outil le plus moderne pour sécuriser la transmission de I'in-
formation, et aussi pour améliorer et accélérer 'acces aux informations. Par conséquent, plusieurs
types de synchronisation ont été présentés. I’étude du schéma inverse de synchronisation est une
idée séduisante, et qui peut améliorer le cryptage des systémes de transmissions. Récemment, la
combinaison de schémas de synchronisation est introduite et sert a sécuriser les communications.
Dans ce travail de mémoire, on a étudié la coexistence de la synchronisation généralisée (GS) et
son inverse (IGS) entre deux systémes chaotiques et hyperchaotiques a temps continu.

On a réservé le premier chapitre a la présentation des systémes dynamiques et leurs types dans le
quel on a initié 'étude de la stabilité de ces systemes. Dans le deuxiéme chapitre, on a présenté
une vue panoramique sur la théorie du chaos et les attracteurs.

Dans le troisiéme chapitre, on a abordé les différentes définitions de la synchronisation des sys-
temes chaotiques, et en citant les différents types de la synchronisation et leur méthodes les plus
utilisés. Dans le quatriéme chapitre, on a examiné la combinaison de deux différents types de
synchronisation (GS) et son inverse (IGS) entre deux systemes chaotiques non identiques avec
des différentes dimensions. Premierement en 3-D en utilisant la théorie de la stabilité de Laypu-
nov. Ensuite, on a prouvé la coexistence de la synchronisation (IGS) et la synchronisation (GS)
en 4-D en controOlant la partie linéaire du systeme esclave et en utilisant la théorie de la stabilité
des systemes linéaires en temps continu. Les deux exemples numériques fournis dans ce travail

ont clairement confirmé l'efficacité de 'analyse théorique.
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