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Résumé

Soient H un espace de Hilbert complexe et B(H) 'ensemble de tous les opérateurs linéaires
bornés sur H.

Pour T' € B(H), on note par 7" ; " adjoint de 'opérateur 7', pour un opérateur 7' € B(H) ; soient
T| = (T*T)"? et |T*| = (TT*)"2.

Pour 0 < p < 1, T est un opérateur p-hyponormal si :

T = T

Sip=1etp=1,T estdit hyponormal et semi-hyponormal, respectivement.
Cobjectif principal de ce travail est de donner plus d’informations sur les propriétés de base des
opérateurs p-hyponormaux dans les cas p = 1,p = % et le cas général) et I’ étude de la théorie

spectrale de ces derniers.

Mots clés

Espace de Hilbert, opérateur, hyponormal, semi-hyponormal, p-hyponormal, spectre.



Abstract

Let H be a complex Hilbert space, and let B(H) denote the set of all bounded linear operators on
H.

For T € B(H), we denote by T* ; the adjoint of T, For an operator T' € B(H); let |T'| = (T*T)"/?
et |T*| = (TT*)"/2.

For 0 < p < 1, T is said to be p-hyponormal if :

T = T

When p =1 and p = 3, T is said to be hyponormal and semi-hyponormal, respectively.

The main objective of this work is to give more informations on the basic properities of p-
hyponormal operators in all his cases p = 1, p = % and the general case and to give the spectral
theory of those operators.

Keywords

Hilbert space, operator, hyponormal, p-hyponormal , semi-hyponormal, spectrum.
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Notations

Nombres réels.

Nombres complexes.

Norme.

Produit scalaire.

Module complexe, valeur absolue.
Rayon spectral de A.

Spectre de A.

Partie réelle de A.

Corps quelconque.

Resolvante de A.

Somme dirécte.

Complémentaire orthogonale de A
Adjoint de A.

Application de distance.

Espace de Hilbert.

Noyau de A.

Image de A.

Code d’auto-adjoint.

Algebre des opérateurs linéaires bornés de I'espace H.
Algébre des opérateurs linéaires bornés de H vers K.
Algebre des opérateurs linéaires de I'espace H.

Algébre des opérateurs linéaires de H vers K.

Image numérique de A.



 Introduction Générale |

Soient H I'épace de Hilbert complexe et B(H) I'espace de tous les opérateurs linéaires bornés
définis dans I'espace de Hilbert H.

Soit 7' un opérateur dans B(H),on note par 7*, |’ adjoint de 'opérateur T'. Copérateur T est dit
normal ¢’il satisfait a la condition 7*1" = TT*, et hyponormal si 7*T > TT* qui est équivalant a
la condition ||Azx| < ||A*z|| pour tout x € H,
pour un opérateur 7 € B(H), ona: |T| =(T*T)z et |T*| = (T'T*)2).

T est un opérateur p-hyponormal si :

N

|T|* > |T**. Sip = 1, T est dit semi-hyponormal, i.e. semi-hyponormal si; (772 — (TT*)% > 0.

Il est évident que dans le cas ou p = 1; 7 est hyponormal.

La notion d’opérateur hyponormal a été introduite par Halmos en 1950 sous un autre nom dans
[15]. Aprés une période nécessaire d’accumulation des notions, bien exposé dans le livre de pro-
blémes de Halmos [16] sous le nom d’opérateur hyponormal, Putnam a soulevé le sujet a un niveau
supérieur en découvrant sa fameuse inégalité et en considérant tout depuis les perspectives de
I'algebre des commutateurs. C’est Joel D. Pincus qui a poussé 1’étude des opérateurs hyponormaux
et semi-normaux a une nouvelle direction.

La classe des opérateurs semi-hyponormaux a été introduite par D. Xia [27] en 1983, et la notion
d’opérateurs p-hyponormaux a été introduite par A. Aluthge [3] en 1990. depuis plusieurs auteurs
I'ont étudié Muneo Cho et al, et Masatoshi Fujii et al.

Dans une certaine mesure, les opérateurs hyponormaux, semi-hyponormaux et p-hyponormaux
sont proches au opérateurs normaux. Bien que ces trois classes d’opérateurs contiennent les opé-

rateurs normaux comme SOUS-CIEISSG,

Pour faire face a ces opérateurs non normaux, de nouveaux concepts doivent étre introduit et un
certain nombre de difficultés doivent étre surmontées. Une chose en commun parmi ces opéra-

teurs est qu’ils sont tous unitaires.

Dans ce mémoire, on étudie la classe des opérateurs p-hyponormaux( pourlescasp=1,p = 3
et le cas général). Un opérateur p-hyponormal est une génération des opérateurs normaux.

Ce mémoire se compose de trois chapitres.
Chapitrel : Ce chapitre est le chapitre des notions préliminaires, on a donné quelques défini-
tions et propriétés fondamentales des opérateurs et nous citons quelques classes des opérateurs

(opérateur normal, positif, auto-adjoint,....).




Chapitre2 : Dans ce chapitre on présenté une étude du cas p = 1 des opérateurs p-hyponormaux
qui est le cas des opérateurs hyponormaux avec quelques exemples et donner les propriétés les
plus importants de cette classe d’opérateur, comme on a étudié la théorie spectrale de ces opéra-
teurs.

Chapitre3 : Dans le derniére chapitre on a étudié les classes des opérateurs semi-hyponormaux

et p-hyponormaux et leurs études spectrales.




Chapitre 1

Rappels et préliminaires sur la théorie des

opérateurs

Dans ce chapitre, on présente les notions préliminaires qui concernent la défintion d’un opérateur
borné dans un espace d’Hilbert et d’autres définitions et résultats que nous avons utilisé dans
notre travail. On a donné quelques définitions des opérateurs : adjoint, isométriques, unitaires,
positifs, auto-adjoints et compact avec des propositons et propriétés importantes. Puis on passe

au spectre d’'un opérateur borné avec la définition de tous ses types.

1.1 Espace Vectoriel

Définition 1.1 On appéle espace vectoriel topologique tout espace EE muni d’'une topologie rendant
continues les applications :
(x,y) e EXE —x+y

et
(\z) ERX E— A\x

On notera également qu'une application linéaire entre espaces vectoriels topologiques est conti-
nue si et seulement si elle I'est en 0. Enfin, on rappéle quun espace topologique est séparé, si pour

tout couple de points distincts posséde des voisinages disjoints.

Définition 1.2 Soit k, un corps. On dit que (E, +, .) est un k-espace vectoriel si (E, +) est un groupe

Abélien et si - est une loi externe sur FE ayant k pour domaine d’opérateur, vérifiant les quatre points
suivants : ¥Y(\, p) € k2, V(z,y) € E?,
(D) 1.z = x,
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() A.(x +y) = Az + Ny,
(i) (X + p)z = Az + pa,
() (Ap)z = A(pux).

Définition 1.3 Soient E un k-espace vectoriel et X C E. On dit que X est un sous-espace vectoriel

de FE s’il satisfait aux conditions de stabilité linéaire, i.e. :

V(z,y) € B’etVA € Ko +yc Xetx € X

1.2 Espace Normé

Définition 1.4 Un espace vectoriel linéaire X est dit espace normé si pour chaque élément x € X ;

il existe un nombre réel noté par ||z|| (norme de x), vérifiant les propriétés suivantes :

1-||z|| > 0,Vz € X et |jz| =0 & 2 =0,
2 |\ = A lall, ¥ € X, A € K,
3- ||z +yl < |zl + ||yl , Vz,y € X (inégalité triangulaire).

Dans cet espace, on introduit la métrique

d(z,y) = ||z =y

(la distance entre x et y)

1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.5 Soit E un espace vecoriel sur le corps k( k = R ou bien C). Un produit scalaire sur

E est une fonction (z,y) : E x E — k vérifiant les propriétes suivantes :

Définition 1.6 Un espace vectoriel F sur k est dit; espace Euclidien ou préhilbertien s’il est muni

d’un produit scalaire. Le produit scalaire d’'un espace Euclidien nous donne une norme définie par :

[ull = v/, u)

1.2. Espace Normé
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Définition 1.7 On dit qu’'un espace normé X est complet si toute suite de Cauchy a une limite dans
X.

Définition 1.8 Un espace de Hilbert est la donnée d’'un espace vectoriel H complexe et d’une forme

sesquilinéaire, i.e. linéaire en la premiére variable :
Az + N2’ y) =Xz, y) + N (2 y), Yo,y € B, AN € C
Et anti-linéaire en la seconde :

(x, By + BY) =Bz, y) + 5 (x,y), Yo,y € E, 5,8 € C

Cette forme sesquilinéaire est de plus hermitienne : (x, y) = (z, y) et strictement positive : © #

0 = (x, y)> 0.

Remarque 1.1 Lespace de Hilbert sur K est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, qui est

de plus complet pour la norme ||.||.

Exemple 1.1 1- L ’espace k", muni du produit scalaire défini par :

1<i<n

est un espace de Hilbert.

Définition 1.9 Si g,h € H, on dit que g et h sont orthogonaux, et on écrit g 1 h si (g,h) = 0. Si
M est une partie de H, Uorthogonal de M défini par :

M*={hecH :Vge M, hlg)

Lemme 1.1 [10] Soit E une partie non vide d’'un espace préhilbertien H, on a :
1) E+ est un sous-espace fermé de H.
2ECF=F CE.

3) E a méme orthogonal que le sous-espace fermé engendré par E.

La remarque suivante est souvent utile :

Remarque 1.2 Un sous-espace M C H est dense si et seulement si M+ = {0}. De plus, si M est un

sous-espace fermé, alors H se décompose en somme directe
H=M®M"

Définition 1.10 On appelle espace de Banach sur K tout espace vectoriel normé {E, ||.||} complet

pour la métrique associée a la norme.

1.3. Espace de Hilbert
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1.4 Opérateur linéaire borné

Définition 1.11 Soient H, Hy des espaces de Hilbert, un opérateur T" est une application définie de
H a valeurs dans H, vérifiant les conditions suivantes :

() Additive : T(z +y) =Tz + Ty, xz,y € H.

(ii) Homogéne : T'(ax) = oTx,x € H et pour tout nombre complexe «.

Le sous-espace vectoriel D(T') C H a valeurs dans Hy; tel que D(T) = {x € H,Tx € Hy} est appelé

le domaine de Uopérateur.

Exemple 1.2 Soient X un espace vectoriel sur le corps C et A € C; Uapplication A : X — X définie

pour z € X par:

A\(x) = Ax

est un opérateur linéaire.
En effet pour x;, xo € Xeta € C;

Ona :
Ay(axy + 29) = Maxy + z2)
= (1) + (A\z2)

= aA(x1) + Ax(x2)

Remarque 1.3 Soient H, Hy et H; des espaces de Hilbert et Ay € B(H, Hy); Ay € B(Hy, Hy).

Lopérateur composé des deux opérateurs noté

AQOAl c B(H,Hl)

Remarque 1.4 [10] - On notera KerT le noyau de Uopérateur T i.e.

KerT ={x € H,Tx =0}

- ImT désignera le sous-espace de H, image de H par T. On le notera aussi T'(H).

1.4. Opérateur linéaire borné
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- KerT (resp. ImT) est un sous-espace vectoriel de H (resp. de Hy). On notera que KerT est toujours

un sous-espace fermé de H mais ImT n’est pas forcément fermé dans Hy.
Remarque 1.5 - Opérateur identité noté I est défini par :
I =xNYNr e H

- Opérateur nul 0 est défini :
0Oz =0,Vxr e H

- On note L(H) Uensemble des opérateurs sur H. Si A € L(H), on définit la norme de Uopérateur A
par:
|All = sup [|AR]| , {h € H, ||n]] < 1}

Définition 1.12 Soient X et Y deux espaces normeés, un opérateur T' défini sur X dans Y et dit
linéaire, s’il vérifie les conditions suivantes : Pour tout u,v € X et o, 5 € k(k =R ou C) :

i) Au eY.

i) Alau + fv) = aAu + fAv.

Définition 1.13 Soient X et Y deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur X dans Y

est dit borné s’il existe une constante positive C, telle que :

[Aully < Cllullyx,Vue X
Exemple 1.3 Soit H un Hilbert. Lopérateur I (lidentité) est borné car
Ve e H : |[I(x)] = [l
Soit H = [2. Lopérateur (shift)
A:H—H
r — A(z) = (0,21, 29, 3, ...)

Soit H = [?. Lopérateur
A:H—H

x — S(x) = (r1,3xe, T3, 314, 5, 3T6, ...)
est borné car;
||AxH2 = |a:1|2 +9 |:c2]2 + \:L'3]2 +9 |x4\2 +...+9 \x2n|2 + ...
d’ou;
||A:L’||2 < |£U1|2 +9 |m2|2 + |a:3|2 +9 |:zc4|2 +..+9 |5€2n|2 + ..

1.4. Opérateur linéaire borné
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par conséquent :
| Az]|* < 9 |2

donc :
Je=3>0, telque; ||Az|* < 3|z|,Vz € I

d’ou A est borné.

Définition 1.14 Soient E et I’ deux espaces de Banach, on appelle opérateur borné de E dans F

toute application linéaire continue de F dans F.

Définition 1.15 On dit que A est continu (borné) s’il existe C' > 0 tel que :
[Az]| < C|]]

Remarque 1.6 [10] Si A est un opérateur defini sur un espace de Hilbert H,

1. L (H) désigne Ualgébre des opérateurs linéaires définis et a valeurs dans H.
2. B (H) désigne lalgébre des opérateurs linéaires bornés définis et a valeurs dans H.B (H) est muni

de la topologie engendrée par la norme :

Al = sup{[[Az||,z € H : ||z]| = 1}

3. Pour un élément A de L (H) , on note l'image de A par
R(A)={Ax:z € H}

et le noyau de A par
ker (A) ={z € H: Az =0}

4. Si A€ B(H),et si

pour tout x € H, alors :

Lemme 1.2 Soient A,B € L(H)et0 < A < B, alors A* < B*, pour touts « € [0, 1].

1.4. Opérateur linéaire borné
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1.5 Quelques classes des opérateurs
Opérateur adjoint

Définition 1.16 Soient H et K deux espaces de Hilbert et T' € L(H, K). Lopérateur T* € L(K', H')
tel que pour tous x € H,y € K on ait :

(Tz,y) = (z, T"y)

T* est appelé adjoint de T.

Proposition 1.1 Soient A € B(Hy, Hs) et B € B(Hs, H3). Alors :
1. A* est borné et ||A*|| = || A]| .

2.(A%)* = A.

3. Ker (A) = (im (A*))tet im (A) = (Ker A*)*.

4.(BA)* = A*B*

Définition 1.17 On appelle module de T et on note par |T| lopérateur :

-

T| = (T°T)2

Définition 1.18 Si 7' € L(H, H) est tel que T' = T*, on dit que Uopérateur T' est auto-adjoint (ou

hermitien).

Théoreme 1.1 [10] 1) Pour tout A € L(H, H'), ona:
(A)" = Acet |[A%]] = [[A]l
2)SiAe L(H,H"Y et Be L(H', H), alors
(Bo A)* = A* o B*
3) Pour tout Ay, Ay € L(H, H') et tout A\, u € C, on a
(AL + pAy)* = NA] + pA;

Exemple 1.4 Soit H = L*([a,b])(a < b) Uespace des classes de fonctions x : [a,b] — C de carré

sommable avec le produit scalaire < z,y >= [ z(t)y(t)dt et soit f : [a,b] — C une fonction continue

fixée. Lapplication T qui a la fonction x € H fait correspondre la fonction Tx définie sur [a, b] par

(T)(t) = f(t)x(t)

est un opérateur T' € L(H, H) appelé opérateur de multiplication par f. Lopérateur T* € L(H, H)

est alors Uopérateur de multiplication par la fonction f.

1.5. Quelques classes des opérateurs
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Remarque 1.7 Pour tout A € B(H,, Hy), Uopérateur A*A € B(H,) est auto-adjoint, car

(A*A)* = A*A* = A*A
Remarque 1.8 [10] Tout opérateur A € L(H) peut étre représenté de maniére unique comme
A=T+1iS

ouT,S € L(H) sont opérateurs auto-adjoints. En effet, si on écrit A =T +iS, alors A* =T —iS,

dou T = 44 et § = 4247,

Définition 1.19 Un sous-espace E de H est invariant par T'si T(E) C E.

Exemple 1.5 Chaque sous-espace propre de T est invariant. Plus généralement, l'espace engendré

par n’importe quel sous-ensemble de vecteurs propres de T est un sous-espace invariant.

Proposition 1.2 Soit T' € L(H) un opérateur auto-adjoint. Si ' C H est un sous-espace invariant

par T, alors E* est aussi un sous-espace invariant par T.

Preuve. Soit x € E-+. Alors pour tout y € E,

(Tz,y) = (x,Ty) =0

d’ou
Tx € E+

u
Définition 1.20 [10] o Un opérateur U € B(H) est appelé unitaire si :
UU*=1dy et U'U = 1dy
o Un opérateur U € B(H) est appelé isométrie si :
UU=1I
o Un opérateur P € B(H) est appelé positif si : P est auto-adjoint et si :
(P(x),x) >0,Ve € H

o On définie la projection orthogonale par :

pP:=pPp=p

1.5. Quelques classes des opérateurs
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Définition 1.21 La projection P € B(H) est un opérateur auto-adjoint.

Opérateur normal

Définition 1.22 Soient H un espace de Hilbert et A: D(A) C H — H . On dit que A est normal
si: A*A — AA* = 0 ce qui et équivalent a :

D(A) = D(A") et [|Aul| = [[A*ull
pour tout u € D(A) = D(A").
Corollaire 1.1 Tout opérateur auto-adjoint est normal.

Proposition 1.3 Soit A € B(H), alors A est normal, si et seulement si,

||Az|| = ||A*z| pour tout x € H

Preuve. A est normal < A*A — AA* =0
& ((A*A— AA*)x,z) = 0 pour tout x € H
& (A*Azx, ) = (AA*x, x)
& || Az])* = [|Az|*.

Proposition 1.4 [10] Soit A normal, on a :
1. Lopérateur oA est aussi normal pour tout o € C.

2. Lopérateur A™ est aussi normal pour tout n € N.

Preuve. 1) Nous avons
(A)(aA)* = aaAA*

et
(A)" (aA) = aaA* A,

Puisque A est normal, d’ou il sont égaux.

2) A est normal, d'ou AA* = A*A
= (AA*)" = (A*A)"
= A"(A*)" = (A*)r A"
= A"(A™)* = (A")*A"

C’est -a-dire A™ est normal, pour toutn € N. m

Corollaire 1.2 Soient P un polynéme et A est un opérateur normal. Alors P(A) est aussi normal.

1.5. Quelques classes des opérateurs
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1.6 Opérateurs compacts
Opérateurs compacts constituent une classe importante d’applications linéaires continues.

Définition 1.23 Soient F et F deux espaces vectoriels normés. Une application T € L(E, F) est un

opérateur compact si T'(B)est un compact de F, olt By, est la boule unité fermée de E.

Définition 1.24 Une combinaison linéaire T' = o1} + 15 des opérateurs compacts est un opérateur

compact, pour tout o, 3 € k.

Proposition 1.5 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des opérateurs

A ou B est compact.

Définition 1.25 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Une application T € L(E, F) est dite
de rang fini si la dimension de l'image de L est finie i.e. dim L(F) < +o00. On note R(E, F') Uespace

des opérateurs de rang fini.

Remarque 1.9 Tout opérateur de rang fini est compact. En effet, T(Bg) est un fermé borné de
Uespace de dimension finie L(E), est donc compact. Comme K(E, F') est fermé, il s’ensuit que tout
opérateur qui peut étre approché par des opérateurs de rang fini est également compact; c’est un

critére tres utile pour montrer qu’un opérateur est compact.

Corollaire 1.3 Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit T' € L(E,F), tel qu’il existe T,, €
R(E,F), etlim, |1, — Tk|| = 0. Alors T est compact.

Remarque 1.10 On a la réciproque, pour un espace de Hilbert, tout opérateur compact est limite

d’une suite d’opérateurs de rang fini.

1.7 Opérateur inverse
Définition 1.26 On dit que A € L(E, F) est inversible s’il existe
B € L(F,E)

tel que :
AB = Iy, BA = Ip

lopérateur B (lorsqu’il existe) est unique. On Uappelle Uinverse de A noté par A=

1.6. Opérateurs compacts



Chapitre 1. Rappels et préliminaires sur la théorie des opérateurs

Théoreme 1.2 Soient H un espace de Hilbert et A € L(H). Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(1) A est inversible.

(2) A est injectif.

(3) A est surjectif.

(4) A admet un inverse a droite (i.e. il existe U € L(H) tel que Ao U = Ip).

(5) A admet un inverse a gauche (i.e. il existe V € L(H) tel queV o A = Iy ).

Proposition 1.6 Soient T, S des opérateurs liniaires bijectifs de Uespace de Hilbert H sur H, alors
Uinverse (ST) ™" du produit (composé) (ST) existe, défini

(ST =T7's

Définition 1.27 Considérons le couple d’espaces de Hilbert H; (i = 1,2); et les opérateurs A, B €
B (H,), B (H,) nous désignerons par A® B le produit tensoriel des opérateurs A, B qui est Uopérateur

bilinéaire continu
X B(Hl) x B (HQ) — B(Hl &® HQ)
define par :
(A,B)— A® Bet (A B)M = (A, M) B

( on peut considérer le (A ® B) M = BM A*). Le produit tensoriel vérifie :

(A® B)(X®Y) = (AX ® BY)

Définition 1.28 Si H = H, © H,, un élément A de B (H) est la somme directe des éléments A; et
Ay. Onnote A=Ay @ Ay, si Ay € B(Hy ) et Ay € B(Hy); Ve =21 +1x9 € H, 11 € Hy et x5 € Hy,
ona:

Ax = Ajxq + Ayxs

Définition 1.29 Soit S opérateur de B (H), on dit que S est similair a un opérateur T, s’il existe un
opérateur inversible A tel que :
S=A"TA

Définition 1.30 Soit T' € B(H), alors T = U |T| ot |T| = (T*T)% et U est une isometrie partielle

avec Uespace initial R (|T'|) et N (U) = N (|T'|), alors T = U |T| est la décomposition polaire de T.

1.7. Opérateur inverse
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1.7.1 Etude spéctrale d’un operateur

Définition 1.31 On dit que A est une valeur spectrale de Uopérateur A, si A—\I n’est pas inversible.

Lensemble des valeurs spectrales de A est le spectre de A noté o (A).On note Ay = (A — M) et

o (A) ={X € C: A, n’est pas inversible}

On dit que X est une valeur propre de Uopérateur A, s’il existe x € H non nul tel que : Ax = Az,

autrement dit si A — \I n’est pas injectif. Lensemble des valeurs propres de A est noté par o, (A).

o, (A) = {X € C: A, n’est pas injectif}
appelé spectre ponctuel de A.

Remarque 1.11 [?] a) On a toujours o,(T) C o(T).

b) Soient V un espace vectoriel normé de dimension finie et T une application linéaire sur V. Alors
(T — M) est inversible précisément lorsque \ n’est pas une valeur propre de T. Il en résulte que le
spectre 0,(T) = o(T).

Exemple 1.6 [?] Soit (\,),, oy une suite dans C* telle que : lim X, = 0. On définit Uopérateur T

n—-4o0o

sur I? par T (z,,) = (\yx,) comme (T — M)z = (A, — \) 73, alors

T\ ly =&
( )"y o

Il en résulte que (T' — AI) est un opérateur borné si et seulement si A\ n’est pas dans Uadhérence
de {\i}ren, qui n'est autre que { A\ }renU {0}. Comme Te, = Mpex, pour ey un élément de la base
canonique de %, on en déduit que tous les )\, sont des valeurs propres de T. Mais 0 n’est pas une

valeur propre car T est injective (puisque tous les \;, # 0). D’out :
o(T) = {M}ren U {0} et op(T) = { A }ren-

e La résolvante de Uopérateur A notée p(A) =C \ o (A).

e Le spectre ponctuel approché de A est :

0. (A) = {/\ € C, tels qu'il existe une suite normée unitaire {x,} € H : nEToko” = O}

e Le spectre approché réduisant de A est :

1.7. Opérateur inverse



Chapitre 1. Rappels et préliminaires sur la théorie des opérateurs

Oar (A) = {)\ € G, tels qu'il existe une suite normée unitaire {x,} € H : lim Az, =0, lim (4))*z, =0

n—-+4oo n—-+o0o

e Le spectre ponctuel joint (joint point spectrum) de A noté o,; (A) est Uensemble des \ € C, tels
qu’il existe un élément nonnulx € H : Ayx =0et Ajx =0.0na:
opi (A) Cop(A) Co,(A) et oy (A) Co,(A)

Proposition 1.7 Soit T' € B(H) un opérateur normal. Alors,

o(T) = 0p(T) U 0c(T) = 0ap(T)
Proposition 1.8 Le spectre d’un opérateur normal est égale au spectre approximatif, i.e,
o(T) = 04p(T)
Proposition 1.9 Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide.
Théoreme 1.3 [?] (Identité de la résolvante) Soient A € L(E) et A\, ju € p(A), Alorson a :
Ra(A) = Ru(A) = (A = m)Ra(A)Ru(A) = (A = ) Ry(A)RA(A)

Définition 1.32 [?] (Rayon spectral) Le rayon spectral de A est noté par r(A) est le plus petit disque

centré par zéro et contient o(A) i :e;

r(A) :==sup{[A|, A € 0(A)} = sup |
A€o (A)

Si 0(A) = ¢, par convention on pose r(A) := 0.

Définition 1.33 Limage numérique d’'un opérateur A noté :

W(A) = {{Az,2) : [lz] = 1}

la fermeture de l'image numérique est notée par : W (A).

Exemple 1.7 On utilise le théoréme spectral pour calculer le spectre d’un polynome par

exemple :

1.7. Opérateur inverse
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=(07)

Ona: o(A) = {1,2} Si on veut calculer o(A?) & partir de o(A) on trouve

o(A%) = {1,4}

car : si P(x) = x?; alors
o(A?) = o((A))?

1.7. Opérateur inverse
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Opérateurs hyponormaux

Soient H un espace de Hilbert complexe et B(H) l'algébre de tous les opérateurs linéaire définis
sur H.

En généralisant le concept de normalité, plusieurs auteurs ont introduit des classes d’opérateurs
non normaux. Le but de ce chapitre est I'étude de la classe des opérateurs hyponormaux qui
occupe un endroit intérmediaire entre les opérateurs normaux et non normaux.

La notion d’opérateur hyponormal a été introduite par Halmos sous un autre nom dans [15] en
1950. En 1967 dans son livre [16] Halmos a utilisé le terme opérateur hyponormal.

Dans ce chapitre, nous présentons les principaux concepts des opérateurs hyponormaux en com-
mencant avec ca définition et on clarifie cette définition par des exemples, ensuite on étudie
quelques opérations sur les opérateurs hyponormaux, enfin, on conclut ce chapitre par des pro-

priétés élémentaires.

Définition 2.1 [23] Soit T' € B (H) , on dit que T est un opérateur hyponormal si et seulement si :

™r>TT*
T*T —TT* >0, ouT" est 'adjoint de T’

ie., (T*T —TT*)x,x) > 0,Vx € H. On note la classe des opérateurs hyponormaux par (HN).

Proposition 2.1 [23] Soit T' € B (H) , si T est un opérateur hyponormal ; on a U'équivalence :

T"T 2 TT" & ||Tx|| = |T"z|| Vo € H

23
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2.0.2 Quelques exemples des opérateurs hyponormaux

i a 0 a 0
Exemple 2.1 SozentT:<0 b),a,beC.Ona:T*:<O B),alors

a 0 a 0 aa 0
T = _ = _ =TT"
0 b 0 b 0 bb
d’ott T*T — TT* = 0; donc T est normal; alors T*T — TT* > 0,7 € (HN).

Exemple 2.2 Soient T € B(H), o, € R:

0 0 00
a 0 0 0
T —
0300
0 0 8 0
0 0 0 O > 00 0 a? 0 00
0 a2 0 0 0 B 00 0 B—a®> 0 0
OnaTlTl™* = etT*T = Alors T*T-TT™* =
00 B8 0 0 0 B 0 0 0 00
0 0 0 f 0 0 0 p 0 0 0 0
Dong, T est hyponormal sous la condition (5 — o?) > 0.

Lexemple suivant est d'un opérateur hyponormal mais qui n’est pas normal qui doit étres défini

dans un espace de Hilbert de dimension infinie.

Exemple 2.3 Soient (e, )32, une base orthonormal d’un espace de Hilbert separable H et (a,,)$° , une
suite de scalaire bornée.

définie Uapplication linéaire bornée T comme suit :

T : H—H

TGZ‘ = aieiH,W e N.

ce qui équivaux a :

(0.0
Tx = Z (T, en) anenit
n=1

d’ou1
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o0

Ty = Z (x,en) nenit

n=1
T est hyponormal si est seulement si la suite (|a,|)3> ,est strictement décroissante.

D’autre part, T est normal si est seulement si
a, = 0,Yn € N,
d’otl
T=0.
2.1 Opérations sur les opérateurs hyponormaux

Proposition 2.2 Soient T' € (HN) et «, 3 des nombres complexes ; alors : o1 + 1 € (HN).

Preuve. Cela découle immédiatement de

(aT + BI)* («T + BI) — (aT + BI) (aT + BI)*
= (@I™+38I) (aT +pI) — (aT + BI) (@I + BI)
= (aaT*T+apT*+BaT + 3B 1)

— (0@TT*+ B aT +apT* + 3 B 1)
= |af* (T*"T —TT*) >0

doual + 5l € (HN). m

Corollaire 2.1 [23] Soit T € (HN); alors pour A € C : (T — \I) est un opérateur hyponormal),
ie.,
(T = A z|| > |[(T* = M) z||,Vz € H A e C

Preuve. Il suffit d’appliquer la proposition précédente pour « = 1,5 = —\.
(T = X)* (T = X) = (T = X) (T — \I)* =
(T* = XN) (T — M) — (T = M) (T* = XI) =
(T*T = XT* = XT = AXNI) = (TT* = XT —AT* = AXI) =
= (T"T —=TT*) >0

douT - A € (HN). m

2.1. Opérations sur les opérateurs hyponormaux
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Proposition 2.3 Soit T un opérateur hyponormal de B (H), si T est inversible ; alors T~ est hypo-

normal.
Preuve. On a :
(T—l) (T—l)* _ (T—l) (T*)—l _ (TT*)—l S (T*T>_1 S (T*)—l (T—l) S (T—l)* (T—l)

Donc, T—! est hyponormal. m

Proposition 2.4 [?] Soit T € (HN); alors :
|7 = T|",¥n € N.

pour tout entier n positive.

Preuve. Soient f € Hetn >1,0ona:
[T fP = (T, 7 ) = (T £, 7 ) < T T | <

par conséquent ;
I < [l e

Alors ;
T = T )* < [T = Tt

D’ou
|| < f T

linégalité inverse est valable pour tous les opérateurs alors;
T < T < T = | 7| = Tt
Ainsi, pour chaque nombre naturel n,
17| = 17"

La preuve est compléte. m

2.1. Opérations sur les opérateurs hyponormaux
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Proposition 2.5 Soient A un opérateur hyponormal et \ € C. Alors (A + AA*) est hyponormal si et
seulement si; |A| < 1.

Preuve. On a;

(A4 AA*)*(A+ AA) — (A+ AA") (A + NA*)* =

(A* + XA) (A + AA*) — (A + AA") (A" + NA) =

A*A 4 X (A% + NAZ £ INAA* — AA* — NA2 — NA2 — \NA*A =
(1—|A])(A*A — AA*).

Comme A est un opérateur hyponormal d’ou ;

A*A — AA* >0,

donc
(A4 NA")

est hyponormal si et seulement si; |A\| < 1. m

2.2 Propriétés des opérateurs hyponormaux
Proposition 2.6 [8] Tout opérateur normal est hyponormal.
normal C hyponormal

Preuve.On a :
|IT*z|* = (T*2,T*x) = (T*Tx,z) < |T*Tz| < ||T=|

Lemme 2.1 Soit T € L(H),T = A+1iB une décomposition cartésienne de T, soit AB = C'+1iD une

décomposition cartésiénne de AB, Alors T est un opérateur hyponormal si et seulement si; D < 0.
Preuve. On calcul
T*T —TT* = (A—iB)(A+iB)— (A+iB)(A—iB)

= AA+iAB—iBA+ BB — AA+iABi+ BA— BB
— 2i(AB — BA) = 2i[(C +iD) — (C —iD)] = —4D

Doncpour; 4D >0=D <0. m

2.2. Propriétés des opérateurs hyponormaux
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Proposition 2.7 [17] Soit T' € L(H); Alors T est un opérateur hyponormal, si et seulement si :

T*T 4+ 2XTT* + 2X*T*T > 0, pour tout A € R

Preuve. Soient A € R et x € H ; T est un opérateur hyponormal si et seulement si :

IT* (@) < T (@)|| & 4T @) = 4T (@)|]*. | T (@)]* < 0

IT (@)|* + 2X (|7 ()|* + X |IT ()] > 0

(T (), T (x)) + 2M(T* (), T* (x)) + (T (), T (x)) > 0
(T*T (2) , ) + 22X\ (T*Tw,x) + N> (T*Tx,z) > 0

((T*T + 2XT*T + N°T*T) (z) ,x) > 0

T*T + 2\T*T + N*T*T > 0

(I R

Proposition 2.8 Soient S,T € (HN); tels que : TS* = S*Tet ST = TS, alors S + T est un
opérateur hyponormal.
Preuve. On a :
(S+T)S+T) = (S+DT)(S*+T*)=8S"+ST"+TS*"+T1T1T"
= S+ TS+ S T+TT* <SS S+T"S+ 5T +TT"
= ("+THES+T)=(S+D)"(S+T)

Proposition 2.9 Soient A et B deux opérateurs hyponormaux tel que; AB* = B*A; alors AB et

BA sont hyponormaux.

Théoreme 2.1 Soient S, T € (HN), alors S @& Test un opérateur hyponormal.
Preuve.On a:
(SeT)(SaeT) = (SeT)(S*aT")
= SSTeTT* <S*SeT'T
(SeT)(SeT)

alors S @ T est un opérateur hyponormal. m

2.2. Propriétés des opérateurs hyponormaux
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Théoreme 2.2 Soient S, T € (HN), alors S ® Test un opérateur hyponormal.

Preuve.On a :
(SRT)S®T) (21 ®@x2) = (SO T)(S" @T™) (21 ® 22)

pour (zy,z2) € H :

= SS*a:l &® TT*ZCQ S S*le &® TT*QIQ
= (S RTNSOT) (e @xs) = (SOT)(S@T)(n @)

Donc S ® T est un opérateur hyponormal. =

Théoreme 2.3 [17] Un opérateur hyponormal sur H, qui a une partie imaginaire compact est un

opérateur normal.

Preuve. Soit 7' un opérateur hyponormal et soit
M =A{zeH:|Tz| = |T"x|},
alors le vecteur x € M si et seulement si
T"Tx =TT z,

donc M est un sous-espace férmé.

Soit T = A + iB, tel que A est la partie réel auto-adjoint de 7', B est le partie imaginaire auto-
adjoint de 7.

Pour chaque valeur propre A de B et un vecteur propre correspondant x, on a comme A + i\ est

normal et \ est reél,
[Tz = [[(A+iNz]| = [[(A+iA)z] =

I(A=iB)z|| = [[(A—iB)z| = |[T|

Ainsi le sous-espace M contient chaque espaces propre de B.

Et M doit etre I'espace entier et 'opérateur 7" est normal. m

Proposition 2.10 Soient A € B(H) et A € C, si A est hyponormal et (A — X\ )~ exists, alors
(A — XI)~! est hyponormal.

Preuve. Pour prouver cette proposition ; il suffit d’appliquer le corollaire.2.1et la proposition 2.3.

2.2. Propriétés des opérateurs hyponormaux
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Théoreme 2.4 [23] Soit A € B(H)
A est hyponormal < Aest hyponormal

Théoreme 2.5 [14]Soit T' € (HN), et soit T' = U |T'| la décomposition polaire de T', alors ;

1- N (|T]) = N(T)
2- |T*|? = U |T|* U* pour tout nombre positif g.

2.3 Théorie spectrale des opérateurs hyponormaux

La théorie spectrale de 'opérateur hyponormal, qui est le principal sujet étudié dans cette section
est inspirée de I'analyse spectrale des opérateurs auto-adjoints, des opérateurs unitaires et des

opérateurs normaux, avec des nouveaux développements importants, intéressants et tres utile.

Lemme 2.2 Soient T' € (HN) et A\, Ay € 04p(T), tels que Ay # Ag. Si {xn}, cn €t {Un}, ey SONt des

suites de vecteurs unitaires de H tels que :
(T = MD)znl| — 0 et [|(T = AaD)yn|l — 0

alors ;

(xna yn) — 0

Preuve. [4 page 170.] =m

Lemme 2.3 Soit T € (HN), alors T a une valeur propre approximative p telle que : |u| = ||

Preuve. Supposons que; ||T']| = 1 sans perte de généralité.
Puisque
TT* > 0et |TT*| =1

on sait que 1 est une valeur propre approximative de 7'7*.
Puisque la propriété d’hyponormalité est préservée sous un *-isomorphisme, on peut supposer,
apres un changement d’espace d’Hilbert, que 1 est une valeur propre pour 77™*.

Formons le sous-espace linéaire fermé différent de zéro
M ={TT*x = x}

M est invariant sous 7" et la restriction de 7" a M est un opérateur isométrique U dans I'espace de
Hilbert M.

2.3. Théorie spectrale des opérateurs hyponormaux
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Donc, U a une valeur propre approximative p de valeur absolue 1.
Soit {x,} une suite de vecteurs unitaires dans M ; telle que | Uz, — px,| — 0.

Puisque Uz, = T'z,, il est évident que p est une valeur propre approximative pour T :
ul =1=T].
|

Théoreme 2.6 [17] Soit T € (HN). Alors r(T) = ||T|| .

Preuve. Pour x € H; ||z| =1ona:
|Tz|? = (T2, Tx) = (T*Tx,z) < |T*Tz| < ||T?||
Mais, ||T)|* < ||IT?| < ||T|>, ce qui implique
171" = |7
Maintenant

|T"2|)? = (T2, T"x) = (T*T"z, T" 'z) < |T*T"| . |T" || < |77 | . |77 2|

Ainsi
n 12 n— n—
Iz < -l
Et en combinant cela avec I'égalité ci-dessus, donc ||[7"|| = ||T||" pour n = 1,2, ... d’ou;
1
T)= 1l T~ = i T\ =||T

F(1) = lim [T = tim 7] = ||

|

Lemme 2.4 Soit T un opérateur hyponormal tel que o(T) est 'ensemble des nombres réels, Alors T

est auto-adjoint.

Preuve. Si [|(T — AI)"!|| < |[A| ! pour tout A non nul et purement imaginaire ; alors, d’apés [4;

Théoreme 1.], T est auto-adjoint. m

Lemme 2.5 Si T est un opérateur hyponormal et o(T') se trouve sur le cercle unité, Alors T est un

opérateur unitaire.

Preuve. Par 'hypothése sur T, T est inversible donc on a : ||T!|| = 1. D’autre part, T vérifie

17| = max {[A[; A € o(T)} = 1
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donc
[Tz = ||z

pour tout €. Comme 7 est inversible, d’ou 7" est unitaire. m

Pour prouver le théoreme suivant on doit utiliser le lemme suivant :

Lemme 2.6 Pour A, B € B (H) des opérateurs similaires, alors A et B sont des opérateurs bornés

inférieurement. En d’autres termes, si A et B sont similaire, alors :

Tap(A) = Tap(B)

Théoreme 2.7 Soit N € (HN). Pour un opérateur arbitraire A vérifiant; 0 ¢ W(A), AN = N*A4,

alors N est auto-adjoint.

Preuve. Comme 0 ¢ TV (A), alors A est inversible. Dot N = A"'N*A et il résulte du lemme

précédent que :

o(N) = 0(N") = 04p(N") = 0ap(N)

Pour compléter la démonstration du théoreme, il suffit de prouver que (V) est réel.
Supposons au contraire qu’il existe un A € o (N) tel que A # .

Comme \ € 0 (N) = 0,,(N), il existe une suite {z, } de vecteurs unitaires telle que :

[(N* = XDy || < [[(N = AD)a|| — 0.

Puisque 0 ¢ W (A), la relation;
|(N* = X)ay|| = [[(ANATY = X))y || = |A(N = M)A 2, || — 0

ce qui implique que ||(N — AI)A~'z,| — 0.
D’ou
<m,A_lxn> = <AA_1xn,A_1xn> — 0.

alors ||y,|| = 1 et (Ay,,y) — 0,i.e. 0 € W(A), une contradiction.

Az,
A=z, 2

Ceci complete la démonstration du théoreme. =

Mettons y,, =

Théoreme 2.8 Soit T € (HN); alors la fermeture de son image numérique coincide avec 'enveloppe

convexe de son spectre i.e.

W(T) = convo (T).
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Preuve. linclusion convo (T)) C W(T') est valable en général.

Supposons qu'il existe un point A € W (7T") qui n’est pas dans 'enveloppe convexe du spectre.

Par un changement affine de variables, on peut supposer que o (7') est contenu dans un disque
centré a zéro de rayon r et [\| > 7.

Puisque le rayon spectral de T est égal a sa norme, nous trouvons ||T’|| < r et d’autre part (T'z, x) =

A ; pour un vecteur unitaire z ; d’ou

A < (Tz,z) <r;contradiction. m
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Classe des opérateurs p-hyponormaux

La classe des opérateurs p-hyponormaux est une généralisation des opérateurs hyponormaux.

Il est bien connu quun opérateur p-hyponormal est g-hyponormal pour ¢ < p. Les opérateurs

p-hyponormaux ont été étudiés par A. Aluthge dans [3] puis de nombreux auteurs 'ont étudié.

Copérateur semi-hyponormal a été introduit pour la premiere fois par D. Xia dans [27].

3.1 Opérateurs semi-hyponormaux

La classe des opérateurs semi-hyponormaux a été introduite par D. Xia [27] en 1983, depuis

plusieurs auteurs I'ont étudié. Soit H un espace de Hilbert complexe et B(H) l'algébre de tous les

opérateurs linéaires bornés sur H.

Définition 3.1 T est un opérateur semi-hyponormal si

N|=

Qr = (T"T)* — (TT*)* > 0

Qr est appelé Uopérateur de difference de T.

On note la classe des opérateurs semi-hyponormaux par (SH).

N

1 1 1 1
Exemple 3.1 Pour T= < ) ) ; alors T*= ( . ) = (T*T)

Exemple 3.2 Soient C et D des matrices positives 2 x 2 tel ques :

C:<2 o)et D:<3 1)
0 1 1 2

Soit { P, } une suite de matrices positives 2 x 2 définie :

34

[
Y
e}

—(TT7)
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C; n<0
P, =
D;n>0

Soit 7' un opérateur de H défini par; T'=UP
alors <(T*T)% x) = Pz, et ((TT*)% x) =P, 1%,.
comme D > C, T est semi-hyponormal.

3.1.1 Opérations sur la classe des opérateurs semi-hyponormaux
Proposition 3.1 [3] Soient T' € (SH) et o un nombre complexe, alors oT € (SH).

Preuve. Ceci suit immédiatement de :
(aT)" (o 7))}~ [(aT) (aT)']? =
(@) T*T)? — [(@a) TT*)? =

ol [(T°T)2 = (TT*)?] = 0

douaT € (SH). m

N

Remarque 3.1 Un opérateur hyponormal doit étre un opérateur semi-hyponormal, de sorte que
N C(HN) C (SH).

Proposition 3.2 Si T est semi-hyponormal inversible et 0 ¢ o (T'); alors T~ est également semi-

hyponormal.

3.2 Opérateur p-hyponormal
Définition 3.2 Soit T un opérateur borné, on dit que T est p-hyponormal si :
(TT*Y < (T*T)? ,¥p >0

On note la classe des opérateurs p-hyponormaux par p(HN).

Remarque 3.2 Sip = 1; alors T est hyponormal et si p = %; T est semi-hyponormal.

Remarque 3.3 La définition précédente est équivalente a : T est un opérateur p-hyponormal si :
T|* > |T**, ( car

ona:
T| = (T*T)zet |T*| = (TT*)?

3.2. Opérateur p-hyponormal
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Exemple 3.3 Soit H = 69 H,, tel que H, est un espace d’Hilbert de dimension deux. Soient E et

n=—oo

. .. 10 1 2
F’ des matrices positives tels que : E = - et F=2 N

Alors les décompositions polaires de E et F' sont £ = V E et ' = W F respectivement, avec;

10 (12
V = etW=5 .
0 0 2 4

Soient {U,, } et {P,} tels que :

()

On défini les opérateurs U et P sur H par :
(Ux), =Uy_124_1 et (Px), = Pz,

avec z = (....,x_1, To, X1, ...); pour x,, € H,; Alors T'= U P est p-hyponormal.

3.2.1 Opérations des opérateurs p-hyponormaux

Proposition 3.3 Soient T' un opérateur p-hyponormal et «, 3 des nombres complexes ; alors : (aT + 1)

est p-hyponormal.

Preuve. Cela découle immédiatement de

(T + BI)" (T + BI))" — ((aT + BI) (T + BI)7)"
= ((ar* + ﬁ[) (oT + BI))" — ((oT + BI) (@T* + BI))"
= ( aaT*T) + (@pT*) + (E aT) + (ﬁ B_I))p

— (aaTT* +Bal +aBT*+ BB 1)"
= |af*(T*T)" = (TT*)") > 0

d’ott oT + (I est p-hyponormal. m

Théoreme 3.1 Soient S, T deux opérateurs p-hyponormaux, tels que : TS* = S*T et ST = TS,

alors S + T est un opérateur p-hyponormal.

3.2. Opérateur p-hyponormal
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Preuve. On a :

((S+T)(S+T)")
(S+T)(S"+T7))" =
(SS*+8T* +TS*+TT")
(SS* +T*S + S*T +TT*P <
(S*S+T*S+S"T+TT")

(S"+ TS+ 1) = ((S+T)(S+T))

d’ou S + T est un opérateur p-hyponormal. =

Proposition 3.4 [12] Soit T un opérateur p-hyponormal, pour p = 0, alors T™ est un opérateur

min {1, 2} -hyponormal ; pour tout entier positif n.

Proposition 3.5 Si 0 < ¢ < p, alors p(HN) C q(HN).

i.e. tout opérateur p-hyponormal est g-hyponormal.

Preuve. Puisque

(4zy)’

(T°T)" = (IT1°)"

et
(17" = (IT°1")"

((!T* |2 )p) »
maintenant, par p-hyponormalité, nous avons

(T*T)" > (TT*)?
d’ou

(ITP)" = (IT"1°)"

etona ((|T]2)p)a > <(\T*\2)p>a pour tout « € [0, 1], puisque |T|*, |T*|* sont positifs.

De plus , nous avons 0 < ¢ < p, donc 0 < % <1, donc T est g-hyponormal. m

Proposition 3.6 [12] Soit T un opérateur p-hyponormal, pour p = 0, alors T" est un opérateur

min {1, 2} -hyponormal ; pour tout entier positif n.

Corollaire 3.1 Pour 0 < p < 1, soit T un opérateur p-hyponormal, alors T™ est 2-hyponormal.

3.2. Opérateur p-hyponormal
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Preuve. Si T est p-hyponormal , alors

ya
n

(Tn*Tn)% 2 (TT*)p Z (T*T)p 2 (T"T”*)
donc
() > (1)

et T" est Z-hyponormal. =

Corollaire 3.2 Pour 0 < p < 1, soit T un opérateur p-hyponormal, si T™ est normal, alors T est

normal.

Preuve. Puisque 7' est p-hyponormal , alors nous avons :

P p
n n

(T T > (T > (1T > (T"T"")

maintenant 7™ est normal, alors

P y
n n

T =T'T" = (T"T")" = (T"T™)

donc

(T )5 > (T > (TTY > (T"T"")
par conséquent, (7T7*)" = (T*T)" et
TT* —T°T = (IT*))r — (T*T)")7 = (TT")")? — (T*T)")

ainsi TT* = T*T et T est normal. [

hSA

=0

3.3 Propriétés des opérateurs p-hyponormaux

Lemme 3.1 [?] Soit T = U |T| un opérateur p-hyponormal, 0 < p < %, alors Uopérateur T =
IT|? U |T|?est hyponormal si 1<p<1let(p+3) hyponormalsi0 <p < 1.

Théoréme 3.2 Preuve. Puisque tout opérateur p-hyponormal pour + < p < 1 et U est semi-

hyponormal, nous avons (T*T)% > (TT*)% ou de maniaire équivalante
U*|T|U > |T| > U|T|U*

Maintenant
(”va) - (ﬁ) = |T|? (U*|T|U - U|T|U*) >0

et donc T est hyponormal. m
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Théoreme 3.3 [4] Soit T = U |T| la décomposition polaire de Uopérateur T., si T est inversible,
alors
.| = |71 ST T|2 , et U. = T U [T S |7
, ot Uopérateur S est défini par U'équation
s (ITi= vt TP u T = |7
est inversible.

Preuve. Par la définition de la décomposition polaire :

1 e 1 1 1 1 1
Tl = (1) = (|71 Ut [T U TEe) " = (|12 7 ot = o T2 )

Soit £ = \T\%_E U*|T|* U ]T]%_€ et F = |T|. Sie < p, alors il est claire que £ > F' et la condition
1

(BiFEL)" <P

Si ¢ > p, alors on peut montrer en utilisant I'inégalité de Furtura que E¢ > F<, et donc la

1
o 1 1\2 \ ey / . . / ..
condition (EE FE§> < F est a nouveau vérifiée, par conséquent il existe un opérateur positif S

tel que SES = F, ainsi
s (1T Ut T U T ) = |
ol équivalent
T U T U T = 57 TS
Par conséquent 1
Tl = (/T2 574 T s~ T12) " = |72 871 T
Puisque la racine carrée d’'un opérateur positif est unique. En remplacant 'éxpression de |T.| par

T. = U, |T.| on trouve
U= [T U 1|2 S|T|

Proposition 3.7 Soient S,T deux opérateurs p-hyponormaux, alors S&Test un opérateur p-hyponormal.
Preuve. On a :

(SeT)(SaT))
(SeT) (S 1))

(SS* @ TT*) < (S*SeT*T)?
(SeT)(sSeT)

alors S @ T est un opérateur p-hyponormal. m
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Théoreme 3.4 Soient S, T deux opérateurs p-hyponormal, alors S®Test un opérateur p-hyponormal.
Preuve. On a :
(SRT)SRT)) (11 ®@22) = ((SRT)S*RT))" (21 @ x2)
pour (zy,x2) € H :
= (S8 @ @ (TT*) 22 < (5*S) 21 @ (TT*)
= ("TNSR (r1®@z2) =((SRT)(S@T))" (z1 ® x2)

Donc S ® T est un opérateur p-hyponormal. m

3.4 Etude spéctrale des opérateurs semi-hyponormaux et p-

hyponormaux

Du point de vue de la théorie spectrale générale des opérateurs linéaires, La condition d’hypo-
normalité a plusieurs conséquences importantes et plutét inattendues. Parmi ceux ci, nous men-
tionnons la formule de spectre continu, ponctuel, résiduel et nous donnons quelques propriétés
spectrales des opérateurs semi-hyponormaux et p-hyponormaux. Soient o (7) le spectre de T, et

r(T') et ||T'|| sont respectivement le rayon spectral et la norme de l'opérateur 7°; on a :
o(T)={2:2 €04 (T7)},0(IT]) C 7, (0 (T))

ou 7, est I'application C — R* tel que 7, (z) = |z|,2 € C, et 0 (A), 04, (A) et o, (A) sont respec-

tivement le spectre, le spectre ponctuel approximatif et le spectre ponctuel de A.

3.4.1 Théorie spectrale des opérateurs semi-hyponormaux

Pour tout opérateur 7' € (HN), il existe une décompoition cartésienne 7' = X + Y de T, ou
X = % (T+T*)etY = % (T'—T*), les opérateurs X etY sont appelés respectivement les parties
réélle et imaginaire de 7'. Le spectre joint ponctuel ¢;, (1) de T' = X +iY est 'ensemble de tous
les nombres complexes z = z + iy ( = et y sont des nombres réels) tels qu’il existe un vecteur

propre commun f (# 0) de X et Y tels que :

Xf=uaof etYf=yf
De plus, z € 0;, (1) si et seulement s’il existe un vecteur non nul f tel que

Tf=zf etT*f=%f
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Il est évident que o;, (T') C o, (T), et de plus pour les opérateur normal 7', o, (T') = o, (T') .

Théoreme 3.5 Soit T' un opérateur semi-hyponormal, alors

o(T)=o0,(T*)"

Preuve. Pour tous 7" € (SH)

En fait, il est évident que

o, (TYUo, (T*)" Co(T)

Inversement, si z € o (T') \ o, (1), alors ilexiste un a > 0 tel que :

(T ==I) fl| zallfll, f € H

Donc, (T — zI) H il est fermé, depuis z € o (T'), il est impossible que (T'— z/) H est égal a H,
ainsi I'éspace nul de 7" — ZI n’est pas {0}, i,e 7 € 0, (T™),
donc

0, (T) =0, (T) C o, (T*)"

Aussi, puisque
o, (T7) C o, (T7)

Nous devons avoir
o(T) Co, (T

Définition 3.3 Un opérateur T est pur s’il n’a pas un sous espace réduisant sur lequel il est normal.

Proposition 3.8 [?] Si T est un opérateur semi-hyponormal pur, alors o, (T') = 0.

Preuve. Supposons qu'’il existe un A € o, (T') . puisque o;, (T') = 0, (T) , donc il existe un vecteur
f#0telque Tf = \fetT*f=M\fetT*f=\f, ainsi I'espace vectoriel unidimensionnel

W= {uf:peC}
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réduit T et TT*(f) = T (M) = NT(f) = [N f et TT*(f) = T*(\f) = XT*(f) = |\’ f, par
conséquent, la restriction de 7" a W est normal, ce qui contredit 'hypothése que 7" est pur, par

conséquent o, (T) = (). m

Proposition 3.9 Si T est un opérateur semi-hyponormal pur, alors o, (T') = 0.

Preuve. Supposons que 7' est un opérateur semi-hyponormal pur. Alors par la Proposition 1.6,

¢ (T) est un opérateur semi-hyponormal pur. Ainsi o, (¢ (7)) = (. Par conséquent o, (1) =

0p (0(T)),00p(T)=10. m

3.4.2 Théorie spectrale des opérateurs p-hyponormaux

Le spectre d’'un opérateur est une généralisation de ’ensemble des valeurs propres d’une
matrice carrée.
La notion du spectre commence a partir du inversibilité d’'un opérateur, et continuent dans

I'espace des opérateurs linéaires bornés.

Lemme 3.2 [?] Soit T un opérateur p-hyponormal, si \ € o, (T), alors A € o, (T*).
Preuve. Supposons que A = 0 € o, (T), alors il existe un vecteur non nul tel que 7'z = 0.
Puisque ;
Tz =TTz =0
et|T|>0,ona:
(T*T) % 2 =0, (k =1,2,...)

pour m € Ntelque: - <p,ona:

1
m

(T*T)7m o =
Il s’ensuit que
(T*"T)Yx =0

comme 7" est p-hyponormal, il s’ensuit que
(TT*P 2 =0

donc
Tz =0
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Supposons ensuite que A € C* tel que A € o, (7'), alors il existe un vecteur non nul y tel que
Ty = \y.
Soit 7' = U |T'| la décomposition polaire de 7" avec U un opérateur unitaire. Comme U |T'|y = Ay,
il s’ensuit que :

T UIT|? T2y =A|T|?y

on a 'opérateur
T=|11*U|T]?

est semi-hyponormal, et on a
— 1 1o — 1
T (T2 y) = T2 U* [Ty =\ |T|?y
donc
T"(|T|y) = X |Tly
donc |T|y # 0, dou X € 0, (T*). m
Théoreme 3.6 Le spectre o est continu sur U'ensemble de tous les opérateurs p-hyponormaux.

Preuve. Si {7} est une suite d’élément dans une algébre de Banach unitaire .4, alors

liminf o (75,)

est 'ensemble de tous les points limites de séquences convergentes de la forme {),}, ou
M €0 (Th)

pour chaque n, puisque 'ensemble des éléments inversibles dans A est ouvert, nous concluons
que :
liminfo (T,,) C o (T)
n

chaque fois la suite des éléments 7,, converge vers T'en A. =

Lemme 3.3 [?]Soit T = UP € B(H),U unitaire, P > 0 et T*T = P2 soit r > 0,

r.e € o, (T) si et seulement s’il existe une suite {x;,} de vecteurs unitaires dans X telle que :

e’| =1, alors

fa P =il = Oetlim (U =) o] =0

3.4. Etude spéctrale des opérateurs semi-hyponormaux et p-hyponormaux



Chapitre 3. Classe des opérateurs p-hyponormaux

Preuve. Si A € 0, (T), alors il existe une suite {z;} de vecteurs unitaires dans H telle que :
(T — r.ew) zr — O et (T — r.ew)* zr, — 0

Comme k — oo, depuis
T*T = P?,(P* —r?®) 2, — 0

et
(P—r)zr — 0(k — o0)

Il s’ensuit donc que (U — ew) x — 0 puisque r # 0. Inversement, supposons que
. . _ . 6 _
leIEO |(P—=7r)xk|| =0 etkh_)rgo (U =€) ai| =0
Soient vraies. Puisque U est unitaire, nous avons (U * el 9) z — 0; (k — o0) d’ou;
r.e'? € o, (T)
|

Théoreme 3.7 [?] Soit T'= U |T| un opérateur p-hyponormal, sir € o (T*T), alors il existent r et
0 tels que r < r' et V1 .e'? € o (T).

Preuve. Pour P = o, sir = 0, alors il est clair que 0 € ¢ (T), donc soit 7 # 0, alors r € o (T*T') et

r? € o ((T*T)"), on pose S = U |T|", puisque ;
S*S = |T[* = (T*T)"

et

SS*=U(TT*PU* = S*S = (TT*)"
S est un opérateur hyponormal. puisque S = U |T| P est une décomposition polaire de S et
rP € o (5*S), on a donc; /rP.e? € o (9). Il existe donc r tel que :

Ve <

et
ro-¢'% € 00 (S) C 04y (S) C oy (S)

Ou Jo (S) est la frontiére de o (5), il sS’ensuit qu'’il existe une suite {x;} de vecteurs unitaires dans
H tel que :
(TP = o)z, — 0 et (U—e")ay, —0, k— oo

Puisque p = 2 nous avons (|T| — rg") z;, — 0 quand k — oo, soit 7' = rg"™', alors r".e™ est le

nombre souhaité, donc la preuve est compléte. m
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Théoreme 3.8 [21]Soit H un espace de Hilbert complexe . pour 0 < p < 1, soit U'opérateur T est

p-hyponormal, si r € o (T*T) ,alors il existe z € o (T) tel que |z|* = -

Remarque 3.4 Avec la méme hypothése que dans le théoréme précédent, on a si r € o (T'T*), alors
il existe \ € o (T) tel que |\ = -

Corollaire 3.3 Soit T' un opérateur p-hyponormal, alors r (T') = ||T|.

Preuve. Puisque r (7*T) = ||T||%, le résultat découle du théoréme précédent. m

Théoréme 3.9 [Th2.3p 10 [3]] Soit T' = U |T'| un opérateur p-hyponormal, alors T = |T|% .U. |T|%est
(p + 1)-hyponormal, donc T est semi-hyponoral

Théoreme 3.10 [?] Soit T un opérateur p-hyponormal, alors
o(T)={z:Z€ 0, (T")}

Preuve. On a
0(T) =04 (T)U{z:Z€ 0, (T}

on va prouver que
0ap (T) C{z:Z €04 (T7)}

Supposons que z € g, (T),etona z € m, (7 (7)), donc 7 (T') est un opérateur p-hyponormal, et

onaz € o, (7 (1)) . Alors par le théoréme précédent
ap (T(T7)) = 0ap (T7)

il s’ensuit que
ZE€ oy (TY)
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3.5 Conclusion

Ce mémoire de fin d’étude de Master s’inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs. Les
opérateurs qui nous ont particuliérement intéressé sont les opérateurs p-hyponormaux.

D’aprés notre étude a cette classe d’opérateur on a remarqué des relations d’inclusion propres
entre ces opérateurs et que les opérateurs hyponormaux constituent une classe plus large que les
opérateurs normaux et plus étroite que les opérateurs p-hyponormaux; et on a :

normal C hyponormal C p-hyponormal C ¢-hyponormal , tel que 0 < ¢ < p.

normal C hyponormal C semi-hyponormal.

On a apris quelques opérations et propriétés des opérateurs hyponormaux, semi-hyponormaux
et p-hyponormaux qui ressemblent a ceux des opérateurs normaux. Mais qui sont plus important
que cela.

La théorie spéctrale des opérateurs hyponormaux, semi-hyponormaux et p-hyponormaux est ins-
pirée de I'analyse spectrale des opérateurs auto-adjoints, des opérateurs unitaires et des opéra-
teurs normaux, avec de nouveaux développements importants, intéressants et tres utile. De nou-
velles méthodes ont été présentées, diverses difficultés surmontées et de nouvelles applications
obtenues.

Bien entendu, les domaines d’application de ces opérateurs sont encore limités. Ils doivent encore

étre développés ; nouvelles théories sont attendus aussi.

De plus, I'étude de ces trois classes d’opérateurs est liée a certains concepts importants de la
mécanique quantique, comme les relations de la commutation Heisenberg, opérateur de vague,

matrice de diffusion et perturbations.

3.5. Conclusion
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