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Résumé 

 

Dans ce mémoire nous cherchons des suites de polynômes orthogonaux 

dont les coefficients de leurs récurrences satisfaisant une des équations de 

Painlevé. Ceci sans doute montre une méthode d'expressions des solutions 

des équations de Painlevé en termes des coefficients des récurrences des 

polynômes orthogonaux. 

Abstract 
 

The main object of this dissertation is to look for orthogonal polynomials 

sequences for which their recurrence coefficients satisfy one of the 

Painlevé equations. This is without a doubt presents a way to express 

solutions of Painlevé equations in terms of recurrence coefficients of 

orthogonal polynomials. 

 ملخص
 

الهدف الرئيسي من هذه المذكرة هو البحث عن متتاليات 

كثيرات حدود متعامدة التي تحقق معاملتها التراجعية 

Painlevéإحدى معادلات  للتعبير عن هذا بل شك طريقة  م، يقد

Painlevéحلول معادلات  التراجعية للعديد  تبدلالة المعامل 

 .من كثيرات الحدود المتعامدة
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Chapitre 1

Introduction

La théorie des polynômes orthogonaux joue un rôle important dans différentes branches des

mathématiques, comme la théorie de l’approximation (meilleure approximation, interpolation),

fonctions spéciales, fractions continues et équations différentielles et intégrales. La notion d’or-

thogonalité est issue de la théorie des fractions continues, mais est devenu plus tard une discipline

indépendante. Contributeurs à la théorie de l’orthogonale les polynômes comprennent des ma-

thématiciens exceptionnels tels qu’Abel, Chebyshev, Hermite, Laguerre,.Commençant par Szegö,

des mathématiciens hongrois comme , Freud et Feldheim ont rendu indispensable contributions à

la théorie de l’élimination des polynômes orthogonaux au siècle dernier.La théorie des polynômes

orthogonaux sur des intervalles finis est significativement différente de la théorie des polynômes

orthogonaux sur des intervalles infinis. Alors que Szegö était travail de pionnier dans la théorie

de l’orthogonalité sur des intervalles finis, il n’a pas reporté ses idées à intervalles infinis. Freud

a fondé le maintenant théorie de la finition des polynômes orthogonaux par rapport aux poids

exponentiels sur R et le représentant correspondant les polynômes portent son nom. Le but de

Freud était d’étendre la théorie de la meilleure approximation et les estimations de type Jackson-

Bernstein par rapport à l’axe réel. La façon naturelle de faire cela était d’explorer les propriétés

des polynômes orthogonaux, puisque l’espérance était que les expansions orthogonales peuvent

servir d’approximation la plus proche.

Les polynômes de Jacobi, Laguerre et Hermite sont considérés comme des polynômes orthogo-

naux classiques. Ces polynômes ont été découverts au 19ème siècle comme solutions aux pro-

blèmes d’interpolation et à certaines équations différentielles du second ordre. Le lecteur peut

être familier avec ces polynômes classiques et avec le fait qu’ils obéir à des relations de récur-

rence à trois termes ainsi qu’à des équations différentielles du second ordre. Il s’avère que les

équations différentielles linéaires du second ordre sont uniques aux polynômes orthogonaux, par

un théorème de Bochner, mais qu’une relation de récurrence de second ordre est une propriété

1



Chapitre 1. Introduction

universelle pour les fonctions de poids dans R
R en charge dans R.

La théorie des polynômes orthogonaux semi-classiques n’est pas entièrement tranchant mais la

dérivation d’une équation différentielle pour une classe générale de polynômes orthogonaux par

Shohat fournit une pierre angulaire pour former des classes de polynômes orthogonaux semi-

classiques.Ces polynômes semi-classiques sont aussi les solutions en terme de coefficients des

polynômes orthogonaux d’un cas particulier d’équations différentielles linéaires du second ordre

appelées équations holonomiques.

L’étude d’une classe de polynômes semi-classiques orthogonaux à intervalles illimités par rapport

aux poids exponentiels généraux commencés avec G eza Freud dans les années 1970.

Une fonction définit de R dans R+comme suit

ω : x 7−→ exp (−Q (x)) . (1.1)

est dit un poids de Freud si Q : R −→ Rest paire, non négative et continue, qui satisfait certaines

conditions impliquant ses dérivées du premier et du second ordre. Plus précisément, les poids de

Freud sont une classe de poids de type exponentiel

est dit un poids de Freud siest dit un poids de Freud siest dit un poids de Freud si Q : R −→ R
est une fonction non négative,paire et continu qui satisfait certaines conditions impliquant ses

dérivés de premier et de second ordre.Spécifiquement, les poids de Freud sont une classe de

poids de type expon*

ωρ = |x|ρ exp (|x|m) , ρ > −1,m = 2k, k ∈ N. (1.2)

avec un support non borné sur R.Puisque les poids de Freud sont des fonctions paires, il s’ensuit

que l’un des coeffcients de récurrence αn = 0, n ∈ N0 pour que les polynômes orthogonaux par

rapport au poids 1.2 satisfont à une relation de récurrence à trois termes

avec un support non borné sur R. Puisque les poids de Freud sont même des fonctions, il suit

que l’un des coeffcients de récurrence αn = 0, n ∈ N0 pour que les polynômes orthogonaux par

rapport au poids 1.2 satisfaire une relation de récurrence à trois termes

Pn+1 (x) = xPn (x) + βnPn−1 (x) . (1.3)

aux conditions initiales P−1 = 0 et P0 = 1 ; et βn (ρ) vérifie certaines équations différentielles non

linéaires de second ordre[13] .

Painlevé dans ses célèbres leçons de STOCKHOLM disait : “La solution peut présenter des points

singuliers et qu’en principe on ne peut reconnaître le caractère régulier ou singulier d’une valeur
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Chapitre 1. Introduction

x0, de x par la simple connaissance de x . Je dis en principe car les E.D.O. linéaires font exception.

La question ne peut se décider que si on connaît (x0, y0) .”

Pour montrer la subtilité du problème

y(4) = R
(
z, y, y′, y′′, y(3)

)
. (1.4)

(Une EDO sur le champ complexe) où R est une fraction rationnelle en y et ses dérivées, i coef-

ficients analytiques en z, et dont les solutions sont à points critiques fixes.Il considèra l’équation

différentielle

y′′ =
(y′)2

y
(1 + i) . (1.5)

qui admet y (x) = (Ax+B)icomme solution générale.Il fit remarquer que cette solution est non

seulement, indéterminée quand x −→ −B/A,mais aussi qu’elle est multiforme. C’est ainsi qu’une

série de questions commencèrent à être posées comme" Comment étudier la solution an voisinage

de telles singularités ?"," Comment exprimer qu’une singularité ne donne pas lieu à des points de

branchement ?"," Comment surtout décider si de telles singularités existent ou non ?". . . etc.

Les points critiques mobiles (points de branchement algébriques,..etc) compliquent l’étude de ces

équations, ce qui conduit à ce restereindre aux équations dont la solution générale est uniforme

où à la rigueur à celles dont la solution générale présente des points critiques fixes. Ces dèrnières

pouvant être uniformisés moyennant des coupures ou la construction des surfaces de Reiman

adéquates.

Signalons également que les EDO à singularités fixes constituent une extention naturelle des

équations linéaires.Une autre question préoccupait les mathématiciens de l’époque :obtenir à

partir des EDO de nouvelles transcendantes (c’est à dire de nouvelles fonctions que ne peuvent

s’exprimer au moyen de fonctions usuelles ou se ramener à des transcendantes déjà connues) et

même jouissent de certaines propriétés telles être méromorphe par exemple .A ce sujet Picard en

1892 :"On a fondé autre fois les plus grandes espérences sur l’étude des EDO .On pensait obtenir

de nombreuses classes nien définies de transcendantes nouvelles.Il faut reconnaître que si l’on

laisse de coté les EDO linéaires ces espérences on été jusqu’ici à peu pré déçues".

En réalité cet échec ne fut pas définitif, puisque Painlevé dans ces recherches sur les équations du

type

y(2) = R (x, y, y′) . (1.6)

(où R rationelle par rapport à y′, algébrique par rapport à y, analytique par rapport à x) à points

critiques fixes et en réponse au problème posé par Picard en 1887 put obtenir 6 nouvelles trans-

cendantes dites transcendantes de Painlevé.

3



Chapitre 1. Introduction

En résumé on peut dire que les équations de Painlevé sont des EDO vérifiant un proprieté posé

par Painlevé (toutes les solutions sont sous forme de points de branchement mobiles) au début

de 20ème siècle en classant tous les ordinaires de second ordre équations différentielles (1.6) et

les solutions de ces équations sont appelées les transcendants de Painlevé.

Ainsi que Les équations discrètes de Painlevé sont des équations différentielles non-linéaires

du second ordre qui ont une équation de Painlevé continue comme limite continue.

Objectif de l’étude

L’ objectif de ce travail est l’éducation de la relation entre les polynômes orthogonaux et les équa-

tions de Painlevé,on utilisons les propriétés des polynômes orthogonaux à une fonction poid

connue pour trouver les coefficients de réccurence vérifiants les équations de Painlevé où ces

polynômes et leurs fonction poid assiciée sont définie sur l’axe réel.

-Dans le premier chapitre nous rappelons quelques notions et définitions.

-Dans le deuxième chapitre nous utilisons les polynômes de Jacobi généralisés et l’opérateur

d’échelle pour trouver les coefficients de réccurence vérifiants l’équations de PainlevéV I.

- Dans le troisième chapitre nous utilisons les polynômes de Freud généralisés pour trouver les

coefficients de réccurence vérifiants l’équations de d-PI.

-Dans le quatrième chapitre nous utilisons les polynômes de Charlier généralisés pour trouver les

coefficients de réccurence vérifiants l’équations de PainlevéV I, V et d-PII.
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Chapitre 2

Préliminaires

Ce premier chapitre contient les notions préliminaires de la théorie des plynômes orthogonaux.

Différents aspects sont présentés notamment l’orthogonalité sur l’axe réel et l’orthogonalité par

rapport à une variable discrète ainsi que les classifications des polynômes classiques et semi-

classiques. On outre, les équations de Painlevé et leurs versions discrètes et q-analogue sont pré-

sentées brievement.
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Chapitre 2. Préliminaires

2.1 Les polynômes orthogonaux sur l’axe réel

Nous désignerons par P l’espace vectoriel des polynômes à une variable complexe et par Pn
l’espace des polynômes de degré n. Notons par P ′ le dual algébrique de P et par 〈., .〉 le crochet

de dualité entre P et P ′.

Definition 2.1 [2] Soit {µn}n≥0 une suite de nombres complexes et L une fonction à valeur complexe

définie sur l’espaces des polynômes par

〈L, xn〉 = L (xn) = µn, n ≥ 0,

L (λp (x) + µq (x)) = λL (p (x)) + µL (q (x)) ,

pour tous nombres complexes λ et µ et pour tous polynômes p (x) et q (x).

Alors, la forme linéaire L est dite fonctionnelle moment déterminée par la suite formelle des moments

{µn}n≥0. Le nombre µn est appelé le moment d’ordre n.

Il résulte immédiatement, lorsque φn (x) =
∑n

k=0 ckx
k, que

L (φn (x)) =
∑n

k=0
ckµk.

Definition 2.2 [2] Soient une suite de polynômes {φn(x)}n≥0 et L une fonctionnelle moment. La

suite {φn(x)}n≥0 est dite suite de polynômes orthogonaux par rapport à L si

(i) {φn(x)}n≥0 est une suite libre, i.e. deg φn = n, pour tout n ≥ 0.

(ii) 〈L, φn (x)φm (x)〉 = 0, n 6= m, n, m ≥ 0 (1.1)

(iii)
〈
L, [φn (x)]2

〉
6= 0, n ≥ 0. (1.2)

La fonctionnelle moment L peut se représenter sous forme d’intégrale ou d’une somme, i.e.,

lorsqu’il existe une mesure réelle et positive ψ vérifie l’orthogonalité suivante

〈L, φn (x)φm (x)〉 =

∫
S

φn (x)φm (x) dψ (x) = k2
nδn,m, n, m ≥ 0. (2.1)

où S est le support de ψ et k2
n est une constante non nulle. Lorsque k2

n = 1, le système est dit

orthonormal.

Dans le cas discret, i.e. si ψ admet un poids ω (i) dans le point xi, i ∈ I, alors l’orthogonalité est

vérifiée dans l’ensemble X = {xj}j∈I , i.e.

〈L, φn (x)φm (x)〉 =
∑
xj∈X

φn (xj)φm (xj)ω (xj) = k2
nδn,m, n, m ≥ 0. (2.2)

2.1. Les polynômes orthogonaux sur l’axe réel 6



Chapitre 2. Préliminaires

Lorsque {Pn (x)}n≥0 est une suite de polynômes orthogonaux, i.e. SPO, par rapport à L, il s’ensuit

immédiatement que pour tout polynôme π (x) de degré n, on a

π (x) =
∑n

k=0
ckPk (x) avec ck =

〈L, π (x)Pk (x)〉〈
L, [Pk (x)]2

〉 . (2.3)

2.1.1 Caractérisation des SPO

Theorem 2.1 [2] Soit {Pn(x)}n≥0 une SPON par rapport à une FM régulière L. Alors la suite

{Pn(x)}n≥0 vérifie la récurrence d’ordre deux suivante

Pn+1(x) = (x− βn)Pn(x)− γnPn−1(x), n ≥ 0 (2.4)

avec P−1(x) = 0, P0(x) = 1, γ0 est une constante arbitraire et γn 6= 0, ∀n ≥ 1.

Si on écrit Pn(x) = xn + θnx
n−1 +R(x), alors βn = θn − θn+1, n ≥ 0

avec θ0 = 0,
(2.5)

ainsi,

γn =
〈L, P 2

n〉〈
L, P 2

n−1

〉 , n ≥ 1 βn =
〈L, xP 2

n〉〈
L, P 2

n−1

〉 , n ≥ 0 (2.6) 〈L, P
2
n〉 = γ0γ1...γn, ∀n ≥ 0

avec γ0 = µ0 = 〈L, 1〉
(2.7)

Si de plus, L est définie positive, alors les βn sont réels et les γn > 0, ∀n ≥ 1.

Theorem 2.2 (Théorème de Favard) [2] Soient {βn}n≥0 et {γn}n≥0 deux suites de nombres com-

plexes et {Pn(x)}n≥0 une suite définie par la récurrence Pn+1(x) = (x− βn)Pn(x)− γnPn−1(x)

P−1(x) = 0, P0(x) = 1,
(2.8)

alors, il existe une fonctionnelle moment L unique telle que 〈L, 1〉 = (L)0 = γ0 et

〈L, PnPm〉 = 0, si m 6= n ≥ 0 (2.9)

De plus, L est quasi-définie si et seulement si γn 6= 0, n ≥ 0, et L est définie positive si et seulement si

βn sont réels et les γn > 0, n ≥ 0.

2.1. Les polynômes orthogonaux sur l’axe réel 7



Chapitre 2. Préliminaires

Definition 2.3 [2] Une fonctionnelle moment est dite

(i) symétrique si tous ses moments impairs sont nuls i.e.

〈
L, x2n+1

〉
= (L)2n+1 = 0,∀n ≥ 0. (2.10)

(ii) antisymétrique si tous ses moments pairs sont nuls i.e.

〈
L, x2n

〉
= (L)2n = 0,∀n ≥ 1 (2.11)

On a la caractérisation suivante des suites symmétriques.

Theorem 2.3 [2] Soit {Pn(x)}n≥0 une SPO normalisée par rapport à L, alors on a les équivalences

suivantes

a) L est symétrique.

b) Pn(−x) = (−1)n Pn(x), ∀n ≥ 0.

c) Les coefficients βn de la récurrence, pour n ≥ 0, sont tous nuls.

Example 2.1 [7] Les polynômes de Hermite sont symétriques H0 (x) = 1, H1 (x) = 2x

Hn+2 (x) = 2xHn+1 (x)− 2 (n+ 2)Hn (x) , n ≥ 0.
(2.12)

Remark 2.1 Il existe un lien très fort entre les SPO et les matrices de bandes. En effet, la relation

de récurrence d’ordre deux (2.8) vérifiée par les SPO est le déterminant de la matrice tridiagonale

représentée comme suit

Pn+1 (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− βn 1 0 ... 0

λn x− βn−1 1
. . . ...

0
. . . 0

... . . . 1

0 ... 0 λ1 x− β0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.13)

2.1.2 Identité de Cristoffel-Darboux et les zéros

Theorem 2.4 [2] Soit {Pn(x)}∞n=0 une SPON vérifie la relation de récurrence d’ordre deux (1.6),

alors
n∑
k=0

〈L, P 2
n〉

〈L, P 2
k 〉
Pk(x)Pk(y) =

n∑
k=0

γ0γ1...γn
γ0γ1...γk

Pk(x)Pk(y)

=
Pn+1(x)Pn(y)− Pn(x)Pn+1(y)

x− y (2.14)

2.1. Les polynômes orthogonaux sur l’axe réel 8
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En particulier, si en faisant tendre y → x, on obtient la relation confluente

n∑
k=0

〈L, P 2
n〉

〈L, P 2
k 〉
P 2
k (x) = P ′n+1(x)Pn(x)− P ′n(x)Pn+1(x) (2.15)

Si de plus L est définie positive, alors la relation confluente nous donne l’inégalité suivante

P ′n+1(x)Pn(x)− P ′n(x)Pn+1(x) > 0, ∀n ≥ 0 et ∀x ∈ R. (2.16)

Le dernier résultat permet d’obtenir les propriétés suivantes

Theorem 2.5 [2] Soit {Pn (x)}n≥0 une suite de polynômes orthogonaux par rapport à une fonction-

nelle moment L définie positive. Si le support de L est un intervalle I, alors

(i) Chaque polynôme Pn possède n zéros {xn,k}nk=1 réels (n ≥ 1), simples et distincts à l’intérieur de

I, qu’on supposera ordonnés d’une manière croissante i.e.

xn1 < xn2 < ... < xnn.

(ii) Les zéros de Pn (x) et Pn−1 (x) sont alternés, i.e. entre deux zéros de Pn (x) il y a un zéro de

Pn−1 (x), n ≥ 2.

(iii) Pour tout k ≥ 1, la suite des zéros {xn,k}∞n=k est décroissante, cependant la suite {xn,n−k+1}∞n=k

est croissante. En particulier, les limites

ξi = lim
n→∞

xn,i et ηj = lim
n→∞

xn,n−j+1, i, j ≥ 1

existent.

Definition 2.4 L’intervalle fermé [ξ1, η1] est appelé le vrais intervalle d’orthogonalité de la SPO ou de

la forme L.

2.2 Les polynômes orthogonaux classiques

Considérons l’équation différentielle du second ordre

α (x) y′′ + β (x) y′ + ρ (x) y = λ (n) y, (2.17)

où α (x) , β (x) et ρ (x) sont des polynômes réels indépendants de n et λ (n) est un polynôme de

n. Supposons que y (x) est un polynôme de la forme

y (x) = yn (x) = xn +
∑n−1

k=0
Cn,kx

k, n ≥ 0 (2.18)

2.2. Les polynômes orthogonaux classiques 9
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En remplaçant y0 = 1, y1 (x) = x + a1, y2 (x) = x2 + ax + b on obtient respectivement ρ (x) = λ0,

β (x) = (λ1 − λ0)y1(x), donc deg {β (x)} ≤ 1 et finalement pour y2 (x) on obtient

α (x) =
1

2
[λ2y2 (x)− y′2 (x) y1 (x) (λ1 − λ0)− λ0y2 (x)] ,

i.e., deg {α (x)} ≤ 2.

Considérons alors l’équation différentielle suivante

L [y] (x) =
2∑
i=0

li(x)y(i)(x) =

2∑
i=0

(
i∑

j=0

lijx
j

)
y(i)(x) = λ (n) y(x), n ≥ 0. (2.19)

Si l’équation différentielle (2.19) admet une solution polynomiale non trivail de degré n, alors

par comparaison, λ est nécessairement

λ = dn+ an(n− 1). (2.20)

Ainsi, pour que l’équation différentielle (2.17) possède une solution polynomiale de degré n,

n ≥ 0, elle est nécessairement de la forme suivante

L [y] (x) =
(
l22x

2 + l21x+ l20

)
y′′ + (l11x+ l10) y′ = [l22n (n− 1) + l11n] y. (2.21)

Avant de continuer, remarquons que pour tout n ≥ 1, le polynôme normalisé

Pn(x) = xn +
n−1∑
k=0

Cn,kx
k, n ≥ 1 (2.22)

satisfait l’équation (2.21) si et seulement si l20(k + 2)(k + 1)Cn,k+2 + (k + 1)(l21k + l10)Cn,k+1 + (λ (k)− λ (n))Cn,k = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1

avec la convention cn,k = 0 si k > n et λ (k)− λ (n) = (k − n)(l22(k + n− 1) + l11).

(2.23)

Dans ce cas, si on regarde l’orthogonalité des polynômes, il est clair si on remplace Pn(x) dans la

récurrence d’ordre deux, on en déduit une expression entre ces coefficients. En effet, {Pn(x)} est

une SPO si et seulement si γn = Cn,n−2 − (Cn,n−1)2 + Cn,n−1Cn+1,n − Cn+1,n−1 6= 0 pour n ≥ 1

βn = Cn,n−1 − Cn+1,n avec C1,−1 = 0.
(2.24)

Definition 2.5 On appelle suite de polynômes orthogonaux classique, toute suite de polynômes or-

thogonaux {Pn(x)}n≥0 satisfaisant l’équation différentielle (2.21) avec l22, l21, l20, l11 et l10 sont des

constantes réelles.

2.2. Les polynômes orthogonaux classiques 10
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Selon le degré et les zéros du polynôme l2(x) = l22x
2 + l21x+ l20, Bochner en 1929 a classé toutes

les suites de polynômes orthogonaux satisfont une équation différentielle du second ordre de la

forme (2.21). Par un changement de variable linéaire, il y’a seulement trois suites de polynômes

orthogonaux par rapport à une fonctionnelle moment définie positive, ce sont les polynômes de

Jacobi, les polynômes de Laguerre et les polynômes de Hermite.

Dans la classification de Bochner, l’autheur n’avait pas mentioné l’orthogonalité des trois suites

obtenues. L’orthogonalité de la quatrième classe qui représente les polynômes de Bessel est établit

pour la première fois en 1949 par Krall et Frink. Cependant, l’orthogonalité n’est pas régulière et

donnée sur le cercle unité dans le plan complexe. On outre, on a la caractérisation suivante

Theorem 2.6 Soit {Pn(x)}∞n=0 une SPON par rapport à L. Alors on a les équivalences suivantes

(a) Pour chaque n = 0, 1, 2, ..., Pn(x) est solution de l’équation

L(Pn)(x) = α(x)P ′′n + β(x)P ′n = λ (n)Pn

où
α(x) = l22x

2 + l21x+ l20 6≡ 0

β(x) = l11x+ l10

λ (n) = l22n(n− 1) + l11n

(p) La fonction poids L associée à la suite {Pn(x)}∞n=0 vérifie l’équation fonctionnelle dite de Pearson

suivante

(α(x)L)′ = β(x)L. (2.25)

(m) Il existe des constantes l22, l21, l20, l11 et l10 avec

l222 + l221 + l211 6= 0

l11µn+1 + l10µn + n(l22µn+1 + l21µn + l20µn−1) = 0, n ≥ 0
(2.26)

avec {µn}
∞
n=0 est la suite des moments de L.

La condition nécessaire et suffisante pour que l’équation différentielle (2.21) admet une SPO

comme solution ce qui donne le théorème suivant

Theorem 2.7 L’équation différentielle (2.21) admet une SPO (resp. SPO définie positive) comme

solution si et seulement si

(a) l11 /∈ {−nl22 tel que n = 0, 1, 2, ...}

2.2. Les polynômes orthogonaux classiques 11
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(b) La condition (2.24) est vérifiée, i.e., γn 6= 0 (resp. γn > 0), n ≥ 1.

De plus on a

Cn,n−1 =
n [l10 + l21 (n− 1)]

l11 + 2l22 (n− 1)

Cn,n−2 =
n (n− 1) [l20 (l11 + 2l22 (n− 1)) + (l10 + l21 (n− 2)) (l10 + l21 (n− 1))]

2 [l11 + 2l22 (n− 1)] [l11 + l22 (2n− 3)]

(2.27)

2.2.1 Détermination des polynômes classiques

Comme on a dit avant, selon le degré et les zéros du polynôme l2(x) = l22x
2 + l21x+ l20, on a

Jacobi

Supposons que l22 6= 0 et l221−4l22l20 > 0. Alors par un changement de variable linéaire, l’équation

différentielle (2.21) prend la forme suivante(
1− x2

)
y′′ (x) + [(β − α)− (α + β + 2)x] y′ (x) + n (n+ α + β + 1) y (x) = 0. (2.28)

Supposons que − (α + β + 1) /∈ N donc (2.28) est admissible dont l’unique solution romalisée est

les polynômes de Jacobi

P (α,β)
n (x) = 2−n

∑n

k=0
Cn−k
n+αC

k
n+β(x− 1)k(x+ 1)n−k, n ≥ 0. (2.29)

De plus, de (2.24), (2.27) et (2.28) on a

γn =
4n (α + β + n) (α + n) (β + n)

(α + β + 2n− 1) (α + β + 2n)2 (α + β + 2n+ 1)
, n ≥ 1 (2.30)

ainsi γn 6= 0 (resp. γn > 0) si et seulement si α + n 6= 0 et β + n 6= 0 pour n ≥ 1 (resp. α > −1 et

β > −1).

Bessel

Supposons ici que l22 6= 0 et l221 − 4l22l20 = 0. Alors, par un changement de variable linéaire,

l’équation (2.21) peut transformer à

x2y′′ (x) + (αx+ β) y′ (x) = n (n+ α− 1) y (x) . (2.31)

Supposons que − (α− 1) /∈ N donc (2.31) est admissible, elle admet la suite de polynômes roma-

lisés unique appelée polynômes de Bessel

B(α,β)
n (x) =


xn si l10 = 0

(l10)−n

Γ(l11 + 2n− 1)

∑n
k=0 C

k
nΓ(l11 + n+ k − 1)

(
x

l10

)k
si l10 6= 0.

(2.32)

2.2. Les polynômes orthogonaux classiques 12
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De plus, de (2.24), (2.27) et (2.31) on a

γn =
−nβ2 (α + n− 2)

(α + 2n− 3) (α + 2n− 2)2 (α + 2n− 1)
, n ≥ 1 (2.33)

ainsi γn 6= 0 si et seulement si β 6= 0.

Laguerre

Supposons ici que l22 = 0 et l21 6= 0. Alors, par un changement de variable linéaire, l’équation

(2.21) peut transformer à

xy′′ (x) + (α + 1− x) y′ (x) = −ny (x) . (2.34)

Supposons que − (α− 1) /∈ N donc (2.34) est admissible, elle admet la suite de polynômes roma-

lisés unique appelée polynômes de Laguerre

L(α)
n (x) = (−1)n n!

∑n

k=0
Cn−k
n+α

(−x)k

k!
, n ≥ 0. (2.35)

De plus, de (2.24), (2.27) et (2.34) on a

γn = n (α + n) , n ≥ 1 (2.36)

ainsi γn 6= 0 (resp. γn > 0) si et seulement si α + n 6= 0 (resp. α > −1).

Hermite

Supposons ici que l22 = l21 = 0, l20 6= 0 et l11 < 0. Alors, par un changement de variable linéaire,

l’équation (2.21) peut transformer à

y′′ (x)− 2xy′ (x) = −2ny (x) . (2.37)

Supposons que − (α− 1) /∈ N donc (2.37) est admissible, elle admet la suite de polynômes roma-

lisés unique appelée polynômes de Hermite

Hn(x) = n!
∑[n/2]

k=0

(−1)k

k! (n− 2k)!

xn−2k

4k
, n ≥ 0. (2.38)

De plus, de (2.24), (2.27) et (2.37) on a

γn = n/2, n ≥ 0. (2.39)

2.2. Les polynômes orthogonaux classiques 13
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2.3 Modifications des mesures

Pour une fonction poids donnée µ(x) avec les polynômes orthogonaux Pn(x), une question inté-

réssante est que peut-on dire sur les polynômes orthogonaux par rapport à φ(x)dµ(x), où φ est

une fonction (rationelle ou un polynôme) positive sur le support de µ(x), et les coefficients de

la récurrence. La modification d’une mesure en multipiant par un polynôme ou fonction ration-

nelle (appelés transformations de Darboux) ou aussi d’ajouter un nombre finis de points discrets

(masses de Dirac) constituent des méthodes très fertiles pour construire des nouvelles familles

de polynômes orthogonaux. Il se peut considérer des modifications dans les coefficients de la

récurrence elle-même pour obtenir des nouvelles familles et déterminer ainsi la mesure corres-

pendante.

Nous allons se concentrer ici sur la multiplication d’une mesure par l’exponentielle d’un poly-

nôme. Considérons les équations de Toda lattice suivantes

d

dt
αn(t) = βn(t)− βn+1(t), (2.40)

d

dt
βn(t) = βn(t) [αn−1(t)− αn(t)] , (2.41)

Nous allons expiliquer comment les polynômes orthogonaux sont utilisé pour donner une solution

du système (2.40-2.41).

Theorem 2.8 [12, p.41] Soit µ une mesure de probabilité avec des moments finis et αn et βn les

coefficients de la récurrence à trois termes de la suite des polynômes orthogonaux correspendante.

Soit Pn(x, t) des polynômes normalisés orthogonaux par rapport à exp (−xt)dµ(x) sous la condition

que tous les moments
∫
R x

n exp (−xt)dµ(x) existent pour tout n ≥ 0. Alors le pair des coefficients

de la récurrence de Pn(x, t), notés αn(t) et βn(t), forme une solution pour Toda (2.40-2.41) avec les

conditions initiales αn(0) = αn et βn(0) = βn.

Proof. Notons la récurrence de la suite de polynômes orthogonaux correspondante par

xPn(x; t) = an+1(t)Pn+1(x; t) + bn(t)Pn(x; t) + an(t)Pn−1(x; t). (2.42)

La dérivation de cette récurrence par rapport à t nous donne

x
d

dt
Pn(x; t) =

(
d

dt
an+1(t)

)
Pn+1(x; t) +

(
d

dt
bn(t)

)
Pn(x; t) +

(
d

dt
an(t)

)
Pn−1(x; t)

+ an+1(t)
d

dt
Pn+1(x; t) + bn(t)

d

dt
Pn(x; t) + an(t)

d

dt
Pn−1(x; t).
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Multiplions cette dernière par Pn+1(x) et intégrons par rapport à µt en utilisant l’orthonormalité

de (Pn), on en déduit∫
x

(
d

dt
Pn(x)

)
Pn+1(x)dµt(x) =

d

dt
an+1 + an+1(t)

∫ (
d

dt
Pn+1(x)

)
Pn+1(x).

Éliminons xPn+1 à l’aide de la récurrence (2.42), on trouve

d

dt
an+1 =an+1

{∫ (
d

dt
Pn(x)

)
Pn(x)dµt(x)−

∫ (
d

dt
Pn+1(x)

)
Pn+1(x)dµt(x)

}
. (2.43)

Maintenant, sachant que l’orthonormalité nous donne∫
P 2
n(x)etxdµ(x) = 1,

alors, par dérivation par rapport à t on obtient

2

∫ (
d

dt
Pn(x)

)
Pn(x)dµt(x) +

∫
xP 2

n(x)dµt(x) = 0.

Ce qui nous donne

2

∫ (
d

dt
Pn(x)

)
Pn(x)dµt(x) = −

∫
xPn(x)Pn(x)dµt(x) = −bn.

En remplaçant dans (2.43) on trouve le résultat souhait.

Theorem 2.9 [24, p.21] Soit µ une mesure symétrique sur l’axe réel avec tous les moments existent

et soit µt une mesure telle que dµt(x) = exp (tx2)dµ(x), avec t ∈ R tel que tous les moments de µt
existent. Alors, les coefficients de la récurrence à trois termes de la suite des polynômes orthogonaux

par rapport à µt vérifient l’équation différentielle-différence suivante

d

dt
a2
n = a2

n

[
a2
n+1 − a2

n−1

]
, (2.44)

Proof. Sachant que µ et µt sont symétriques sur l’axe réel, alors la récurrence de la suite de

polynômes orthogonaux est

xPn(x; t) = an+1(t)Pn+1(x; t) + an(t)Pn−1(x; t). (2.45)

La dérivation de la récurrence par rapport à t nous donne

x
d

dt
Pn(x; t) =

(
d

dt
an+1(t)

)
Pn+1(x; t) + an+1(t)

d

dt
Pn+1(x; t)

+

(
d

dt
an(t)

)
Pn−1(x; t) + an(t)

d

dt
Pn−1(x; t).
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Multiplions cette dernière par Pn+1(x) et intégrons par rapport à µt en utilisant l’orthonormalité

de (Pn), on en déduit∫
x

(
d

dt
Pn(x)

)
Pn+1(x)dµt(x) =

d

dt
an+1 + an+1(t)

∫ (
d

dt
Pn+1(x)

)
Pn+1(x).

Éliminons xPn+1 à l’aide de la récurrence (2.45), on trouve

d

dt
an+1 =an+1

{∫ (
d

dt
Pn(x)

)
Pn(x)dµt(x)−

∫ (
d

dt
Pn+1(x)

)
Pn+1(x)dµt(x)

}
. (2.46)

Maintenant, sachant que l’orthonormalité nous donne∫
P 2
n(x)etx

2

dµ(x) = 1,

alors, par dérivation par rapport à t on obtient

2

∫ (
d

dt
Pn(x)

)
Pn(x)dµt(x) +

∫
x2P 2

n(x)dµt(x) = 0.

Et d’après la écurrence (2.45) on a

x2P 2
n(x) = x

(
xPn(x)

)
Pn(x) = x

(
an+1Pn+1(x) + anPn−1(x)

)
Pn(x)

= an+1xPn(x)Pn+1(x) + anxPn−1(x)Pn(x).

Ainis,

2

∫ (
d

dt
Pn(x)

)
Pn(x)dµt(x) = −

∫
x2P 2

n(x)dµt(x) = −
(
a2
n+1 + a2

n

)
.

En remplaçant dans (2.46), il s’ensuit que

d

dt
an+1 =

1

2
an+1

(
a2
n+2 − a2

n

)
(2.47)

qui est le résultat désiré en remarquant que d
dt
a2
n = 2an

d
dt
an.

2.4 Les polynômes semi-classiques

Généralement, il y a deux façons équivalentes pour introduire les polynomes orthogonaux semi-

classiques. Soit en terme de la quasi-orthogonalité soit à l’aide de l’équation de Pearson. Pour

cela, on a besoin de la notion de la quasi-orthogonalité.

Definition 2.6 La suite {φn}n≥0 est dite quasi-orthogonale d’ordre (p− 1) par rapport à L si elle

vérifie {
〈L, φmφn〉 = 0, 0 ≤ m ≤ n− p, n ≥ p

∃r ≥ p− 1 tel que
〈
L, φr−p+1φr

〉
6= 0.

(1.23)
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On remarqu’une suite quasi-orthogonale d’ordre zéro est une suite orthogonale.

Definition 2.7 Une SPON {Pn (x)}n≥0 est dite semi-classique de classe s si la suite {Qn (x)}n≥0, où

i.e. Qn(x) =
P ′n+1(x)

n+ 1
, n ≥ 0, est quasi-orthogonale d’ordre s.

Soit {Pn (x)}n≥0 une suite de polynômes normalisés orthogonaux par rapport à L régulière, on a

le théorème de caractérisation suivant

Theorem 2.10 [18] Les énoncés suivants sont équivalents

a) La suite {Qn(x)}n≥0 est quasi-orthogonale d’ordre s par rapport à L̃.
b) Les fonctionnelles moments L̃ et L vé rifient les propriétés suivantes

i) Il existe un polynôme ψ unique de degré p ≥ 1 tel que〈
L̃, R′

〉
= 〈L, ψR〉 , R ∈ P (2.48)

ii) Il existe un polynôme ϕ unique de degré q ≥ 1 tel que〈
L̃, xR′

〉
= 〈L, ϕR〉 , R ∈ P (2.49)

iii) Définissant l’entier s ≥ 0 par s + 1 = max (p, q − 1) , il existe un entier 0 ≤ r ≤ s + 2 et un

polynôme φ unique de degré (s+ 2− r) tel que

L̃ = φL (2.50)

c) Il existe 2 entiers s ≥ 0 et 0 ≤ r ≤ s+ 2 tels que

i) La suite {Pn(x)}n≥0 est strictement quasi-orthogonale d’ordre (s+ 2− r) par rapport à L̃.
ii) La suite {Qn(x)}n≥0 est quasi-orthogonale d’ordre s par rapport à L̃.
e) Ils existent 2 entiers s ≥ 0 et 0 ≤ t ≤ s+ 2 et un polynôme φ de degré t tels que

φ(x)Qn(x) =

n+t∑
ν=n−s

θn,νPν(x), n ≥ s+ 1. (2.51)

∃σ ≥ s tel que θσ,σ−s 6= 0. (2.52)

D’après ce qui précède, on peut donner la caractérisation suivante.

Theorem 2.11 [18] Toutes les fonctionnelles moments L régulières pour lesquelles l’un quelconque

des énoncés précédents est vérifié, sont donn ées par l’équation suivante

(φ (x)L)′ = ψL. (2.53)
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On peut ainsi énnoncer une définition equivalente à partir de l’équation fonctionnelle de Pearson

suivante

Definition 2.8 Toute fonctionnelle moment L solution de l’équation de Pearson (2.53) est dite semi-

classique.

2.5 Les équations de Painlevé

Un des problèmes importants de l’analyse au 19ème siècle était de trouver de bonnes fonctions

transcendantales définies par des équations différentielles algébriques non linéaires.

P
I y” = x2 + x,

P
II y” = x3 + xy + α,

P
III y′′ =

(y′2

y
− y′

x
+
αy2 + β

x
+ γy3 +

δ

y
,

P
IV y′′ =

(y′2

2y
+

3

2
y3 + 4xy2 + 2(x2 − α)y +

β

y
,

P
V y′′ =

(
1

2y
+

1

y − 1

)
(y′2 − y′

x
+

(y − 1)2

x2

(
αy +

β

y

)
+
γy

x

+
δy(y + 1)

y − 1
,

P
VI y′′ =

1

2

(
1

y
+

1

y − 1
+

1

y − x

)
(y′2 −

(
1

x
+

1

x− 1
+

1

y − x

)
y′

+
y(y − 1)(y − x)

x2(x− 1)2

(
α +

βx

y2
+
γ(x− 1)

(y − 1)2
+
δx(x− 1)

(y − x)2

)
, (2.54)

où α, β et γ sont des constants

2.6 Les équations de Painlevé Discrètes

Les équations discrètes de Painlevé sont des équations différentielles non-linéaires du second

ordre dont la limite est une équation de Painlevé continue.
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Chapitre 2. Préliminaires

d-P
I xn+1 + xn + xn−1 =

zn + a(−1)n

xn
+ b,

d-P
II xn+1 + xn−1 =

xn(αn+ β) + γ

1− x2
n

,

d-P
IV (xn+1 + xn)(xn + xn−1) =

(x2
n − a2)(x2

n − b2)

(xn + zn)2 − c2
,

d-P
V

(xn+1 + xn − zn+1 − zn)(xn + xn−1 − zn − zn−1)

(xn+1 + xn)(xn + xn−1)

=
[(xn − zn)2 − a2][(xn − zn)2 − b2]

(xn − c2)(xn − d2)
,

où zn = αn+ β et a, b, c, d sont des canstantes.

q-P
III xn+1xn−1 =

(xn − aqn)(xn − bqn)

(1− cxn)(1− xn/c)
,

q-P
V (xn+1xn − 1)(xnxn−1 − 1) =

(xn − a)(xn − 1/a)(xn − b)(xn − 1/b)

(1− cxnqn)(1− xnqn/c)
,

q-P
VI

(xnxn+1 − qnqn+1)(xnxn−1 − qnqn−1)

(xnxn+1 − 1)(xnxn−1 − 1)

=
(xn − aqn)(xn − qn/a)(xn − bqn)(xn − qn/b)

(xn − c)(xn − 1/c)(xn − d)(xn − 1/d)
,

où qn = q0q
n et a, b, c, d sont des canstantes.

α-d-P
IV(xn + yn)(xn+1 + yn) =

(yn − a)(yn − b)(yn − c)(yn − d)

(yn + γ − zn)(yn − γ − zn)

Notons pour finaliser qu’on peut lier les équation de Painlevé et Painleé discrète les une entre

les autres à l’aide des transformations de Bäcklund [5]. On outre, les équations de Painlevé dis-

crètes apparaissent notamment dans la théorie des polynômes orthogonaux et elle sont plus riche,

contient plus de propriétés ainsi que leurs forme canonique n’est pas unique ce qui est n’est pas

le cas dans les équations de Painlevé continues.
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Chapitre 3

L’équations de Painlevé VI

Les équations de Painlevé sont satisfaites par les coefficients des récurrences à trois termes des po-

lynômes orthogonaux semi-classiques. Dans ce chapitre nous présentons des exemples de construc-

tions des polynômes semi-classiques à partir des polynômes classiques dont les coefficients de

leurs récurrences satisfaisant notamment l’équation de Painlevé VI. Tous les résultat de ce cha-

pitre sont dans la référence [6].
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Chapitre 3. L’équations de Painlevé VI

3.1 Polynômes de Jacobi généralisés

Dans cette partie on va utiliser l’opérateur d’échelle de descente et de montée pour trouver et

démontrer le lien entre l’équation de Painlevé VI et la suite des polynômes de Jacobi généralisés

notés par Jn (x) orthogonaux par rapport à la fonctions poids

w (x) := w (x, t) = xα (1− x)β (x− t)γ , α, β > 0 et γ ∈ R. (3.1)

dont le support est [0, 1]. Dans ce cas, d’après l’orthogonalité, on a doit avoir évidement que∫ 1

0

Jm (x) Jn (x)w (x) dx = δm,n ,m, n = 0, 1, 2..., (3.2)

Notons la réccurence à trois termes correspondante par

xJn (x) = Jn+1 (x) + αnJn (x) + βnJn−1 (x) (3.3)

avec J0 (x) = 1 et J−1 (x) = 0.

L’opérateur d’échelle correspondant au Jn (x) est définie par{ (
d
dx

+Bn (x)
)
Jn (x) = βnAn (x) Jn−1 (x) ,(

d
dx
−Bn (x)− v′ (x)

)
Jn−1 (x) = −An (x) Jn (x) .

(3.4)

où

v (x) = − lnw (x) , (3.5)

ainsi

v′ (z) = −w
′ (x)

w (x)
, (3.6)

et An, Bn sont des fonctions de z donées par
An (x) =

v′ (x)− v′ (y)

x− y [Jn (y)]2w (y) dy, (1.1)

Bn (x) =
v′ (x)− v′ (y)

x− y Jn−1 (y) Jn (y)w (y) dy, (1.1)
(3.7)

où

Bn+1 (x) +Bn (x) = (z − αn)An (x)− v′ (x) , (3.8)

1 + (z − αn) [Bn+1 (x)−Bn (x)] = βn+1An+1 (x)− βnAn−1. (3.9)

L’idée principale pour atteindre nos objectif est d’introduire quelques constantes auxiliaires pour

la fonction de poids.
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Proposition 3.1 Les coefficients An et Bn peuvent s’ecrir sous la forme

An (x) =
an
x
− bn
x− 1

+
bn − an
x− t , (3.10)

Bn (x) =
a∗n
x
− b∗n
x− 1

+
b∗n − a∗n − n

x− t . (3.11)

où

an = α

1∫
0

[Jn (y)]2w (y)
dy

y
,

bn = β

1∫
0

[Jn (y)]2w (y)
dy

1− y ,

a∗n = α

∫ 1

0

∫ 1

0

Jn−1 (y) Jn (y)w (y)
dy

y
,

b∗n = β

∫ 1

0

Jn−1 (y) Jn (y)w (y)
dy

1− y .

Proof. On a d’une part

v (x) = − ln
(
xα (1− x)β (x− t)γ

)
= −α ln (x)− β ln (1− x)− γ ln (x− t) ,

ce qui implique

v′ (x) = −α
x

+
β

1− x −
γ

x− t . (3.12)
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Soit en remplaçant dans l’expression de An (x)

An (x) =

∫ 1

0

[
−α
x

+
β

1− x −
γ

x− t +
α

y
+

β

1− y −
γ

y − t

]
1

x− y
× [Jn (x)]2 xα (1− x)β (x− t)γ dy,

=

∫ 1

0

[
α(x− y)

xy
+

β (x− y)

(1− x)(1− y)
+

γ(x− y)

(x− t)(y − t)

]
1

x− y
× [Jn (x)]2 xα (1− x)β (x− t)γ dy,

=

∫ 1

0

[
α

xy
+

β

(1− x)(1− y)
+

γ

(x− t)(y − t)

]
× [Jn (y)]2 yα (1− y)β (y − t)γ dy,

=
1

x

∫ 1

0

αyα−1 [Jn (y)]2 (1− y)β (y − t)γ dy

+
1

1− x

∫ 1

0

β (1− y)β−1 [Jn (y)]2 yα (y − t)γ dy

+
1

x− t

∫ 1

0

γ (y − t)γ−1 [Jn (y)]2 yα (1− y)β dy

=
1

x

∫ 1

0

α [Jn (y)]2w (y)
dy

y
+

1

1− x

∫ 1

0

β [Jn (y)]2w (y)
dy

1− y

+
1

x− t

∫ 1

0

γ [Jn (y)]2 yα (1− y)β (y − t)γ dy

y − t , (3.13)

Une integration par parties nous donne∫ 1

0

[Jn (y)]2w (y) v′ (y) dy = −
∫ 1

0

[Jn (y)]2w′ (y) dy,

et comme

v′ (y)w (y) = −dw (y)

alors, ∫ 1

0

[Jn (y)]2w (y) v′ (y) dy =

∫ 1

0

[Jn (y)]2
′
w (y) dy = 2

∫ 1

0

J ′n (y) Jn (y)w (y) dy.

Il s’ensuit d’après l’orthogonalité que∫ 1

0

[Jn (y)]2w (y) v′ (y) dy = 0. (3.14)

D’autre part, l’équation (3.12) nous donne∫ 1

0

[Jn (y)]2w (y) v′ (y) dy =

∫ 1

0

[Jn (y)]2w (y)

(
−α
y

+
β

1− y −
γ

y − t

)
dy,
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soit encore en utilisant (3.14)

γ

∫ 1

0

[Jn (y)]2w (y)
dy

y − t = β

∫ 1

0

[Jn (y)]2w (y)
dy

1− y − α
∫ 1

0

[Jn (y)]2w (y)
dy

y
. (3.15)

En combinant les derniers résultats nous donne le résultat souhait. Pour montrer (3.11) on peut

utiliser la même technique de démontration plus haut.

Maintenant, les coefficients de réccurence αn et βn vérifis se qui suit

Proposition 3.2 On a les formules

(2n+ 2 + α + β + γ)αn = 2 (t− 1) b∗n − 2ta∗n + (1− t) bn + (α + β + 1) t− β,

et

(2n− 1 + α + β + γ) (2n+ 1 + α + β + γ) βn

= [ta∗n − (t− 1) b∗n]2 − (t− 1) (2nt+ γt+ β) b∗n

+t [(t− 1) (2n+ γ)− α] a∗n + n (n+ γ)
(
t2 − t

)
. (3.16)

Proof. D’abord, en combinant (3.8) avec les derniers résultats, on en déduit d’une part

(t− 1)
(
b∗n+1 − b∗n

)
− t
(
a∗n+1 − a∗n

)
− t+ αn = 0, (3.17)

a∗n+1 + a∗n = α− αnan, (3.18)

b∗n+1 − b∗n = (1− αn) bn − β, (3.19)

tan − (t− 1) bn = 2n+ 1 + α + β + γ (3.20)

En utilisant ensuite (3.18) et (3.19) dans (3.17), on en déduit

[1 + tan − (t− 1) bn]αn = t (α− 2a∗n)− (t− 1) (bn − β − 2b∗n) + t (3.21)

remplaçant maintenant cette dernière dans (3.20) on obtient

[2n+ 2 + α + β + γ]αn = t (α− 2a∗n)− (t− 1) (bn − β − 2b∗n) + t (3.22)

= tα− 2ta∗n + (1− t) bn + βt− β + t− (1− t) 2b∗n

= t (α + β + 1)− β − 2ta∗n + (1− t) bn − (1− t) 2b∗n.

D’autre part, on a

B2
n(x) + v′(x)Bn(x) +

n−1∑
j=0

Aj(x) = βnAn(x)An−1(x) (3.23)
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où
n−1∑
j=0

Aj(x) est définie à partir de (3.8). La relation (3.23) nous donne

(a∗n)2 − αa∗n = βnanan−1, (3.24)

(b∗n)2 + βb∗n = βnbnbn−1, (3.25)

βn (bn−1an + bnan−1) = (2n+ β + γ) b∗n − (2n+ α + γ) a∗n + 2b∗na
∗
n − n (n+ γ) ,

multiplions (3.24) par t2 et utilisons (3.20) il résulte

t2 (a∗n − α) a∗n = βn (2n+ 1 + α + β + γ + (t− 1) bn)

× (2n− 1 + α + β + γ + (t− 1) bn−1) .

Si on définit la constante suivante

kn = 2n+ 1 + α + β + γ,

on obtient

t2 (a∗n − α) a∗n = βn (kn + (t− 1) bn) (kn−1 + (t− 1) bn−1)

= βnknkn−1 + knβn (t− 1) bn−1 + kn−1βn (t− 1) bn + βn (t− 1)2 bnbn−1

d’où

t2 (a∗n − α) a∗n = βnknkn−1 + βn (t− 1) [(t− 1) bnbn−1 + kn−1bn + knbn−1] . (3.26)

De la même manière multiplions (3.26) par t, on obtient

t [(2n+ β + γ) b∗n − (2n+ α + γ) a∗n + 2b∗na
∗
n − n (n+ γ)]

= βn (bn−1tan + bntan−1) ,

Pour simplifier nous utilisons de (3.20) il résulte

t [(2n+ β + γ) b∗n − (2n+ α + γ) a∗n + 2b∗na
∗
n − n (n+ γ)]

= βn [2 (t− 1) bnbn−1 + kn−1bn + knbn−1] , (3.27)

et d’après (3.25), on trouve

t [(2n+ β + γ) b∗n − (2n+ α + γ) a∗n + 2b∗na
∗
n − n (n+ γ)]− (t− 1)

(
(b∗n)2 + βb∗n

)
= βn [(t− 1) bnbn−1 + kn−1bn + knbn−1] . (3.28)

Utilisons (3.28) dans (3.26) termine la preuve.
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Theorem 3.1 Le coefficient de récurrence βn satisfait cette équation différentielle du premier ordre

t
d

dt
βn = (2 + bn−1 − bn) βn. (3.29)

Définissons la fonction wn(t) par

wn (t) =
(t− 1) bn (t)

2n+ α + β + γ + 1
+ 1. (3.30)

Dans ce cas, la fonction wn(x) vérifit l’équation de Painlevé VI (2.54).

Proof. Tout d’abord, nous essayons d’exprimer a∗n en termes de b∗n, b∗′n , bn et b′n. Pour se faire, nous

substitutions (3.16) dans

t
d

dt
αn = αn + b∗n − b∗n+1,

nous obtenons une équation impliquant b∗n, b∗′n , b∗′n , bn et b∗n+1.

Ensuite on utilise (3.19) et l’expression

t
d

dt
a∗n = (1− αn) bn − β,

pour éliminer b∗n+1 eta∗′n afin d’arriver aux expressitions suivantes

a∗n =
1

2
+

1

2bn
((t− 1) b′n − 2b∗n − (α + β + 1))

+
1

2tbn
[(2n+ α + β + γ + 2) (2a∗n − bn + β)

+ (bn + 1) [2 (t− 1) b∗n − (t− 1) bn + (α + β + 1) t− β]] (3.31)

Remplaçant ensuite cette dernière (3.31) dans le système suivant

bn (t) =
kn [l (b∗n, a

∗
n, t)− t (1− t) b∗′n (t)]

2g (b∗n, a
∗
n, t)

,

et
1

bn (t)
=
l (b∗n, a

∗
n, t) + t (1− t) b∗′n (t)

2kn (β + b∗n) b∗n
,

où

l (b∗n, a
∗
n, t) = 2 (1− t)2 (b∗n)2 + [(2n− β − γ) t+ 2β + 2ta∗n] b∗n

− (2n+ α + γ) ta∗n − n (n+ γ) t.

et

g (b∗n, a
∗
n, t) = [ta∗n − (t− 1) b∗n]2 − (t− 1) (2nt+ γt+ β) b∗n

+t [(t− 1) (2n+ γ)− α] a∗n + n (n+ y)
(
t2 − t

)
.
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ce qui nous donne un pair d’équations linéaires de b∗n et b∗′n .

La résolution de ce système linéaire nous donne

b∗n = F (bn,b
′
n) , et b∗′n = G (bn,b

′
n)

où F et G sont des fonctions qu’ont peut calculée explicitement.

Et d’après le fait que d
dt
F (bn,b

′
n) = b∗′n = G (bn,R

′
n), on peut montrer que

[(2n+ α + β + γ + 2) (2n+ α + β + γ + 1) + t (t− 1)R′n (t)

((2n+ α + β + γ + 1) t− 2 (2n+ α + β + γ)− 1)

×Rn (t)− (t− 1)R2
n (t)

]
Φ (bn, b

′
n, b
′′
n) = 0, (3.32)

où Φ est une fonction explicitement déterminée.

Evidement l’équation (3.32) mène au deux équations différentielles, l’une est une équation de

Riccati, dont la solution est donnée par

bn(t) = (2n+ α + β + γ + 1)(1 + λ(2n+ α + β + γ + 1)(1− t)2n+ α + β + γ)

1 + λ(2n+ α + β + γ + 1)(1− t)2n+ α + β + γ + 1

où λ est une constante d’intégration. Cependant, lorsque t→ −∞, on voit facilement que

bn (t)→
{

0 si λ 6= 0

2n+ α + β + γ + 1 si λ = 0

ce qui implique le résultat b0(t) ∼ α + β + 1.

Enfin, en appliquant une transformation convenable à l’échelle et une translation approprié comme

indiqué en (3.30), on obtient L’équation de Painlevé VI.
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L’équation discrète de Painlevé d-PI

Le but majeur est de chercher des solutions particulières des équations de Painlevé à l’aide des

fonctions spéciales. À la naissance des polynômes semi-classiques, les gens se concentrent beua-

coups plus à prendre une fonction poids classique en ajoutant des nouveaux termes afin de sortir

du cadre classiques et en essayant d’identifier le caractère de la famille des polynômes orthogo-

naux correspendante.

Les équations discrètes de Painlevé d-PI sont satisfaites notamment par les coefficients des récur-

rences des polynômes orthogonaux semi-classiques. En effet, le premier exemple dans la litérature

était en termes de la fonction poids de Freud. Plus tard, plusieurs exemples ont été considérer en

se basant notamment sur l’équation de Pearson, en essayant d’augmenter le degré de ces deux po-

lynômes, et ceci était soit pour les polynômes orthogonaux par rapport à une measure continue,

discrète ou q-analogue. Dans ce chapitre nous allons préseter l’exemple célèbre des polynômes

semi-classiques de type Freud.
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4.1 Les fonctions poids de Freud

Les fonctions de poids de Freud sont des fonctions exponentielles sur l’axe réel (−∞,∞), consi-

dérés pour la première fois par Freud en 1976 [9], qui sont de la forme suivante

wρ(x) = |x|ρ exp(−|x|m), ρ > −1,m > 0. (4.1)

La première chose à remarquer ici est que ces fonctions sont paires, donc les suites de polynômes

orthogonaux correspendantes sont symétriques. Ainsi, notons par Pn(x) les polynômes orthogo-

naux par rapport à (4.1) et par an le coefficient de la récurrence à trois termes correspondante,

i.e.

xPn(x) = an+1Pn+1(x) + anPn−1(x). (4.2)

Theorem 4.1 Lorsque m = 4, le coefficient an de la récurrence (4.2) vérifie

4a2
n(a2

n+1 + a2
n + a2

n−1) = n+ ρ∆n, (4.3)

avec ∆2k = 1 et ∆2k+1 = 0.

Dans ce cas, avec le changement de variable xn = 2a2
n, donc a0 = 0 et xn > 0 pour n > 0, l’équation

(4.3) s’identifier avec l’équation discrete de Painlevé d-P1

xn+1 + xn + xn−1 =
zn + γ(−1)n

xn
+ δ, zn = αn+ β, (4.4)

avec α = 1, β = ρ/2, γ = −ρ/2 et δ = 0, puisque on peut écrire ∆n = (1− (−1)n)/2.

Proof. Lorsque m = 4 notons la fonction poids (4.1) par wρ(x) = |x|ρw0(x) dont l’équation de

Pearson satisfaite par w0(x) = exp(−x4) est

[w0(x)]′3w0(x),

L’idée de Freud été de calculer l’intégrale suivante de deux façons

I :=

∫ ∞
−∞

(Pn(x)Pn−1(x)|x|ρ)′w0(x) dx, (4.5)

qui peut s’écrire de la façon équivalente suivante∫ ∞
−∞

(pn(x)pn−1(x)|x|ρ)′w0(x) dx =

∫ ∞
−∞

p′n(x)pn−1(x)|x|ρw0(x) dx (4.6)

+

∫ ∞
−∞

pn(x)p′ρn−1w0(x) dx (4.7)

+ ρ

∫ ∞
−∞

pn(x)pn−1(x)

x
|x|ρw0(x) dx. (4.8)
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Pour l’intégrale à droite dans (4.6), nous utilisons le fait que

p′n(x) = nγnx
n−1 + termes d′ordreinfrieurs termes d′ordreinfrieurs termes d′ordreinfrieurs termes d′ordreinfrieurs

= n γn γn−1pn−1(x)+
il s’ensuit que∫ ∞

−∞
p′n(x)pn−1(x)|x|ρw0(x) dx = n

γn
γn−1

.

Pour l’intégrale (4.7), remarquons que p′n−1(x) est un polynôme de degré n − 2 donc l’intégrale

est nulle d’après l’orthogonailité.

Maintenant, pour l’intégrale dans (4.8), sachant que la fonction poids est symétrique, i.e. Pn(−x) =

(−1)nPn(x), alors pn(x)/x est un polynôme de degré n − 1 lorsque n est impair et pn−1(x)/x est

un polynôme de degré n− 2 lorsque n est pair. Par conséquent, lorsque n est pair l’integral (4.8)

est nulle et lorsque n est impair on a

pn(x)

x
=

γn
γn−1

pn−1(x)+ termes d′ordreinfrieurs termes d′ordreinfrieurs termes d′ordreinfrieurs termes d′ordreinfrieurs,

c’est-à-dire,

ρ

∫ ∞
−∞

pn(x)pn−1(x)

x
|x|ρw0(x) dx = ρ

γn
γn−1

∆n.

Ce dernier résultat avec l’expression an = γn−1/γn nous donne une première quantité de I

I =
n+ ρ∆n

an
. (4.9)

Une deuxième méthode pour évaluer l’intégrale I dans (4.5) consiste à utiliser une intégration

par partie avec l’équation de Pearson pour w0(x). En effet, on a∫ ∞
−∞

(pn(x)pn−1(x)|x|ρ)′w0(x) dx = −
∫ ∞
−∞

pn(x)pn−1(x)|x|ρw′0(x) dx

= 4

∫ ∞
−∞

x3pn(x)pn−1(x)|x|ρw0(x) dx. (4.10)

On peut calculer la dernière intégrale en utilisant la récurrence à trois termes satisfaite par Pn(x)

successivement pour transfomer x3Pn(x) à une combinaison linéaire en terme de Pi(x). De nou-

veau, sachant que la suite est symétrique, i.e. bn = 0, on a alors

x2pn(x) = an+1xpn+1(x) + anxpn−1(x)

= an+1an+2pn+2(x) + (a2
n+1 + a2

n)pn(x) + anan−1pn−2(x),
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et

x3pn(x) = an+1an+2xpn+2(x) + (a2
n+1 + a2

n)xpn(x) + anan−1xpn−2(x)

= an+1an+2an+3pn+3(x) + an+1(a2
n+2 + a2

n+1 + a2
n)pn+1(x)

+ an(a2
n+1 + a2

n + a2
n−1)pn−1(x) + anan−1an−2pn−3(x).

Ce qui montre facilement que∫ ∞
−∞

x3pn(x)pn−1(x)|x|ρw0(x) dx = an(a2
n+1 + a2

n + a2
n−1). (4.11)

Ce résultat est vrai pour tout n ≥ 1 si on définit a0 = 0. En combinant (4.9) et (4.10)–(4.11), on

en déduit (4.3). Il est facile de vérifier le reste du théorème.

Nous allons utiliser le théorème 2.9 pour étidier les fonctions poids de Freud généralisées.

4.2 Les fonctions poids de Freud généralisée

Dans cette partie nous allons considérer une généralisation des fonctions poids de Freud données

par

w(x; ρ, α) = |x|ρ exp
(
−x4 + tx2

)
, ρ > −1, t ∈ R. (4.12)

On peut utiliser la même technique précédente pour montrer le résultat suivant

Theorem 4.2 Le coefficient an de la récurrence de la suite de polynômes orthogonaux par rapport à

la fonction poids (4.12) vérifis la récurrence non-linéaire suivante

4a2
n

(
a2
n+1 + a2

n + a2
n−1 −

t

2

)
= n+ ρ∆n. (4.13)

Dans ce cas, (4.13) est l’équation de Painlevé discrète d-P1 avec xn = a2
n et les paramètres a = 0,

b = t/2, α = 1/4 et β = 0.

4.3 Painlevé IV

Nous allons combiner l’équation discrète de Painlevé d-P1 (4.13) avec ρ = 0 et les résultats de

(2.9). D’abord, notons par xn = a2
n et écrivons x′n = d

dt
xn, dans ce cas

n = 4xn
(
xn+1 + xn + xn−1 − t/2

)
, (4.14)

x′n = xn
(
xn+1 − xn−1

)
. (4.15)
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Dérivons (4.15) on obtient

x′′n = x′n
(
xn+1 − xn−1

)
+ xn

(
x′n+1 − x′n−1

)
.

En remplaçants x′n+1 et x′n−1 en utilisant (4.15) on en déduit

x′′n = x′n
(
xn+1 − xn−1

)
+ xn

[
xn+1

(
xn+2 − xn

)
− xn−1

(
xn − xn−2

)]
.

Les termes xn+1xn+2 et xn−1xn−2 peut être remplacer en utilisant (4.14) :

4xn+1xn+2 = n+ 1− 4xn+1

(
xn+1 + xn − t/2

)
,

4xn−1xn−2 = n− 1− 4xn−1

(
xn + xn−1 − t/2

)
.

On en déduit alors

x′′n = x′n
(
xn+1 − xn−1

)
− x2

n

(
xn+1 + xn−1

)
+

1

2
xn
[
n− 2

(
x2
n+1 + x2

n−1

)
+ (t− 2xn)

(
xn+1 + xn−1

)]
.

Maintenant on élimine xn+1 + xn−1 et xn+1 − xn−1 en utilisant (4.14)-(4.15) :

xn+1 + xn−1 =
n

4xn
− xn +

t

2
,

xn+1 − xn−1 =
x′n
xn
− xn +

t

2
,

par conséquent,

x′′n =
(x′2n
2xn

+
3x3

n

2
− x2

nt+ xn

(
n

4
+
t2

8

)
− n2

32xn
.

Enfin, le changement de variable 2xn(t) = y(−t/2), montre que y vérifié l’équation de Painlevé IV.
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Painlevé IV, V et discrète d-PII

Les équations discrètes de Painlevé d-PII sont satisfaites notamment par les coefficients des ré-

currences des polynômes orthogonaux sur cercle. Elles sont vérifies également par les coefficients

des polynômes orthogonaux par rapport à une mesure discrète. Dans ce chapitre nous allons

présenter un exemple des polynômes semi-classiques discrets constituant une généralisation des

polynômes classique de Charlier.
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5.1 Les polynômes de Charlier généralisés

Les polynômes de Charlier Cn(k; a) [2, Chap. VI] sont orthogonaux sur N par rapport à la distri-

bution de Poisson, i.e.
∞∑
k=0

Cn(k; a)Cm(k; a)
ak

k!
= a−nenn!δn,m, a > 0.

Si on définit w(x) = ax/Γ(x + 1), alors wk = w(k). Dans ce cas, la fonction poids de Charlier

wk = ak/k! vérifit l’équation de Pearson suivante

∇w(x) =
(

1− x

a

)
w(x).

En particulier, la récurrence à trois termes correspondante est donnée explicitement par

−xCn(k; a) = aCn+1(k; a)− (n+ a)Cn(k; a) + nCn−1(k; a).

Dans la suite nous allons considérer une généralisation de la fonction poids classique de Charlier

en considérant la fonction poids suivante sur N

wk = w(k) =
ak

(β)k k!
, a, β > 0. (5.1)

On peut écrire la dernière fonction sous la forme suivante

w(x) =
Γ(β)ax

Γ(β + x)Γ(x+ 1)

qu’on peut voir maintenant comme une fonction de x ∈ C qui s’annulle lorsque x est un pôle

de Γ(x + 1) ou pôle de Γ(β + x). Dans ce cas, cette dernière fonction poids vérifit l’équation de

Pearson suivante

∇w(x) := w(x)− w(x− 1) =
a− x(β − 1)− x2

a
w(x). (5.2)

Notons par Pn(x; a, β) les polynômes orthogonaux normalisés correspondants, i.e.

∞∑
k=0

Pn(x; a, β)Pm(x; a, β)
ak

(β)k k!
= 0, n 6= m. (5.3)

Nous allons chercher les coefficients de la récurrence à trois termes satisfaite par cette suite de

polynômes orthogonaux normalisées qu’on note parfois par Pn(x) := Pn(x; a, β)

xPn(x; a, β) = Pn+1(x; a, β) + bnPn(x; a, β) + a2
nPn−1(x; a, β),

avec P0 = 1 et P−1 = 0. D’abord, on a les résultats suivants
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Lemma 5.1 Les polynômes orthogonaux normalisés donnés par (5.3) vérifies

∆Pn(x) := Pn(x+ 1)− Pn(x) = nPn−1(x) +BnPn−2(x),

pour certains nombres réels Bn.

Proof. Sachant que Pn(x+ 1)− Pn(x) est un polynôme de degré n− 1, on peut écrire

Pn(x+ 1)− Pn(x) =
n−1∑
k=0

An,kPk(x), avec An,k =
〈∆Pn, Pk〉
〈Pk, Pk〉

.

Ainsi,

〈Pn, Pk〉An,k =
∞∑
j=0

(∆Pn(j))Pk(j)wj = −
∞∑
j=0

Pn(j) (∇Pk(j)wj)

= −
∞∑
j=0

Pn(j)wj∇Pk(j)−
∞∑
j=0

Pn(j)Pk(j − 1)∇wj.

Comme ∇Pk(j) est un polynômes de degré k − 1 < n, alors d’après l’orthogonalité la première

somme est nulle. Pour la deuxième somme, en utilisant l’équation de Pearson (5.2), on en déduit

〈Pk, Pk〉An,k = −1

a

∞∑
j=0

Pn(j)Pk(j − 1)(a− j(β − 1)− j2)wj.

D’après l’orthogonalité cette somme est nulle pour k − 2 < n. Ainsi, ils existent seulement deux

termes An,n−1 et An,n−2. Par comparaison, le terme du plus haut degré montre que An,n−1 = n.

D’où le résultat en notant An,n−2 = Bn.

Maintenant, si on définit 1 = 〈Pn, Pn〉γ2
n en utilisant ensuite l’orthogonalité de P1 et P2 avec P0

par rapport à wj, on en déduit immédiatement

Lemma 5.2 Avec les notations du lemme précédent, on a

a2
n =

γ2
n−1

γ2
n

,

1 =
a2

1

a
(b1 + b0 + β − 1) , (5.4)

B2 =
a2

1a
2
2

a
. (5.5)

Maintenant nous allons extraire les récurrences satisfaites par les coefficients de la récurrence
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Theorem 5.1 Les coefficients de la récurrence des polynômes orthogonaux donnés par (5.3) satisfai-

sant

bn + bn−1 − n+ β =
an

a2
n

, (5.6)

(a2
n+1 − a)(a2

n − a) = a(bn − n)(bn − n+ β − 1), (5.7)

avec les conditions initals

a2
0 = 0, b0 =

√
aIβ(2

√
a)

Iβ−1(2
√
a)
,

où Iν est la fonction de Bessel modifiée

Iν(z) =
∞∑
k=0

(z/2)2k+ν

k!Γ(k + ν + 1)
.

Proof. Soit en appliquant l’opérateur ∆ sur (??)

(k + 1)∆ (Pn(k)) + Pn(k) = ∆Pn+1(k) + bn∆Pn(k) + a2
n∆Pn−1(k).

En utilisant maintenant la relation de structure (??), on en déduit

(k + 1)
(
nPn−1(k) +BnPn−2(k)

)
+ Pn(k)

= (n+ 1)Pn(k) +Bn+1Pn−1(k) + bn
(
nPn−1(k) +BnPn−2(k)

)
+ a2

n

(
(n− 1)Pn−2(k) +Bn−1Pn−3(k)

)
.

Finalement, on utilise la relation de trois termes pour éliminer kPn−1(k) et kPn−2(k) du membre

gauche. Ceci nous donne une identité linéaire entre Pn(k), Pn−1(k), Pn−2(k) et Pn−3(k) et comme

ces polynômes sont linéairement indépendent, alors les coefficients doivent être tous nuls. On

obtient ainsi les 4 équations suivantes

n+ 1 = n+ 1, (5.8)

n+ nbn−1 +Bn = Bn+1 + nbn, (5.9)

Bn + na2
n−1 +Bnbn−2 = Bnbn + (n− 1)a2

n, (5.10)

Bna
2
n−2 = a2

nBn−1. (5.11)

Il clair que (5.8) est toujours satisfaite. L’équation (5.11) devient

Bn

a2
na

2
n−1

=
Bn−1

a2
n−1a

2
n−2

=⇒ Bn = a2
na

2
n−1

B2

a2
2a

2
1

=
a2
na

2
n−1

a
, n ≥ 2.

En utilisant cette dernière dans (5.9) on obtient

na (bn − bn−1 − 1) = a2
n(a2

n−1 − a2
n+1), (5.12)
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et (5.10) devient
1

a
(bn − bn−2 − 1) =

n

a2
n

− n− 1

a2
n−1

.

Prenons la somme dans la dernière égalité à partir de 2, on en déduit

1

a
(bn + bn−1 − n+ 1)− 1

a
(b1 + b0) =

n

a2
n

− 1

a2
1

.

Utilisant maintenant (5.4) pour trouver (5.6).

Si on utilise (5.6) dans (5.12) en posant bn = n+ dn, on obtient

(dk + dk−1 + k + β − 1)(dk−1 − dk) = a2
k+1 − a2

k−1.

Prenons la somme de k = 1 à n nous donne

− d2
n + d2

0 +
n−1∑
k=0

dk − ndn − (β − 1)(dn − d0) = a2
n+1 + a2

n − a2
1, (5.13)

où on a utilisé la condition intiale a2
0 = 0. D’autre part, (5.12) est équivalente à

ak(dk−1 − dk) = a2
ka

2
k+1 − a2

k−1a
2
k.

Ainsi, la somme de k = 1 à n nons donne

a
n−1∑
k=0

dk − andn = a2
na

2
n+1. (5.14)

Remplaçons (5.14) dans (5.13) on trouve alors

− d2
n + d2

0 +
a2
na

2
n+1

a
− (β − 1)(dn − d0) = a2

n+1 + a2
n − a2

1. (5.15)

Les valeurs initiales d0 = b0 et a2
1 sont données à l’aide

b0 =
m1

m0

, a2
1 =

m2

m0

−
(
m1

m0

)2

,

où mj sont les moments

mj =

∞∑
k=0

kjwk.

Un calcul simple donne

m0 =
Γ(β)

(
√
a)β−1

Iβ−1(2
√
a), m1 =

Γ(β)

(
√
a)β−2

Iβ(2
√
a),
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où Iβ et Iβ−1 sont les fonctions de Bessel modifiées. Ceci nous donne

b0 =
√
a
Iβ(2
√
a)

Iβ−1(2
√
a)
. (5.16)

De l’équation de Pearson (5.2) on a

m2 =

∞∑
k=0

k2wk =
∞∑
k=0

[a− k(β − 1)]wk − a
∞∑
k=0

[wk − wk−1],

ce qui montre que m2 = am0 − (β − 1)m1. Remarquons que ceci entraine

d2
0 + (β − 1)d0 + a2

1 = a

qui simplifie la relation de récurrence (5.15) à

a2
n+1 + a2

n + d2
n −

a2
na

2
n+1

a
+ (β − 1)dn − a = 0,

ce qui est équivalent à (5.7).

Nous allons expliquer le lien avec les équations de Painlevé discrètes. Premièrement, lorsque

β = 1 on a

Theorem 5.2 Dans le cas où β = 1, le coefficient an de la relation de récurrence vérifit l’équation de

Painlevé discrète d-PII , i.e.

cn+1 + cn−1 =
ncn√

a(1− c2
n)
. (5.17)

Proof. Dans le cas où β = 1, le système (5.6-5.7) se réduit à

bn + bn−1 − n =
an

a2
n

, (5.18)

(a2
n+1 − a)(a2

n − a) = a(bn − n)2. (5.19)

Ceci montre que a2
n − a a un signe constant pour tout n ≥ 1. Ainis, la condition initiale a0 = 0

montre que a2
n − a < 0. On peut introduire alors une nouvelle suite (cn)n avec c0 = 1 telle que

a2
n − a = −ac2

n, i.e. a2
n = a(1 − c2

n) donc c2
n < 1. On a encore deux choix pour le signe de cn. Soit

en remplaçant dans (5.19) et prenant la racine quarée bn = n +
√
acncn+1 avec le choix c0 = 1

en prenant recursivement le signe de cn+1 égale au signe de (bn − n)/cn. Finalement, On utilise

ces expressions de a2
n et bn dans (5.6) avec β = 1 on obtient l’équation d-PII cherchée avec les

paramètres γ = 0, β = 0 et α = 1/
√
a.

Lorsque β 6= 1 la situation est différente. En effet,

5.1. Les polynômes de Charlier généralisés 38



Chapitre 5. Painlevé IV, V et discrète d-PII

Theorem 5.3 les équations (5.6-5.7) se sont des limites des cas particuliers de l’équation discrète de

Painlevé IV

xn+1xn =
(yn − zn)2 − A

y2
n −B

(5.20)

yn + yn−1 =
ζn − C

1 +Dxn
+

ζn + C

1 + xn/D
(5.21)

Proof. Posons xn = iXn/
√
aB et iD =

√
B/a, alrs l’équation Dc

4 dans [10, p. 297] devient

− Xn+1Xn

aB
=

(yn − zn)2 − A
y2
n −B

, (5.22)

yn + yn−1 =
zn−1/2 − C
1 +Xn/a

+
zn−1/2 + C

1−Xn/B
. (5.23)

Multiplions la première équation par B et faisant b→∞ on en déduit

Xn+1Xn = a
(
(yn − zn)2 − A

)
, (5.24)

yn + yn−1 =
zn−1/2 − C
1 +Xn/a

+ zn−1/2 + C. (5.25)

Reste à vérifier que ceci s’identifier au le système (5.6-5.7) avec le choix Xn = a2
n − a et yn = bn.

En effet, à l’aide de

(bn − n) (bn − n+ β − 1) =

(
bn − n+

β − 1

2

)2

−
(
β − 1

2

)2

alors on remarque qu’on a

zn = n− β − 1

2
, A =

(
β − 1

2

)2

.

Si on utilise ceci dans la deuxième équation, on obtient

bn + bn−1 =
n− β/2− C

a2
n/a

+ n− β

2
+ C

et d’après (5.6) on a

bn + bn−1 =
an

a2
n

+ n− β

on trouve alors que C = −β
2
.
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5.2 Conclusion

Dans ce travail, nous avons prouvé les équations de painlevé discrétes et continues en utilisant

une relation de reccurence à trois terme , nous avons prouvé l’équation continue de PainlevéV I

en utilisant les plynômes de Jacobi généralisés , et dans l’équation continue de PainlevéV I, V

et d-PII. nous avons utilisé ..les plynômes de Charlier généralisés. et en utilisant les plynômes

de Freud nous avons prouvé l’équation continues de Painlevé d-PI . En raison de contraintes de

temps, nous n’avons pas pu prouver l’équation continue de Painlevé III, nous la laissons donc

aux générations futures
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