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 ملخص 

ي هذه المذكرة الطاقة الحرة باستخدام نظرية الاضطرابات المتعددة الاجسام  
 
عند درجة الحرارة  ندرس ف

بتطبيق   وذلك  ي  المرتفعة، 
 
المعروفة ف الخوارزميات  المخططات  بعض  مثل تعداد كل الأشجار  نظرية 

 ، مباشر غير  مخطط  ي 
 
ف الحلقات  وإيجاد كل  أو    نجد   الممتدة  لفينمان  الفراغ  مخططات  مساهمة 

ي درجة الحرارة المرتفعة لنموذج هيبارد 
 
ي هذه الطاقة. نحسب قيمة الطاقة الحرة ف

 
ي بعد   هيجنهولي   ف

 
ف
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Abstract 

In this work we study the free energy at high temperature using Many Body 

Perturbation Theory. We apply some basic algorithms of graph theory like 

enumerate all spanning trees and finding all circuits in undirected graph, we find 

the contribution of the vacuum Feynman or Hugenholtz diagrams to this energy. 

We calculate the value of the free energy at high temperature of the Hubbard 

model in one dimension. 

 

Résumé 

Dans ce travail, nous étudions l'énergie libre à haute température en utilisant la 

théorie de la perturbation à plusieurs corps. Nous appliquons quelques 

algorithmes de base de la théorie des graphes comme énumérer tous les arbres 

couvrants et trouver tous les circuits dans un graphe non orienté, nous trouvons 

la contribution des diagrammes du vide de Feynman ou de Hugenholtz à cette 

énergie. Nous calculons la valeur de l'énergie libre à haute température du 

modèle Hubbard en une dimension. 
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 عامة  مقدمة

،  MBPTوتعرف اختصارا ب  (  Many Body Perturbation Theory)تعددة الأجسام    اتطرابالاضنظرية  

ي   طريقةهي  
يائ  ز في  نظام  لوصف  من    أساسية  متشابه  𝑁مكون  طريق    متطابق،  أو   جسيم  عن  وذلك 

ز هذه الجسيمات،   يتم استخدام هذه الطريقة على  هاملتون مكون من جزء قابل للحل وجزء تفاعل بي 

ن لا  عندما  واسع  ي هذه  نظري  حل    إيجاد ستطيع  نطاق 
ز
ف المستخدمة  المنهجية  الأنظمة.  لهذه  دقيق 

احها تم    ، حيثالنظرية تعتمد على تقنية المخططات   Feynmanالعالم فينمان    من طرف  ول مرةلأ  اقير

ز الجسيمات   1949سنة    [1] الأنظمة   تعددة   تطبيقها على وتم    ، وذلك لتسهيل تمثيل التفاعلات بي 

ز  ثم    1955سنة  Brueckner    [2  ]العلماء بريكينار    بواسطة  الأجسام   و Hugenholtz   [3  ]هيجنهولير

الصلب   1957سنة    Goldstone  [4]قولدستون   بالجسم  الخاصة  الأنظمة  ي 
ز
نظرية    ،ف تطوير  تم 

ي لأجسام المتعددة  ضطرابات لالا 
 Finite Temperature Many Body)  محدودةالحرارة  الدرجة    فز

Perturbation Theory)    أو اختصارا(FT-MBPT)  ليتنغر   بواسطة  Luttinger  [5]    ثم    1960سنة

ة 1961سنة    Bloch [6] بلوخ ي هذه الفير
على الرغم من  .  حيث تطورت هذه النظرية بطريقة أساسية فز

ي   FT-MBPT طريقةدقيق ل وصف ه يمكن ايجاد أن
العدد الهائل للمخططات  بسبب ، إلا أنه عدة كتب فز

، وهذا ما يجعل التعامل مع  !(2𝑛)بمقدار زاد عدد المخططات    𝑛حيث أنه نجد كلما زادت درجة النشر  

اليدوية،هذه   بالطريقة  المخططات  أن نستطيع حساب كل  توجب  لذلك    الطريقة صعب ومستحيل 

-FTأخرى سنتعامل مع نظرية    بعبارةمعتمدين على الكمبيوتر، أو  حسابية أخرى    إلى طرق  اللجوءعلينا  

MBPT    التحميل على  من حيث    سريعة الأداء )زمن أقل( وأقل سعةات برمجية  خوارزميعن طريق تطوير

 . اكرة )فضاء أقل(الذ

ي درجة  جميع المخططات    لإيجاد   Wicks theorem   [7]  نظرية ويكس   لسوء الحظ، إذا طبقنا مباسرر 
فز

لذلك هناك طرق معينة  .  مع تزايد درجة النشر بشكل كبي     يزداد   مخططات عدد تلك الفإن  ،  نشر معينة

هذه   ي 
فز باختصار  اليها  نتطرق  سوف  العدد  هذا  نظرية  لتقليل  تطبيق  سندرس كيفية  المذكرة، كما 

حيث نطبق بعض المفاهيم الأساسية    المخططات من أجل إيجاد طرق مختصرة لحساب الطاقة الحرة. 

الممتدة   الأشجار  مثل  المخططات  نظرية  ي 
الأساسية  Spanning treesفز الحلقات  إيجاد  ومسألة   ،

 . ز ي مخطط معي 
 والكلية فز

ز الجسيمات  ي هذه المذكرة إلى نظام تفاعل سبي 
ي نظام هيبارد نتطرق فز

. نأخذ بعد  المحلية والخارجية فز

.  و ل  يواحد وذلك للتسه ي
ي التكميم الثائز

ي درجات كتابته فز
موديناميكية لهذا النموذج فز ندرس الخصائص الير

م

م

ة
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جد قيمة الطاقة الحرة حتر  ، نMBPTالحرارة المرتفعة باستخدام نظرية الاضطرابات المتعددة الاجسام  

 .  الدرجة السادسة من النشر

ي وكذلك نعرض نبذة عن نموذج  
ي الفصل الأول من هذه المذكرة سنتطرق الى أساسيات التكميم الثائز

ز
ف

ي نصف فيه بالتدقيق كيفية إيجاد قيمة مساهمة مخطط فينمان أو   بارد هي
ي بعد واحد. الفصل الثائز

ز
ف

ي الطاقة الحرة وذلك باستخدام نظرية المخططات. أما الفصل الثالث سنطبق فيه نظرية  
ز فز هيجنهولير

FT-MBPT  ي الأ   بارد على نموذج هي
ي درجات الحرارة المرتفعة، فز

خي    من أجل إيجاد الطاقة الحرة فز

 المذكرة بخاتمة عامة حول موضوع هذه المذكرة. 
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𝐻 = ∑ ℎ𝑖

𝑁

𝑖=1

 (1.1 )  

 

 : على الشكل يكتب و 𝑉(𝑥) كمون وهو يصف جسيم داخل، 𝑖 هاميلتون الجسيم هو ℎ𝑖حيث 

 

ℎ(𝑥) = −
ℏ2

2𝑚
Δ + 𝑉(𝑥) (1.2 )  

 

 . جسم واحد مؤثر  ℎ(𝑥)  يسمى هنا

يمثل سبين   𝜎حيث    معروفة،   (2.1  )لهاملتون الجسيم    𝜀,σوالقيم الذاتية  𝜙,𝜎(𝑥)أن الأشعة الذاتية    قترحن

 : التاليةالقيم الذاتية  معادلةبواسطة  𝜀,σقيم    ديتحد يمكنالجسيم. 

1.1. التكميم الثاني

الأنظمة باسم "التكميم الأول" غير مناسبة نسب ًيا لدراسة  المعتادة في ميكانيكا        المعروفة   معرفة النظرية 

 نستطيع المكونة من كم هائل من الجسيمات التي لا نستطيع التمييز فيما بينها. في الواقع، تعتمد هذه النظرية إلى

 الأساسية ووصف الحالة الكمية للنظام، وهذا يشير إلى دالة الموجة. بالنسبة لمجموعة من الجسيمات التي لا

 تمييزها، تصبح دالة الموجة معقدة للغاية بشكل رئيسي بسبب خصائصها التناظرية. أحد المبادئ

 لميكانيكا الكم هو أن دالة الموجة لمجموعة من الجسيمات إما متناظرة )بوزونات( أو غير متناظرة )فرميونات(

 وذلك عن طريق تبديل جسيمين. وبالتالي، وكذلك بالنسبة لمجموعة من الجسيمات المستقلة لا يتم اختزال دالة

الموجة للنظام إلى جداء بسيط لدوال الموجة ولكن تتضمن مجموع هذه الجداءات على مجموعة التبادلات

Ψ(𝑥) المحتملة. لذلك تم تطوير ما يسمى بنظرية "التكميم الثاني" ]1[. في هذه النظرية، تصبح الدالة الموجية

عبارة عن حقل يسمى "حقل المادة".

2.1. هاملتون مجموعة من الجسيمات المتماثلة

 لدينا مجموعة مكونة من 𝑁 جسيم متطابق موضوعة داخل كمون 𝑉(𝑥). هاميلتون هذه الجسيمات هو عبارة

على مجموع هاميلتون كل جسيم :

الكم

annaba23000
Note
ماكانيا الكم
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ℎ𝜙,σ(𝑥) = 𝜀𝜙,σ(𝑥) (1.3 )  

 

 .ℎمعادلة القيم الذاتية لمؤثر تعرف ب( 1.3)العلاقة 

حقل    مؤثربوصف هذه المجموعة من الجسيمات بواسطة    مكنناالثاني تصيغة التكميم  لشروط،  ا  هذه من خلال  

لهاملتون "  المادةحقل    تأثير  تحت   المتوسطةالقيمة  "ببساطة على أنه    𝐻0هاملتون الجملة    كتبي.  Ψ(𝑥)  المادة

 :[2] تاليك ℎجسيم وحيد  

 

𝐻0 = ∫ Ψ+(𝑥)ℎ(𝑥)Ψ(𝑥)𝑑𝑥 (1.4 )  

 

 .𝑥ينُشئ جسيمًا عند النقطة   Ψ+(𝑥)المؤثر  و 𝑥 جسيمًا عند النقطة يهدم مؤثر الحقل الذيهو  Ψ(𝑥)حيث 

 :تاليلجسيم وحيد ك 𝜙𝛼(𝑥)الأشعة الذاتية  قاعدة  تعمالباس Ψ(𝑥)مؤثر الحقل  يمكن نشر 

 

Ψ(𝑥) = ∑ 𝜙𝛼,σ(𝑥)𝑐𝛼,σ

𝛼,σ

 

Ψ+(𝑥) = ∑ 𝜙𝛼,σ
∗ (𝑥)𝑐𝛼,σ

+

𝛼,σ

 

(1.5 )  

 

𝑐𝛼,σ  ،𝑐𝛼,σحيث 
 .  عتماداً على النظام المدروسا ونية أو فيرميونيةز ، بونشاءتمثل مؤثرات الهدم والإ +

 :  التاليةالتبادل  علاقات مؤثرانحقق هذان اليحيث 

 

𝑐𝛼,σ𝑐𝛽,σ′
+ − 𝜖𝑐𝛽,σ′

+ 𝑐𝛼,σ = 𝛿𝛼𝛽𝛿𝜎′𝜎  

𝑐𝛼,𝜎𝑐𝛽,𝜎′ − 𝜖𝑐𝛽,𝜎′𝑐𝛼,𝜎 = 0 

𝑐𝛼,𝜎
+ 𝑐𝛽,𝜎′

+ − 𝜖𝑐𝛽,𝜎′
+ 𝑐𝛼,𝜎

+ = 0 

(1.6 )  

 

𝜖حيث  = 𝜖للفرميونات وبالنسبة  1− =  . للبوزوناتبالنسبة  1
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𝑐𝛼,𝜎و   𝑐𝛼,𝜎  المؤثرات  هدف
وبالتالي هذه  .  في الحالة الفردية  𝜙𝛼,𝜎(𝑥)هو هدم أو إنشاء جسيمات لدالة الموجة   +

تغير عدد الجسيمات الموجودة في هذه أو  هذه المعاملات لكنو 𝑥  تؤثر على إحداثيات الجسيمات  المعاملات لا 

𝑛𝛼,𝜎|  الأشعةعلى    تؤثر، إنها  صحبتعبير أ.  تلك الحالة الفردية , 𝑛𝛽,𝜎′, … تنتمي هذه  المسمات عدد الحالات،    ⟨

𝑛𝛼,𝜎|الحالة   هذه  إذن.  [3]  (Fock)  فوك إلى فضاء شعاعي يسمى فضاء  الأشعة , 𝑛𝛽,𝜎′, …  التيالوضعية  تصف    ⟨

متواجدون في الحالة   جسيم 𝜙𝛼,𝜎(𝑥) ، 𝑛𝛽,𝜎متواجدون في الحالة الفردية  ( بوزون أو فرميون) جسيم 𝑛,𝜎  فيها

 :هذه الحالات يعرف ب سبيل علىالإنشاء والهدم تأثير مؤثرات . إلخ...،  𝜙𝛽,𝜎(𝑥)الفردية 

𝑐𝛼,𝜎|𝑛𝛼,𝜎 , 𝑛𝛽,𝜎′, … ⟩ = √𝑛𝛼,𝜎|𝑛𝛼,𝜎 − 1, 𝑛𝛽,𝜎′, … ⟩  )1.7( 

𝑐𝛼,𝜎
+ |𝑛𝛼,𝜎 , 𝑛𝛽,𝜎′, … ⟩ = √𝑛𝛼,𝜎 + 1|𝑛𝛼,𝜎 + 1, 𝑛𝛽,𝜎′, … ⟩  )1.8( 

الحالات بعدد  لا نهتم بالحالة حيث تتواجد الجسيمات لكن  حيث  :  مختلفةأوجه نظر    له  التمثيل بواسطة فضاء فوك

حالة    المشغولة تميز  النوع    من  .النظامالتي  نفس  من  بوزونات  المشغولة أجل  الحالات  كيفي  عدد  أما .  يكون 

عدد الحالات يمكن زيادة أو تقليل . 1و أ 0يساوي  المشغولةفإن عدد الحالات  من نفس النوع لفرميونات بالنسبة

 .  في غياب التفاعل لترابطدون إدخال ا المشغولة

 . في ميكانيك الكم( جسيم /موجة)الثنائية  يمثلالحقل الكمي يصبح موضوع أساسي جديد و هو ما 

 كتابته على الشكل التالي وذلك بتعويض حقل المادة المعرف بالعلاقة  ناالجملة للجسيمات يمكن   ، هاملتونأخيرًا

 :نجد (1.4) في القيمة المتوسطة (1.5)

 

𝐻0 = ∑ ∑ ℎ𝑖𝑗𝑐𝑖,𝜎
+ 𝑐𝑗,𝜎

𝜎𝑖𝑗

 (1.9 )  

 

كمون  فيما بينها عن طريق    تتفاعل  الجسيماتلذلك نفرض أن    .الجسيماتحتى الآن، تم إهمال التفاعلات بين  

,𝑉(𝑥ثنائي الجسم   𝑥′).  الجملة    في هذه الحالة هاملتون𝐻  على يكتب  ،  يضيف حد آخر  (4.1)  المعرف بالعلاقة

 : الشكل التالي 

𝐻 = ∫ Ψ+(𝑥)ℎ(𝑥)Ψ(𝑥)𝑑𝑥 +
1

2
∫ ∫ Ψ+(𝑥′)Ψ+(𝑥)𝑉(𝑥, 𝑥′)Ψ(𝑥)Ψ(𝑥′)𝑑𝑥𝑑𝑥′ (1.10 )  
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نجد أن هاملتون الجملة في حالة وجود    (1.10)  الهاملتونفي  (  1.5)  نعوض كذلك بمؤثرات الحقل المعرفة بالعلاقة

 : [4] تفاعل بين الجسيمات يكتب على الشكل النهائي التالي

 

𝐻 = 𝐻0 + 𝐻𝐼 = ∑ ∑ ℎ𝑖𝑗𝑐𝑖,𝜎
+ 𝑐𝑗,𝜎

𝜎𝑖𝑗

+
1

2
∑ ∑ 𝑔𝑖𝑗𝑘𝑙𝑐𝑖,𝜎

+ 𝑐𝑗,𝜎′
+ 𝑐𝑙,𝜎′𝑐𝑘,𝜎

𝜎′𝜎𝑖𝑗𝑘𝑙

 (1.11 )  

 

 :يكتبان على الشكل 𝑔𝑖𝑗𝑘𝑙  عناصر المصفوفةو ℎijحيث أن 

 

ℎ𝑖𝑗 = ∫ 𝜙𝑖
∗(𝑥)ℎ(𝑥)𝜙𝑗(𝑥)𝑑𝑥 (1.12 )  

𝑔𝑖𝑗𝑘𝑙 = ∫ ∫ 𝜙𝑖
∗(𝑥′)𝜙𝑗

∗(𝑥)𝑉(𝑥, 𝑥′)𝜙𝑘(𝑥′)𝜙𝑙(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥′ (1.13 )  

 

يمثل    𝐻𝐼  بينما الهاملتون.  يمثل الجسيمات الحرة دون تفاعل وأحيانا يمثل الجزء القابل للحل   𝐻0هنا الهاملتون 

حد التفاعل بين الجسيمات وأحيانا يضاف على أنه اضطراب يضاف للجزء القابل للحل والممثل في الهاملتون 

𝐻0. 

 ارديبهنموذج . 3.1

هو نموذج تقريبي يستخدم، خاصة في فيزياء الحالة الصلبة، لوصف الانتقال بين أنظمة التوصيل    باردينموذج ه

، هو نموذج بسيط لتفاعل []  John Hubbard  بارديبارد، الذي سمي على اسم جون هيالعزل. نموذج هأنظمة  و

لنفقي للجسيمات بين  ا   زفقحركي يسمح بال   الهاملتون، حدفقط في    حيث يحتوي على حدين  الجسيمات في شبكة

موقع. يمكن أن تكون الجسيمات إما فرميونات، كما في  كل  في    ينتج من كمون التفاعل  حد محليو  الشبكةمواقع  

 بارد".يه-بارد الأصلي، أو بوزونات وفي هذه الحالة يُشار إلى النموذج باسم "نموذج بوزيعمل ه

الدورية عند درجات حرارة منخفضة بما فيه الكفاية،    لكموناتللجسيمات في ا  همهو تقريب م  هيباردنموذج  

نطاق أدنى  في  الجسيمات  جميع  أن  افتراض  يمكن  بين بلوخ  حيث  المدى  طويلة  التفاعلات  تجاهل  ويمكن   ،

غالباً ما يشار إلى النموذج  فإنه    التفاعلات بين الجسيمات في مواقع مختلفة من الشبكة   إدراجالجسيمات. إذا تم  

 الممتد". هيباردنموذج باسم "
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. منذ ذلك الحين، تم تطبيقه [2]  لوصف الإلكترونات في المواد الصلبة  1963تم اقتراح النموذج في الأصل عام  

درجات الحرارة العالية، والمغناطيسية الكمومية، وموجات كثافة الشحنة. يقدم    فيعلى دراسة الموصلية الفائقة  

بارد تفاعلات قصيرة المدى بين الإلكترونات إلى نموذج الربط المحكم، والذي يتضمن فقط الطاقة ينموذج ه

لإلكترونات الحركية )مصطلح "القفز"( والتفاعلات مع ذرات الشبكة )جهد "ذري"(. عندما يكون التفاعل بين ا

بارد نوعياً عن نموذج الربط المحكم. على سبيل المثال، يتنبأ نموذج يقوياً، يمكن أن يختلف سلوك نموذج ه

المواد التي تكون عازلة بسبب التنافر وهي    Mott insulatorsموت  بشكل صحيح بوجود عوازل    هيبارد

الم بالمعايير  تفي  أنها  من  الرغم  على  الإلكترونات،  بين  من  القوي  فردي  عدد  مثل وجود  للموصلات،  عتادة 

 الإلكترونات لكل وحدة خلية.

 هاملتون نموذج هيبارد 

بشكل طبيعي تمامًا    يتشكل الهاملتون.  هاملتون هيبارد  ، يمكننا الآن كتابةفناء الإنشاء والإ  معاملاتبعد إدخال  

 التفكير في كيفية وصف حركة وتفاعلات الإلكترونات في مادة صلبة. عند

نعتبرها ثابتة  ، والتي  نوية في الشبكةأولاً، نحتاج إلى مراعاة حقيقة أن هناك مجموعة منتظمة من مواضع الأ

من الذرات أننا نبدأ بشبكة    أي.  غير متحركة بسبب كتلتها الكبيرة مقارنة بالإلكترونات )تقريب بورن أوبنهايمر(

حيث  )المواقع( التي تتحرك عليها الفرميونات. بالطبع، فإن الذرة الحقيقية الواحدة هي بالفعل بنية معقدة للغاية، 

الذرات في مادة صلبة إلى  هاملتون هيباردالعديد من مستويات الطاقة المختلفة )المدارات(. يبسط  تحتوي على

(. هذه صورة جيدة لجسم صلب به نطاق طاقة واحد فقط على  مجموعة مواقع لكل منها مستوى واحد )مداري

 سطح فيرمي، لذلك، في الواقع، يوجد مدار واحد فقط مناسب.

بأربعة تكوينات: فارغة، أو فرميون   Pauliمقيدة بمبدأ    هاملتون هيباردمع هذا التبسيط )الكبير!(، فإن مواقع  

 .  Downو  Upوج من الفرميونات بواسطة ز محجوزة، أو Down، أو فرميون واحد Upواحد 

في مادة صلبة حيث يمكن للإلكترونات أن تتحرك، تتفاعل الإلكترونات عبر تفاعل كولوم. سيكون أكبر تفاعل 

عند هذا الحد فقط: يتم نمذجة التفاعلات   هاملنون هيباردفي نفس الموقع. يتوقف  عندما يكونان    اتلكترون للإ

بمصطلح يكون صفرًا إذا كان الموقع خاليًا من الفرميونات أو يحتوي على فيرميون واحد فقط، ولكن له القيمة 

𝑈  ووفقا لمبدأ الاستبعاد لبولي، فإنه يجب أن يكون مشغولا بالكترونين إذا كان الموقع مشغولاً بشكل مضاعف ،

، لا يوجد  هاملتون هيبارد البسيط. في  (1)شكل    يعبر عن هذا التفاعل  ↓𝑈𝑛𝑗↑𝑛𝑗إذن الحد  .  بينمتعاكسين في الس

هاملتون   في  التفاعلات، على الرغم من تضمين هذه  𝑗و    𝑖بين الفرميونات على مواقع مختلفة    ′𝑉𝑛𝑖𝜎𝑛𝑗𝜎تفاعل  

 .هيبارد الممتد
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 في الموقعتفاعل . اليمين: الt. اليسار: الطاقة الحركية ردهاملتون هيبا حدودالتمثيل التصويري ل. 1شكل 

 .U المحلي

إن التفكير المنطقي للطاقة الحركية هو التعبير الذي يدمر الفرميون في موقع ما ويخلقه على أحد الجيران.  

الذرات. نظرًا " من خلال تداخل دالتين موجيتين على زوج قفزالذي يحكم هذا "ال tسيتم تحديد مقياس الطاقة 

فقط بين أقرب الذرات في  )القفز( بالتنقل نسمح، فمن المعقول أن  أسيبشكل  تداخللأن الدوال الموجية ت

 شبكتنا. 

 هاملتون هيبارد يمكن التعبير عنه بالعلاقة التالية:إذن فإن 

𝐻 = −𝑡 ∑ (𝑐𝑗𝜎
+ 𝑐𝑖𝜎 + 𝑐𝑖𝜎

+ 𝑐𝑗𝜎)

<𝑖𝑗>𝜎

+ 𝑈 ∑ 𝑛𝑗↑𝑛𝑗↓

𝑗

− 𝜇 ∑(𝑛𝑗↑ + 𝑛𝑗↓)

𝑗

 (1.14 )  

)أو  𝑗وخلقه في الموقع   𝑖على الموقع   σالأول هو الطاقة الحركية: يصف تدمير فيرميون من السبين الحد 

>يمثل الترميز العكس(.  𝑖𝑗 الثاني هو طاقة   الحد على أن التنقل مسموح به فقط بين موقعين متجاورين.  <

  الحدإذا وجد أن الموقع مشغول بشكل مضاعف.  𝑈عبر جميع المواقع ويضيف طاقة  يمرحيث  التفاعل.

يتحكم في التعبئة. نشير إلى الموقف الذي يوجد فيه فرميون واحد لكل موقع  حيث كيميائي ال الكمونالأخير هو 

دد  الع حيث أنلأن الشبكة تحتوي على نصف عدد الفرميونات  Half-filling "ملوءعلى أنه "نصف م

 اثنان لكل موقع.هو الأقصى 

على الحالة نصف الممتلئة لأنها تعرض الكثير من الظواهر المثيرة   هاملتون هيباردغالباً ما تركز دراسات 

 . ، الترتيب المضاد للمغناطيسية الحديدية، إلخ.(Mottللاهتمام )سلوك العزل 
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 ة مقدم  .1

  طریقة ھي  ،  MBPT  والتي تعرف اختصارا بـ)  Many Body Perturbation Theory(   ات طرابالاضنظریة  

 في حالة حركة حرة ومتفاعلة.  متطابق أو جسیم متشابھ 𝑁𝑁مكون من   أساسیة لوصف نظام فیزیائي

ونات    1949سنة    Feynman)([9]  والتي قدمت من طرف العالم   ف الال��ت عند ق�امه بدراسة التفاعلات بني

المتعددة الأجسام  تطبیقھا علىوتم    ،والفوتونات   Brueckner ([10]( العلماء بریكینار  بواسطة  الأنظمة 

تم تطویر    ،1957سنة    [12]) (Goldstoneوقولدستون    [11]) (Hugenholtzھیجنھولتز  ثم    1955سنة  

أو  (Finite Temperature Body Perturbation Theory)  محدودةالحرارة  الدرجة    ضطرابات فيالا نظریة  

 .) FT-MBPT( باختصار

 ،!(2𝑛𝑛)بمقدار  زاد عدد المخططات    𝑛𝑛للمخططات حیث أنھ نجد كلما زادت درجة النشر  الكبیرالعدد  بسبب    و

وأقل  )  زمن أقل( سریعة الأداء  ات برمجیة  خوارزمیعن طریق تطویر  FT-MBPTمع نظریة  نتعامل  وبالتالي  

 .  ) فضاء أقل(التحمیل على الذاكرة من حیث  سعة

 : ھذه المخططات عدد من  ولكن ھناك طریقتان أساسیتان لتقلیل

الأولىال على  : طریقة  المخططات    تعتمد  جمیع  وذلكإزالة  حساب    المنفصلة  طریق  الحرة  عن  الطاقة 

 دالة القسمةالتعامل مع بدلا من الترمودینامیكیة 

  طوبولوجیا، المتكافئة    ھذه الاخیرةإیجاد المخططات المتمایزة من بین كل افتعتمد على  : الطریقة الثانیة 

 . عدد المخططات في بشكل كبیر یجعل انخفاض وھذا ما 

القدیمة   المقارنة  استخدمت  [26-20]الطرق  ولتقنیة  السابقة،  المخططات  مع  الطریقة  المباشرة  ھذه  كن 

لتتم عملیة  حتاجالى  ت الذاكرة  السابقة على  المتمایزة  المخططات  مما   ھا،المقارنة معضرورة حفظ جمیع 

 . یستلزم وقتاً ومساحة كبیرین جدا

استعمال    حالیا التخزین  تم  مشكلة  مع  للتعامل  جدیدة  ھذه  [27]طرق  أن  المخططات ت  الأخیرةحیث  ولد 

 . إلى المقارنة مع المخططات المتمایزة السابقة للجوء  دونالمتمایزة مباشرة 
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في ھذا الفصل الى الخوارزمیات المستحدثة لحساب المخططات المتمایزة المولدة عن طریق    تعرض سوف ن 

 . ة العبارة التحلیلیة لھا مباشروطباعةبطریقة آلیة [27] الخوارزمیة 

الخوارزمیات   جمیع  ھي  ستعملة  المإن  الفصل  المخططات فیھذا  نظریة  في  أساسیة   Graphمواضیع 

theory،  الأحیان نسخ كذلك بعض  بعض من ھذه    نقدم في  المستعملة  ، خاصة  الخوارزمیات جدیدة عن 

 . [28]المرجع 

 نظریة الاضطرابات . 2

متشابھة تتفاعل مع  جسیمات    مكون من عدةنظام  عبارة على  ھاملتون  الفي الفصل الأول أن  لقد تعرضنا  

 : التاليككمیم الثانی تال باستخدامیمكن التعبیر عنھ البعض  بعضھا 

 

)2.1(  𝐻𝐻 = 𝐻𝐻0 + 𝐻𝐻I = �(𝜀𝜀𝑘𝑘 + 𝜇𝜇)𝑎𝑎𝑘𝑘+

𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘 +
1
4
� 𝑉𝑉𝑚𝑚𝑚𝑚𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟+𝑎𝑎𝑠𝑠+𝑎𝑎𝑙𝑙𝑎𝑎𝑚𝑚
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

 

 

 لترتیب الإنشاء والھدم على ا مؤثراھما  𝑘𝑘و :+𝑎𝑎𝑘𝑘  حیث 

𝑉𝑉𝑚𝑚𝑚𝑚لتفاعل كموناعناصرمصفوفة    بینما
𝑟𝑟𝑟𝑟ت المصفوفة  حویفھي  التفاعل  ومصفوفة  ⟨𝑟𝑟𝑟𝑟|𝑉𝑉|𝑚𝑚𝑚𝑚⟩مباشر كمون 

 : كتب على الشكل المختصر التاليحیث ت، ⟨𝑟𝑟𝑟𝑟|𝑉𝑉|𝑙𝑙𝑚𝑚⟩كمون التبادل 

 

)2.2(  𝑉𝑉𝑚𝑚𝑚𝑚𝑟𝑟𝑟𝑟 = ⟨𝑟𝑟𝑟𝑟|𝑉𝑉|𝑚𝑚𝑚𝑚⟩ + 𝜖𝜖⟨𝑟𝑟𝑟𝑟|𝑉𝑉|𝑙𝑙𝑙𝑙⟩ 

 

 عرفناه في الفصل الأول 𝜖𝜖الثابت  

 : حیث أن

𝜖𝜖 =  بالنسبة للجسیمات من نوع بوزون  1

𝜖𝜖 =  فرمیون للجسیمات من نوع بالنسبة 1−

 للنظام  ات الجسیم اهشب أمثل طاقة فھي ت𝜖𝜖𝑘𝑘أما 

µالكمون الكیمیائي  یمثل. 

 المعرفة بـ دالة القسمة نشرعلى  FT-MBPTنظریة تعتمد 

 

 

 



 الاضطرابات المتعددة الاجسامالفصل الثاني                                                                   نظرية 

 

12 
 

(2.3)  
 

𝑍 = Τr(𝑒−𝛽𝛨) 

 . 𝐻سية مع الأخذ بعين الاعتبار مؤثر الهاملتون النشر العادي لتايلور للدالة الأ باستعمالوهذا 

  (3.3)في العلاقة  

 𝛽 تمثل معكوس درجة الحرارة𝛽 =
1

𝑘𝐵𝛵
 

 (: R)، حيث تنشر على الشكل (ثابت بولتزمان 𝑘𝐵و   درجة الحرارة مثلت 𝛵)وكذلك  

 

(2.4)  

𝑍

𝑍0
= 1 + ∑

(−1)𝑛

𝑛! 4𝑛
∫ 𝑑𝜏1 … . .

𝛽

0

∞

𝑛=1

 

× ∫ 𝑑𝜏𝑛

𝛽

0

⟨𝑂𝑡 ∏ 𝑉𝑚𝑖𝑙𝑖

𝑟𝑖𝑠𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑎𝑟𝑖
+ (𝜏𝑖)𝑎𝑠𝑖

+(𝜏𝑖)𝑎𝑙𝑖
(𝜏𝑖)𝑎𝑚𝑖

(𝜏𝑖)⟩

0

 

 حيث: 

 . الترتيب الزمني مؤثر𝑂𝑡يمثل  

 في الفراغ 𝐴يمثل المتوسط الحراري في الديناميكا الإحصائية للمؤثر  0〈𝐴〉المقدار 

 : بـيعرف رياضيا  

 

(2.5)  〈𝐴〉0 =
1

𝛧0
Τr(𝐴𝑒−𝛽𝛨0) 

 

𝑎𝑖مؤثرات الإنشاء 
+(τ)   والهدم𝑎𝑖(τ)  المتعلقة بالزمن التخيلي𝜏 

 : على الشكل لمعرفةا( 2.4)في العلاقة  الموضحة 

 

(2.6)  
𝑎𝑖

+(τ) = 𝑎𝑖
+𝑒𝜏𝐸𝑖  

𝑎𝑖(τ) = 𝑎𝑖𝑒
−𝜏𝐸𝑖  

 

 : على الشكل 𝐸𝑖في هذه المذكرة نعرف الطاقة 

 

(2.7)  𝐸𝑖 = 𝜀𝑖 − 𝜇 

 



 الاضطرابات المتعددة الاجسامالفصل الثاني                                                                   نظرية 

 

13 
 

 : أي  ير متفاعلنظام لليمثل دالة القسمة  𝑍0المقدار 

 

(2.8)  𝛧0 = Τr(𝑒−𝛽𝛨0) 

 

بين  (contractions)الانقباضات    جميعتعداد  نظرياُ  يمكننا  حيث  [19](Wicks)ويكس    باستخدام نظرية

 .(2.4) النشر سلسلةلكل رتبة من  نشاءمؤثرات الهدم والإ

 .[16]الى فنجد قيمته تساوي  لكل انقباض  الحراري يمكننا حساب قيمة المتوسط و كما 

 

(2.9)  〈𝑎𝑝(𝜏)𝑎𝑞
+(𝜏′)〉0 = 𝜖〈𝑎𝑞

+(𝜏′)𝑎𝑝(𝜏)〉0 = 𝛿𝑝𝑞𝑔𝑝(𝜏 − 𝜏′),  

المقدار   𝑔𝑝(𝜏بينما  − 𝜏′)    الناشر يسمى  بين  فهو    propagatorوالذي  مزيج  يمثل 

 𝜏تكون ثقب أو جسيم أثناء زمن تخيلي 

 : التاليعلى الشكل [16]يمكن صياغته رياضيا كما أنه و

 

(2.10)  𝑔𝑝(𝜏 − 𝜏′) = 𝑒−(𝜏−𝜏′)𝐸𝑃[𝑓𝑝
+𝜃(𝜏 − 𝜏′ − 𝜂) + 𝑓𝑝

−𝜃(𝜏 − 𝜏′ + 𝜂)] 

 

 :أن حيث

العنصري    الثابت  → في    +0 يجب  لθ(𝑥)(Heaviside)هيفيسايد  دالةالموجود  أنه  على  أخذ  لدلالة 

𝜏المقدار الثاني في حالة تساوي الأزمنة  = 𝜏′   (2.10)في العلاقة . 

𝑓𝑝الإحصائية مقادير ال
 : بالعلاقتينمعرفة  ±

 

(2.11)  
𝑓𝑝

− = 𝜖(𝑒𝛽𝐸𝑃 − 𝜖)
−1

 

    𝑓𝑝
+ = 1 + 𝑓𝑝

− 

 

ذلك   الكبيرو  العدد  الحراري    بسبب  المتوسط  الرياضية (  2.9)لمقادير  والصيغ  معينة،  نشر  رتبة  في 

المعايير مع كل هذه  الضروري التعامل  من  أصبح  (  2.11)والمقادير الإحصائية  (  2.10)المعقدة للناشر  

 .بطرق أخرى

غـ
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ستخدام أنه    الممكن اوآخرون    [12](قولدستون)و  [11](هيجنهولتز)،  [10](بريكينار )العلماء    ذا لجأل

 . للتبسيط مخططاتالوذلك باختصار كل مقادير المتوسط الحراري بواسطة [9]فينمانفكرة 

عن طريق  و هذا  على شكل مجموعة من المخططات  (  2.4)من سلسلة النشر    𝑛رتبة  يمكننا تمثيل ال ومنه  

,𝜏1)نسميها  قمة𝑛رسم … , 𝜏𝑖, … , 𝜏𝑛)  قمةحيث في كل𝜏𝑖    ،إلى هذه   سطرين وارديننرسم أربع سطور

𝑎𝑟𝑖يمثلان مؤثرات الانشاء   القمة
+ (𝜏𝑖)   و𝑎𝑠𝑖

+ (𝜏𝑖) (2.4)المعرفين في سلسلة النشر. 

𝑎𝑙𝑖يمثلان مؤثرات الهدم  القمةسطرين صادرين من هذه  بالإضافة إلى  
(𝜏𝑖)  و𝑎𝑚𝑖

(𝜏𝑖)  (  1.2شكل)،    نقوم ثم

الواردة   جميعبربط   𝑎𝑝𝑖الخطوط 

+ (𝜏𝑖)    الصادرة مع 𝑎𝑝𝑗الخطوط 
(𝜏𝑗)الطرق  ب بحيث  ، للربط  الممكنةكل 

𝑔𝑝𝑖الناشرمع وافق تت𝑗و 𝑖خطين عملية ربط بين كل في 
(𝜏𝑖 − 𝜏𝑗) 

 .𝜏𝑖الواردة والصادرة في كل ذروة نشاء والهدم مخطط يمثل مؤثرات الإ. 1.2شكل 

𝑁𝐷هو(  2.4)الممكنة الناتجة من العلاقة    𝑁𝐷عدد المخططات   =
(2𝑛)!

2𝑛
 يحويوهو  كبير جداُ  هذا العدد  ،  

 صلة نفمالمتصلة والمخططات ال كل

إلى المخططات    ينقص ويختزل  𝑁𝐷فإن عدد المخططات  (  2.4)على    ةيتميرلوغاالدالة  التطبيق    لكن عند 

جميع الخصائص استخلاص  مكن  ي  ، وبما أنهن اللوغاريتم يعدم المخططات المنفصلة، هذا لاالمتصلة فقط

Ωمن دالة الطاقة الحرة ترموديناميكيةال = −
1

𝛽
log(𝑍) ، 

بدلا  Ωإذن من البديهي دراسة الطاقة الحرة    ، على دالة القسمة  ةهي تطبيق للدالة اللوغاريتميفكما نلاحظ  

 .𝑍من دالة القسمة  

 : يمكننا أن نعبر عن الطاقة الحرة للنظام بدلالة المخططات كما يلي

 

(2.12)  Ω = Ω0 + ∑(All connected diagrams) 

 

 : حيث

Ω0   تمثل الطاقة الحرة للنظام الغير متفاعلΩ0 = −
1

𝛽
log(𝑍0).    [8]يمكن حساب هذه الطاقة ببساطة  

 : فنجد قيمتها هي

 

(2.13)  Ω0 =
𝜖

𝛽
∑ log(1 − 𝜖𝑒−𝛽𝐸𝑘 )

𝑘
 

 

 من 
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𝑁𝐷فض إلى ينخعدد المخططات إذن  =
(2)!

2𝑛
− 𝑛𝑑𝑑 

 يمثل عدد المخططات المنفصلة 𝑛𝑑𝑑حيث  

جدا كبيرا  يزال  لا  العدد  هذا  العددوسيلة  يجاد  لإنلجأ  لذلك  ، ولكن  هذا  يوجد، لخفض  من   كثيرال  حيث 

العددية والتي   القيمة  لها نفس  المتصلة   الضرورة فمن    المتكافئة،   بالمخططات  يمكن تسميتهاالمخططات 

 لمخطط المتمايز المتكافئة والذي يسمى با المخططاتهذه بين فقط من مخطط واحد  ختيارإ

في  حيث   الأزمنة    تكاملاتالنلاحظ  𝑑𝜏1على  … 𝑑𝜏𝑛    النشر  من مجالات (  2.4)علاقة  نفس  لديها  أنه 

من   هي  إ  ، 𝛽إلى    0التكامل  الأزمنة    تبديلهذن  هذه  القمم  تبديله)على  ,𝜏1بين  … , 𝜏𝑖, … , 𝜏𝑛 بلغة

 . يغير نتيجة التكاملات أي انه لا(المخططات

القيلذلك عند    بين  المبادلة  النشر  ةناتجال  اتمخططال  لمجموعة من م  تطبيق عملية    فنجد(  2.4)من عملية 

عددها   منها  مجموعة  اللازم    ، سابقلمخطط    ةمكافئ𝑛𝑒𝑑مثلاُ  على فمن  المكاملة  قيمة  تجاهلها وضرب 

 . فقط𝑛𝑒𝑑المخطط السابق في

 !𝑛، إذن فمن الطبيعي أننا نجد  !𝑛مة هو يق  𝑛نعلم أن عدد التبديلات الممكنة لمجموعة مكونة من كما أننا  

ننا إكيفي فهذا الأخير  القيام بعملية مبادلة معينة على  عند    اأحيانو  ،  مخطط مكافئ لمخطط متمايز وحيد

 . يتشوه بواسطة عملية المبادلة  لالمخطط انفس هذا المخطط، أي أن هذا نتحصل على 

العدد الحقيقي  إن  فو منه  ،  𝑆إذا كان عدد هذه المخططات التي لا تتشوه بواسطة عملية مبادلة معينة هو  

هو   المتكافئة  للمخططات 
𝑛!

𝑆
الطبيعي  بيسمى  والذي  ،   التناظر،    𝑆العدد  الضرورة  بمعامل  من  إيجاد لذا 

 . المخططات المتكافئة فهذه العملية تخفض بشكل كبير عدد المخططاتكل المخططات المتمايزة من بين 

𝑁𝐷عدد المخططات الآن ينخفض إلى حيث  =
(2𝑛)!

2𝑛 −𝑛𝑑𝑑

𝑛!

𝑆

=
𝑆

𝑛!
(

(2𝑛)!

2𝑛 − 𝑛𝑑𝑑) . 

الأساسية  تعرف   المتمايزة  بالمخططات  المجموعة   Essentially Distinct Diagramsهذه 

 : الطاقة الحرة يمكن التعبير عنها بالعلاقةومنه  (( R)هذه التسمية مستخلصة من المرجع )EDDنختصرها

 

(2.14)  Ω = Ω0 + ∑
(EDD)𝑖

𝑆𝑖
𝑖

 

 

الأساسية  هي    المطروحةالمشكلة  وبالتالي   المتمايزة  المخططات  كل  إيجاد  رتبة    EDDsكيفية  شر  نعند 

هذه المشكلة مع  لحل أجل إيجاد وذلك من  [26-20]الخوارزميات  منكثيرال ففي السابق اقترحت؟𝑛معينة 

 . اتالاختلافمن  بعض
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من الأعداد الطبيعية،   في سلسلة متتالية𝑛م  كل القي  هي ترتيب: EDDsلإيجاد    الأساسية المستخدمة  ةالتقني

ت 1مالقيمجموع  من  𝜏𝑖مةيقكل    مثلحيث  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  يمثلامتتاليين،    طبيعيين  عددين   شكلعلى  ن حيث 

𝑎𝑟𝑖نشاء  مؤثري الإ

+ (𝜏𝑖)  و𝑎𝑠𝑖

+(𝜏𝑖) ،    بينما موضع العددين من السلسلة يمثلان مؤثري الهدم𝑎𝑙𝑖
(𝜏𝑖)   و

𝑎𝑚𝑖
(𝜏𝑖) ، فإنه يمكن تمثيل كل مخطط على الشكل التاليأي أنه قبل أن نقوم بعملية الربط : 

 

(2.15)  𝐷0 = (1,2|3,4| … |2𝑖 − 1,2𝑖| … |2𝑛 − 1,2𝑛) 

 

2𝑖بعددين متتاليين    𝜏𝑖مة  يكل ق(  2.15)حيث مثلنا في المخطط   − 1,2𝑖  ، أما عملية الربط بين مؤثري

إالإ فيمكن  والهدم  بين  نشاء  المبادلة  عملية  طريق  عن  2𝑖الأعداد  يجادها  − 2𝑗مع2𝑖 أو1 −    2𝑗 أو1

𝑖حيث  ≠ 𝑗. 

تبديلة  كل  عند  أنه  مكافئ  حيث  على  . تعطينا مخطط  المتمايزة  للعثور  الطريقة EDDsالمخططات  فإن   ،

 مخطط مكافئل  لك𝜏𝑗و    𝜏𝑖القمم  القيام بعملية المبادلة بين زوجي أعداد  تعتمد غلى  المستخدمة هي أيضا  

 EDDsالسابقة مع المخططات المتمايزة  ومقارنته على حدى

 المخططات المتمايزة إلى حفظ جميع  فيها  ، لأننا نحتاج  كبيرين جداً وقتا ومساحة  تأخذ  طريقة  اللكن هذه   

جميع    علىالتنقل  ثم يجب علينا  (  كبيرة  مساحة)الخاصة بالكمبيوتر  (  RAM)  العشوائيةذاكرة  الالسابقة في  

 . (وقت أكبر)في كل عملية مقارنة  EDDsالمخططات المتمايزة السابقة 

أنها كما  مختلفة عن الطرق الكلاسيكية القديمة  [27]طريقة جديدة مستخدمة في المرجع  حيث عثرنا على  

مع  لا مقارنة  أي  إلى  السابقة  تحتاج  المتمايزة  على  )  EDDsالمخططات   يمكن  الطريقةهذه  للتعرف 

 (. [27]المرجعطلاع على الإ

المتمايزة  إن   المخططات  إيجاد  كيفية  في  ليس  الفصل  هذا  فيEDDsموضوع  إيجاد    طريقة  ولكن  كيفية 

 . وطباعتها بطريقة آلية وذلك باستخدام خوارزميات مستحدثة EDDلكل مخطط متمايز  العبارة التحليلية 

 من الدرجة  للاختزالقابل  مخطط لل  التحليلية قيمةالحساب  .2

المستخدمةاللفهم  و الحساب  طرق  بالهنا،    في  حالة  يمكننا  أبسط  من  الوصولبدأ  في   والمتمثلة 

، حيث  2.2شكل  في ال  لموضح، االتحليلية للمخط                                                        ير قابل للاختزال من الدرجة الثانية   لعبارة

 :  ]16[على النحو التاليالطاقة الحرة له  مساهمة يمكن في البداية كتابة 

 

(2.16)  Ω2 =
1

8
𝑉𝑝3𝑝4

𝑝1𝑝2 𝑉𝑝1𝑝2

𝑝3𝑝4𝐼2 

الثانیةغیر

غـ
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 : حيث

(2.17)  𝐼2 =
1

𝛽
∫ ∫ 𝑔𝑝1

(𝜏1 − 𝜏2)𝑔𝑝2
(𝜏1 − 𝜏2)𝑔𝑝3

(𝜏2 − 𝜏1) 𝑔𝑝4
(𝜏2 − 𝜏1)

𝛽

0

𝑑𝜏1𝑑𝜏2

𝛽

0

 

 

المستخدمة  التوضيح  ل التكامل  طريقة  قيمة  طريقتين ( 2.17)العبارة    فيالموجودة    𝐼2لحساب  نقترح   ،

 . المخططاتطريقة كذلك الطريقة المباشرة و: أساسيتين

 مباشرةال طريقةال. 3.1

,0]لحساب التكامل على المجال   𝛽]  ،ستخدام تحويل فوريي للتحول من الزمن التخيلي ضروري إمن الف

𝜏 اتترددالإلى . 

بأو  ،  (2.10)الناشر  تحويل    الشكل يكتب  ،  Matsubara sum]29[ا  بارشيت مامجموع  ما يعرف  على 

 : التالي

 

 .من الدرجة الثانيةغير المختزل للطاقة الحرة مخطط ال. 2.2الشكل 

 

(2.18)  𝑔𝑝(𝜏 − 𝜏′) =
1

𝛽
∑

𝑒−𝜁𝑚(𝜏−𝜏′−𝑛𝜃)

𝐸𝑝 − 𝜁𝑚

∞

𝑚=−∞

,          

 

العلاقة   المركب  (2.18)في  المتغير   ،𝜁𝑚    المدروس، حيث النظام  لنا  𝜁𝑚يميز  = 𝑖
𝜋

𝛽
(2𝑚) كانت إذا 

عن   عبارة  المدروسة  و   الجسيمات  𝜁𝑚بوزونات  = 𝑖
𝜋

𝛽
(2𝑚 − الجسيمات(1 كانت  عن  إذا   عبارة 

 .  فرميونات

𝜃هو عدد عنصري موجب صغير جداً    𝜃الثابت   → عشوائي موجب غير   فهو عدد طبيعي𝑛، أما  +0

العلاقة   في  اخترنا  لقد  العنصري  (2.18)معدوم،  𝜂الثابت  = 𝑛𝜃الحالات  عضب  صعوبة  لتجنب  وهذا 
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𝜂النهاية    نحسب  عندماوذلك   → تشيبارا  ما  تمثيل  في(  2.11)الإحصائية   المقادير  كتابةكذلك    يمكن. +0

 : التالي النحو على[29]

(2.19)  𝑓𝑝
± =

1

𝛽
∑

𝑒0±𝜁𝑚

𝐸𝑃 − 𝜁𝑚

∞

𝑚=−∞

 

 

,0]الزمني   المجال على𝜏كامل  ون،  (2.17)في التكامل  (  2.18)تشيبارا   مجموع مانعوض  الآن  أما 𝛽] ،

 : نتحصل على النتيجة

(2.20)  𝐼2    =
1

𝛽3
∑ 𝛿𝜁𝑚1+𝜁𝑚2 ,𝜁𝑚3+𝜁𝑚4

∏
𝑒𝜁𝑚𝑖

𝑛𝑖𝜃

(𝐸𝑃𝑖
− 𝜁𝑚𝑖

)

4

𝑖=1𝑚1𝑚2𝑚3𝑚4

 

 

 

𝛿𝜁𝑚1حيث   +𝜁𝑚2 ,𝜁𝑚3 +𝜁𝑚4
الإ   الخطوط   بيننحفاظ   

الواردة 
𝑚1

, 
𝑚2

الصادرة ط  والخطو
𝑚3

, 
𝑚4

المجموع  .     من   أنه  الواضح  منف(  2.20)لحساب 

𝛿𝜁𝑚1الحفظ التخلص من الضروري +𝜁𝑚2 ,𝜁𝑚3 +𝜁𝑚4
 : الكميةب(2.20)، لذلك نضرب العلاقة

 

(2.21)  

𝐸𝑝1
+ 𝐸𝑝2

− 𝐸𝑝3
− 𝐸𝑝4

+ 𝜁𝑚1
+ 𝜁𝑚2

− 𝜁𝑚3
− 𝜁𝑚4

𝐸𝑝1
+ 𝐸𝑝2

− 𝐸𝑝3
− 𝐸𝑝4

 

 

 . 1تساوي ( 2.21)في الحقيقة الكمية 

باختصار   الآن  𝐸𝑝𝑖حد  كنقوم 
− 𝜁𝑚𝑖

الكمية   بسط  من    مع(  2.21)من  يقابله   ، (2.20)العلاقة    مقامما 

 : أولية حدود أربعة على حصلتنف

 

(2.22)  𝐼2 = 𝐼2
1 + 𝐼2

2 + 𝐼2
3 + 𝐼2  

4  

 : حيث

 

(2.23)  𝐼2
1 =

1

𝛽3(𝐸𝑝1
+ 𝐸𝑝2

− 𝐸𝑝3
− 𝐸𝑝4

)
∑

𝑒𝜁𝑚2𝜃(𝑛2−𝑛1)𝑒𝜁𝑚3𝜃(𝑛3+𝑛1)𝑒𝜁𝑚4𝜃(𝑛4+𝑛1)

(𝐸𝑝2
− 𝜁𝑚2

)(𝐸𝑝3
− 𝜁𝑚3

)(𝐸𝑝4
− 𝜁𝑚4

)
𝑚2𝑚3𝑚4

, 

ھي دلتا كرونكر والتي تمثل قانون
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𝐼2
2 =

1

𝛽3(𝐸𝑝2
+ 𝐸𝑝1

− 𝐸𝑝3
− 𝐸𝑝4

)
∑

𝑒𝜁𝑚2𝜃(𝑛1−𝑛2)𝑒𝜁𝑚3𝜃(𝑛3+𝑛2)𝑒𝜁𝑚4𝜃(𝑛4+𝑛2)

(𝐸𝑝1
− 𝜁𝑚1

)(𝐸𝑝3
− 𝜁𝑚3

)(𝐸𝑝4
− 𝜁𝑚4

)
𝑚1𝑚3𝑚4

, 

𝐼2
3 =

1

𝛽3(𝐸𝑝3
+ 𝐸𝑝4

− 𝐸𝑝1
− 𝐸𝑝2

)
∑

𝑒𝜁𝑚2𝜃(𝑛1+𝑛3)𝑒𝜁𝑚3𝜃(𝑛2+𝑛3)𝑒𝜁𝑚4𝜃(𝑛4−𝑛3)

(𝐸𝑝1
− 𝜁𝑚1

)(𝐸𝑝2
− 𝜁𝑚2

)(𝐸𝑝4
− 𝜁𝑚4

)
𝑚1𝑚2𝑚4

, 

𝐼2  
4 =

1

𝛽3(𝐸𝑝4
+ 𝐸𝑝3

− 𝐸𝑝1
− 𝐸𝑝2

)
∑

𝑒𝜁𝑚2𝜃(𝑛1+𝑛4)𝑒𝜁𝑚3𝜃(𝑛2+𝑛4)𝑒𝜁𝑚4𝜃(𝑛3−𝑛4)

(𝐸𝑝1
− 𝜁𝑚1

)(𝐸𝑝2
− 𝜁𝑚2

)(𝐸𝑝3
− 𝜁𝑚3

)
𝑚1𝑚2𝑚3

. 

 

𝑛𝑖الأرقام   قيم  ختارن  > المجموع    0 فيها  يكون  ∑بطريقة  𝑛𝑖𝑖    الأس ∑)𝑒𝜁𝑚𝜃في  𝑛𝑖𝑖 .  لايساو   لصفر(

𝑛1نختار القيم    مثلا = 2, 𝑛2 = 1, 𝑛3 = 2, 𝑛4 = 𝜃نهايةال  تطبيق  د ، بع1 → ما يكافئ كل    نجد، +0

𝑓𝑝حصائي إ لعامم
 (. 2.19)علاقة  من ال±

 : على الشكلتها صياغإعادة  يمكن(2.23)فالحدود الأربع من العلاقة وبالتالي، 

 

(2.24)  

𝐼2
1 =

1

(𝐸𝑝1
+ 𝐸𝑝2

− 𝐸𝑝3
− 𝐸𝑝4

)
𝑓𝑝2

−𝑓𝑝3
−𝑓𝑝4

− , 

𝐼2
2 =

1

(𝐸𝑝2
+ 𝐸𝑝1

− 𝐸𝑝3
− 𝐸𝑝4

)
𝑓𝑝1

−𝑓𝑝3
−𝑓𝑝4

− , 

𝐼2
3 =

1

(𝐸𝑝3
+ 𝐸𝑝4

− 𝐸𝑝1
− 𝐸𝑝2

)
𝑓𝑝1

−𝑓𝑝2
−𝑓𝑝4

− , 

𝐼2
4 =

1

(𝐸𝑝4
+ 𝐸𝑝3

− 𝐸𝑝1
− 𝐸𝑝2

)
𝑓𝑝1

−𝑓𝑝2
−𝑓𝑝3

− . 

 

𝑉𝑝3𝑝4الكمون  جداء  ، التناظر  بسبب

𝑃1𝑝2𝑉𝑝1𝑝2

𝑝3𝑝4التحويلات  يتغير  لا تطبيق  𝑝4عند  → 𝑝3, 𝑝3 → 𝑝4    في

𝐼2
𝑝3و 3 → 𝑝1, 𝑝1 → 𝑝3, 𝑝4 → 𝑝2, 𝑝2 → 𝑝4    في𝐼2

المقدار    التحويلو  2 على  يطبق  الأخير 

𝐼2
𝑝3للتحولات  1 → 𝑝2 , 𝑝2 → 𝑝3, 𝑝4 → 𝑝1, 𝑝1 → 𝑝4 ،العلاقة  و ل  (  2.16)من  النهائية  القيمة  نجد 

Ω2 كما يلي : 

 

(2.25)  Ω2 =
1

4

𝑉𝑝3𝑝4

𝑝1𝑝2𝑉𝑝1𝑝2

𝑝3𝑝4𝑓𝑝1
−𝑓𝑝2

−(𝑓𝑝3
+ + 𝑓𝑝3

−)

(𝐸𝑝3
+ 𝐸𝑝4

− 𝐸𝑝1
− 𝐸𝑝2

)
 

 

 : ملاحظة

ي ا
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 : على سبيل المثال  ، 𝑛𝑖ختيار قيم أخرى لـ إيمكننا 

𝑛1 = 1, 𝑛2 = 2, 𝑛3 = 2, 𝑛4 = 𝑛1أو1 = 1, 𝑛2 = 4, 𝑛3 = 2, 𝑛4 = 3 

 (. 2.25)في  Ω2لـمطابقة نفسها لكن النتيجة تبقى و

 طريقة المخططات .  3.2

الداخلة   خطوطالالمرتبط ب  (2.10)  الناشر   جداءل  ي هي تحلمخططات  لطريقة الالمعتمدة    ساسيةالفكرة الأ

 . حيث يساهم كل كسر في العبارة الكلية للطاقة الحرة ,مخطط معين إلى كسور جزئية أو الخارجة من قمم 

الممكنة  ت اطخطمال نرسم جميع  أي  ، الممكنة جميع الأشجار  2.2من الشكل  𝐺1المخططنرسم على    حيث

 .) دورة) حلقةلا تحوي تربط جميع قمم المخطط والتي 

هناك  نلاحظ  ف أشجارأن  ,𝑇𝑖ممكنة  أربعة  𝑖 = 1, … الأشجار يبين    3.2الشكل  . 𝐺1للمخطط  4, جميع 

 .𝐺1مخطط  للالممكنة 

 .𝐺1للمخطط  مكملةالشجرة ال تمثل بينما الخطوط الرفيعة ، 𝛵𝑖الخطوط السميكة الشجرة   تثمل حيث

، 𝑇𝑖نعلم أن الطاقة الحرة هي عبارة عن مجموعة من الكسور، كل كسر هو عبارة عن شجرة  أننا  كما  

الكسر   بسط، بينما الشجرة المكملة فيمكن استخراج  𝑇𝑖الكسر الخطوط السميكة للشجرة    مقامحيث يمثل  

 .منها

 

 . خطط من الدرجة الثانيةمالممكنة ل جميع الأشجار . 3.2الشكل 

  . 𝐺1كمية الطاقة الحرة للمخطط  في  3.2من الشكل 𝑇1لشجرة  حساب مقدار مساهمة ا طريقةنبين الآن أما 

السميك   استخراج    1الخط  منه  مقاميمكن  بالطاقة  الكسر  أن  ،  والمتعلق  الرفيعةحيث    4  3،  2الخطوط 

 .−𝑓أو+𝑓الإحصائية بالمعاملات الكسر والمرتبط  بسطفيمكن استخلاص 

 : حيث 

منفصلين بحيث يمر المقص      ئينجزإلى  𝑇1مخطط  ال،نقسم  𝑇1لـ    𝐷1لتحديد المقام    : الكسر  مقام (1)

من    (واحد سميك من فروع الشجرةشرط إلزامي أن يمر المقص على فرع  )  فقط  عبر فرع واحد
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 مقام ، يمكن حساب ال3.2في الشكل    𝐶عملية القص هذه بالرمز  ل نرمز،  ( الخط السميك)  الشجرة

𝐷1فنجده مباشرة = +𝐸1 + 𝐸2 − 𝐸3 − 𝐸4. 

بينما التي مر عليها المقص،  𝑇1لشجرة  ا من  1السميك    لوحيدا  لخطاعلى طاقة  +  حيث وضعنا إشارة   

الطاقات الأخرى   إإ  يمكن ف  4و    3،  2إشارات  الخط  يجادها نسبتاً  اتجاه  إذا  ، حي1لى  ث تكون موجبة 

 . 1وتكون سالبة اذا كانت في الاتجاه العكسي للخط  1كانت في نفس اتجاه الخط 

الكسربس(  2) المكملة  كل خط    هنا: ط  الشجرة  𝑓𝑖حصائي  إ  معامليقابله    𝑖من 
𝑓𝑖أو    +

  ،الآن يبقى  .  −

𝑓𝑖المعامل الإحصائي في  الموجودة  (  -أو  )+    𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖كيفية العثور على العلامة
𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖  .  ًنلاحظ أن  بدايتا

 . (حلقة أساسية) دورة أساسيةيشكل  𝑇𝑖أي خط من الشجرة المكملة إلى خطوط الشجرة الممتدة  ضافةإ

𝑛𝑖طبيعي غير معدوم هو رقم : 𝑂𝑖معامل الحافة  : 1  مفهوم >  . 𝑖مرتبط بالخط 0

 تمثيله يمكن    هو عدد صحيح غير معدوم، و: يلي  كما(  حلقة)لكل دورة    𝑂𝑖الكلي    نعرف الاتجاه: 2مفهوم  

في كل    أو طرح  جمعحيث نقوم في كل مرة ب،  (الحلقة )لدورة  المشكلة لخطوط  العلى    جولتال  عن طريق

ونجمع معاملات الحواف للخطوط    𝑛𝑖نبدأ الحساب من معامل الحافة  ثم  لكل خط، مرة قيمة معامل الحافة  

الخط   اتجاه  نفس  في  تكون  للخط  𝑖التي  المعاكسة  للخطوط  الحواف  معاملات  ونطرح   ،𝑖 .    في نتحصل 

 : الأخير على

(2.26)  𝑂𝑖 = 𝑛𝑖
+ − 𝑛𝑖

− 

 

𝑛𝑖حيث  
الخط    + اتجاه  في نفس  المتجهة  للخطوط  الحواف  لمعاملات  الكلي  المجموع  𝑛𝑖، و   𝑖هو 

يمثل −

 .𝑖المجموع الكلي لمعاملات الحواف للخطوط المعاكسة للخط  

 : كما يلي𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖العلامة   يمكن تحديدومنه 

(2.27)  𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖 = [𝑂𝑖] =
𝑂𝑖

|𝑂𝑖|
 

 

 . العلامة، وهذا لتسهيل الكتابة فقطللدلالة على [𝑂]الأقواس استخدمنا يث ح

فإن   السابقين  التعريفين  من  دورة  إذن  لكل  الكلي  الشكل  𝑇1في  (  حلقة)الاتجاه  خط  3.2من  لكل  وذلك   ،

 : مه4و  3، 2مكمل
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𝑂2:  2 للخطبالنسبة  = 𝑛2 − 𝑛1؛ 

𝑂3: 3 خطبالنسبة لل = 𝑛3 + 𝑛1؛ 

𝑂4: 4 خطبالنسبة لل = 𝑛4 + 𝑛1. 

 : هي𝑇1مساهمة الشجرة  مما سبق فإن  خيرو في الا

(2.28)  𝐼2
1 =

𝑓2
[𝑛2−𝑛1]

𝑓3
[𝑛3+𝑛1]

𝑓4
[𝑛4+𝑛1]

(𝐸1 + 𝐸2 − 𝐸3 − 𝐸4)
 

 

 : 𝑇4و  𝑇2 ،𝑇3مساهمات الأشجار الأخرى  حسابيمكننا  بنفس الطريقةو

 

(2.29)  

𝐼2
2 =

𝑓1
[𝑛1−𝑛2]

𝑓3
[𝑛3+𝑛2]

𝑓4
[𝑛4+𝑛2]

(𝐸2 + 𝐸1 − 𝐸3 − 𝐸4)
, 

𝐼2
3 =

𝑓1
[𝑛1+𝑛3]

𝑓2
[𝑛2+𝑛3]

𝑓4
[𝑛4−𝑛3]

(𝐸3 + 𝐸4 − 𝐸1 − 𝐸2)
, 

𝐼2  
4 =

𝑓1
[𝑛1+𝑛4]

𝑓2
[𝑛2+𝑛4]

𝑓3
[𝑛3−𝑛4]

(𝐸4 + 𝐸3 − 𝐸1 − 𝐸2)
. 

 

𝑛𝑖معامل الحافة   نختار قيم اً أخير >  .𝑇𝑖لكل الأشجار 𝑂𝑖لا تنعدم كل الاتجاهات  بحيث0

𝑛1: يار الكيفيتخأخذ الإن  = 2, 𝑛2 = 1, 𝑛3 = 2, 𝑛4 = 1 

 . من الطريقة المباشرة (2.24) فيالسابقة  نحصل على نفس النتائجو منه ف 

فإ للبرمجةننا  ومنه  والقابلة  الأسهل  لأنها  المخططات  طريقة  بعض  لذلك    ، نختار  لدراسة  بحاجة  نحن 

 . اتالمعروفة في نظرية المخطط المسائل

𝐺ليكن = (𝑛, 𝑚) مخططا متصلاً يحوي𝑛  قمة و𝑚 ( خط) حافة . 

ولكن لا  Gجميع قمم    يتكون من Gفرعي لـ    مخططكل  يه𝑇(Spanning tree  )الشجرة الممتدة    : 3مفهوم

 غصان لأالكلي  عدد  ال  ، غصانالأب  𝑇  تسمى حواف الشجرة الممتدة،[46-44](  حلقات)  على دورات   يحوي

𝑛يساوي  الشجرة الممتدة − 1. 
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المكملة  : 4مفهوم حواف  𝐺في  𝑇ممتدة  الشجرة  لل𝑇∗  (cotree)الشجرة  كل  يحوي  الذي  المخطط  وهي 

𝐺  الشجرة الممتدة   أغصانباستثناء𝑇[45-46]  الشجرة المكملة ممكن )  أوتار حواف الشجرة المكملة تسمى

𝑚هو المكملةالشجرة  أوتار، عدد ((حلقات) دوراتأن تحوي  − 𝑛 + 1. 

وعدد معين من  𝑇الممتدةالشجرة  من أغصان    فقطواحد    لغصن   طعق  عملية  الأساسي هو    طعالق  : 5مفهوم

هذه المجموعة من    جزيئينإلى    𝐺تقسيم المخطط   تؤدي هذه العملية إلى  بحيث  ، ∗𝑇المكملة الشجرة    أوتار

𝑛والتي عددها    عمليات القطع − القطع   ةمجموع  اتتجاهإ  تحديديتم    . طع الأساسيةالق    ةتسمى مجموع1

 .[46] صن الشجرة المقطوعغتجاه إ وفقالأساسية 

إضافة    حلقةهي    (الأساسية  دوراتال)  الأساسية   الحلقات: 6مفهوم بعد  من  وترتنتج  فقط   أوتار   واحد 

𝑚هو  𝐺من مخطط الأساسية الناتجة    الحلقاتعدد  ،  𝑇[45,47]إلى الشجرة الممتدة ∗𝑇الشجرة المكملة  −

𝑛 +  . حلقة1

لنا  4.2الشكل    متصل  توضيحياً  مثالاً  يشرح  من  𝐺(5,8)لمخطط  يتكون  𝑣𝑖،1القمم   والذي  ≤ 𝑖 ≤ 5 

𝐸𝑗 ،1حواف  الو ≤ 𝑗 ≤ محددة  𝑇، حيث  ∗𝑇وشجرة مكملة  𝑇شجرة ممتدة  على  مثال، هذا المخطط يحوي  8

,𝐸2}بالأغصان 𝐸3, 𝐸7, 𝐸8}(  السميكةالخطوط) ، وأما 𝑇∗بالأوتار ممثلة  ف{𝐸1, 𝐸4, 𝐸5, 𝐸6}(  الخطوط

𝐷قيمته  أن  فنجد  طع الأساسيةالق    ة مباشرة من مجموع  هيمكن حساب𝐷مقام الكسر  . (الرفيعة = 𝐶2𝐶3𝐶7𝐶8  

 .الموضحة في الشكل بالخطوط المتقطعة

𝐶2: تساوي إلى  قيم القطع  فإن  5ومن التعريف    4.2كما نلاحظ في الشكل = 𝐸2 − 𝐸1  ،𝐶3 = 𝐸3 + 𝐸5 −

𝐸1 − 𝐸4 ،𝐶7 = 𝐸7 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6 ،𝐶8 = 𝐸8 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6. 

𝑁𝑢: من الشكلفنجد ∗𝑇الشجرة المكملة أوتارمن 𝑁𝑢بسط الكسر يمكن تحديد = 𝑓1
[𝑂1]

𝑓4
[𝑂4]

𝑓5
[𝑂5]

𝑓6
[𝑂6]

. 

;𝑂𝑗الكلية    تجاهاتالإستخراج  إيمكن كذلك  أنه  كما   𝑗 = المرتبطة  (  6مفهوم)الحلقات الأساسية  من  1,4,5,6

 : تساوي إلىللاتجاه الكلي أنها  2باستخدام المفهوم فنجد∗𝑇بالشجرة المكملة 

 𝑂1 = 𝑛1 + 𝑛3 + 𝑛2  ،𝑂4 = 𝑛4 + 𝑛3 − 𝑛7 − 𝑛8  ،𝑂5 = 𝑛5 + 𝑛7 + 𝑛8 − 𝑛3  ،𝑂6 = 𝑛6 + 𝑛7 +

𝑛8. 

 

𝐼5في الطاقة الحرة  4.2من الشكل  𝑇وبذلك فمساهمة الشجرة الممتدة  
𝑇 هي : 

(2.30)  𝐼5
𝑇 =

𝑓
1

[𝑛1+𝑛3+𝑛2]𝑓
4

[𝑛4+𝑛3−𝑛7−𝑛8]𝑓
5

[𝑛5+𝑛7+𝑛8−𝑛3]𝑓
6

[𝑛6+𝑛7+𝑛8]

(𝐸2 − 𝐸1)(𝐸3 + 𝐸5 − 𝐸1 − 𝐸4)(𝐸7 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6)(𝐸8 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6)
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تمثل  حيث ، 𝑇شجرة ممتدة تمثل الخطوط السميكة مثالًا على: 𝐺مثال على مخطط متصل . 4.2الشكل 

 . 𝑇بـ  ةالمرتبط ∗𝑇الشجرة المكملة الخطوط الرفيعة

,𝑣1}التشكيلات . الخطوط المتقطعةممثلة بطع الأساسية الق  مجموعة  𝑣3, 𝑣4} و{𝛦2, 𝛦3, 𝛦8}على   تمثل

 .𝛵الشجرة الممتدة   أغصانقمم والنهايات  : التوالي

Ω𝑛الصيغة العامة 
𝐺 ل لمساهمة مخطط متص𝐺(𝑛, 𝑚) هيالطاقة الحرة  في : 

 

(2.31)  Ω𝑛  
𝐺 = ∑

∏ 𝑓
𝑗

[𝑂𝑗]𝑚−𝑛+1
𝑗=1

∏ 𝐶𝑖
𝑛−1
𝑖=1𝐴𝑙𝑙 𝑆𝑝𝑎𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑇𝑟𝑒𝑒𝑠

 

 

;𝐶𝑖حيث   𝑖 = 1, 𝑛 − مجموعة1 الممتدة  (  5تعريف  )الأساسية    طعالق    تمثل  ،  (3تعريف  )  𝛵للشجرة 

تعريف )∗𝛵المكملةشجرة  المن    𝑗(  6تعريف  )أساسية    حلقةلكل  (  2تعريف  )الاتجاه الكلي  شارةإ  يمثل[𝑂𝑗]و

طريقة  (.  4 لذلك،  الحرة حل  المخططاتنتيجة  الطاقة    Ω𝑛ساب 
𝐺    في  تم ماختصارها  أساسية  أربع  سائل 

 : ات وهيفي نظرية المخططمعروفة 

 . جميع الأشجار الممتدة لمخطط متصل إحصاء( 1)

 .𝛵الأساسية لكل شجرة ممتدة   طعمجموعة الق  إيجاد ( أ)

 .∗𝑇شجرة مكملة الأساسية لكل حلقاتإيجاد ال( ب)

متصل   (دورات)حلقات  جميع    إحصاء(  2) وذلكمخطط  الحواف   ،  معاملات  قيم  مرة 𝑛𝑖لإيجاد 

 (. 1تعريف )واحدة 
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 الأشجار الممتدة  إحصاء. 5

الفصل سوف  ا في هذ، [37-30]لمخطط متصل   الأشجار لإحصاءالعديد من خوارزميات  تطويرتم حيث 

ال إلى  حيث    [29]الجديدة    خوارزميةنتطرق  سابقاتها،  عن  تختلف  طريقة  والتي  على    حذف التعتمد 

 : الخوارزمية في الإجراءات التاليةهذه تفاصيل  سنعرض. contraction-deletionالانكماشو

 التهيئة اتإجراء . 1.5

,𝐺(𝑛في عملية إيجاد جميع الأشجار الممتدة لمخطط متصل    ءقبل البد 𝑚)  يجب أن نهيئ المخطط وذلك ،

 : عن طريق الخطوات التالية

جميع  ن • اختصاراً    (Hartree-Fock loops)فوك-هارتري  حلقاتحذف  في HFLأو  وجدت  إذا 

 . في نفس القمةتبدأ وتنتهي تحوي قمة وحافة وحيدتين والتي  الحلقات تلك ، أيالمخطط

𝑓𝑘هي  HFLحلقة من حلقات    مساهمة كل  حيث •
، ويتم ةالحلق  الخاص بهذه  حافةرقم الوه  𝑘، حيث  −

 ؛حسابها كعامل مشترك

العميق  خدماست • يعرف  depth-first searchالبحث  ما  أو  لإيجاد  وذلك  ،  DFS[48]بـ    اختصاراً ، 

 ؛𝐺عشوائية للمخطط المتصل ممتدة شجرة 

قمم  ادةعإ • تمت  وفقاً  𝐺المخطط    ترقيم  التي  القمم  عمليةلترتيب  أثناء  العميق   بحثال  مصادفتها 

 .DFSبـ

 

التمهيدي الذي   مخططال: 𝐺2( b) هيجنهولتز من الدرجة الرابعة، مخطط مثال على : 𝐺1( a. )5.2الشكل 

 .𝐺1التهيئة على المخطط اتتم الحصول عليه بعد تطبيق إجراء

  تكون𝑣𝑖قمة بحيث كل  𝑛إلى    1من  متصلة بشكل مرتب  𝐺المخطط    قمم  منتجعل  (  3)و  (  2)الخطوتين  

الشكل  .  𝑣𝑖−1السابقة   ـقمةالب  ةمتصل هيجنهولتز  ل  مثالاً (  a)  5.2يوضح  الرابعة   𝐺1مخطط  الدرجة  من 

,𝑣1قمم  يحوي أربعة 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4حواف    ثمانيةو𝐸1, … … . . , 𝐸8 ،  5.2الشكل  بينما  (b  ) يمثل المخطط𝐺1 
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التهيئة إجراء  خلانلاحظ  حيث  ، عليه  بعد  المهيأ    لمن  القمة    𝑣4القمة   أن  𝐺2مخطط  مع  متصلة 

𝑣3حافةبواسطةال𝛦7 ،    القمة𝑣3    القمة مع  مع 𝑣2القمة  و  𝐸3الحافة  بواسطة  𝑣2متصلة   متصلة 

الشكل    𝐸8و    𝐸2( HFL)فوك-هارتري  حلقات  مساهمة. 𝛦1الحافةبواسطة  𝑣1القمة (  a)  5.2الموضحة في 

𝑓2 هو
− 𝑓8

 . كعامل مشترك في نهاية الحسابالمقدار هذا  ضافةسنقوم بإ و−

 الانكماشوحذف ال عملية2.5.

تحليل   على  تعمل  والانكماش  الحذف  المهيأ  طريقة  ,𝐺(𝑛المخطط  𝑚)متعددة    إلى مقلصة  مخططات 

حيث  𝐺(𝑘,𝑙𝑘)المستويات    ،𝑘    المستوى 𝑘يمثل  = 1, … , 𝑛  بينما  ،𝑙𝑘  المخطط رقم  1يمثل  ≤ 𝑙𝑘 ≤ 𝑛𝑘    و

𝑛𝑘  قمة  المن    الحواف الخارجةهي عدد𝑣𝑘  .مستوى  كل    بحيث في𝑘  نحذف كل حافة خارجة من القمة ،

𝑣𝑘    الحافة  ونكمش هذه  طول  القمة  )على  نجمع  بواسطة    𝑣𝑘أي  بها  والمتصلة  لها  المجاورة  القمة  مع 

 ( الحافة المحذوفة

اليبين  6.2الشكل    المستوى  وحذف  عملية  في  العملية    أثناء، 𝑘الانكماش  حواف  ل  أحياناً   تعرضنهذه 

مثلهم مثل حافة   جب حذفهم كلهم وكمشهم كذلك كلهمومنه يوقمة مجاورة لها    𝑣𝑘تربط بين القمة    متوازية

 . واحدة

 . 1المستوى ووصولاإًلى 𝑛بشكل متكرر بدءاً من المستوى  العمليةهذه  نعيد حيث

 تساعدنا على ضغط جميع الحواف المتوازية  نكماشالإو حذفالطريقة  

لعمليات  يبين    7.2الشكل   الشكل    G2المهيأ     لمخططالحذف والانكماش  في   ،(b)  5.2والموضح سابقاً 

حيث يمثل كل سهم مجموعة  (  الأشجار المضغوطة)  8.2موضحة في الشكل    السابقشجرة تدفق الحساب  

 . من الحواف المتوازية

 

 .𝑘المستوى   الحذف والانكماش فيعملية . 6.2الشكل 
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 .𝐺2للمخطط عملية الحذف والانكماش . 7.2الشكل 

 

 .𝐺2للمخطط( مضغوطةالشجرة ال)مخطط الشجرة  . 8.2الشكل 
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 (CDST) للشجرة الممتدة  الضغط وإزالة ضغطالخوارزمية  . 3.5

خوارزمية  اقترحت  كما على    جديدة  حديثاً  تعتمد  حيث  الممتدة،  الأشجار  حذف  ال   عمليةلإحصاء 

التمحور  ت.  [20]الانكماشو الخوارزمية  رئيسية  الفكرة  مواضع حواف  علىلهذه  وفقا   المخطط  تصنيف 

 . للتمثيل الثنائي للعدد الطبيعي

𝐺ليكن = (𝑉, 𝐸)    التهيئة  عملية  مخطط مهيأ يعني أنه تم الحصول عليه بعد إجراء  )  متصل مهيأمخطط

القمم    𝑉بينما ،  ((1.5) 𝑉تمثل مجموعة  = {𝑣𝑛, 𝑣𝑛−1, … , 𝑣1}  حيث𝐸    الحواف 𝐸تمثل مجموعة  =

{𝐸𝑚, 𝐸𝑚−1, … , 𝐸1} ، الطاقات  قيم كذلك لنا تمثل كما، يتم فرز الحواف بترتيب تنازلي . 

,Edg(𝑗لتكن   𝑖)،𝑗 = 2,3, … , 𝑛و𝑖 = 1,2, … , 𝑗 − التي تربط بين 𝐺الحواف في  مجموعة  تمثل  ،  1

ثنائي،  ممثلةفي النظامال 𝐸من المجموعة   𝐸𝑘الحواف  .  𝐸مرتبة بترتيب متزايد وفقًا لموقعها في  و𝑖و  𝑗قمم 

 : نضع أي

 

(2.32)  𝐸𝑘 = 2𝑘−1 

 

,Edg(𝑗حواف ال تمثيل ساعدنا علىي(2.32)الترميز  𝑖)طبيعية غير معدومةعداد على شكل أ . 

,LE(𝑗)لتكن 𝑗 = 2,3, … , 𝑛  المجموعة𝑗  الأعداد الطبيعية تحوي التيEdg(𝑗, 𝑖): 

 

(2.33)  LE(𝑗) = {Edg(𝑗, 𝑖); 1 ≤ 𝑖 < 𝑗};   2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.        

 

 ،لدينا(b) 4من الشكل  𝐺2في المخطط  عل سبيل المثال، 

 

(2.34)  

LE(4) = {{ }, {𝐸4}, {𝐸7}}, 

LE(3) = {{𝐸1}, {𝐸5, 𝐸6}}, 

LE(2) = {{𝐸3}}.  
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المثال المجموعة  𝐸6و 𝐸5الحواف(  2.33)  في  عنLE(3)من  متوازية  عبارة  التمثيل  .  حواف  باستخدام 

 : للحواف نجد( 2.32)

 

(2.35)  

LE(4) = {0, 23, 26} = {0,8,64}, 

LE(3) = {20, 22 + 25} = {1,48}, 

LE(2) = {22} = 4. 

 

 : التي تعتمد على عمليتين حسابيتيننطبق الخوارزمية العددية التالية الآن حيث 

 . للانكماش ( OR)أو )+( العملية  

 . للحذف ( XOR)أو ( -)العملية 

𝑘 = 𝓃 

𝑪𝒐𝒎𝒑𝒓𝒆𝒔𝒔𝒊𝒐𝒏(𝑘) 

𝒊𝒇 𝑘 == 1 𝒕𝒉𝒆𝒏  

SaveLeft Bits(Edg(𝑘, 𝑖), 𝑘) 

Do𝑗 = 1, 𝑗 < 𝑖 

Edg(𝑖, 𝑗) = 𝐸𝑑𝑔(𝑖, 𝑗) + 𝐸𝑑𝑔(𝑘, 𝑗) 

end do 

Compression(𝑘 − 1) 

Comment: DEdg(𝑖, 𝑗) = 𝐸𝑑𝑔(𝑖, 𝑗) − 𝐸𝑑𝑔(𝑘, 𝑗) 

end do  

end do 
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end if  

end compression 

CTrحيث   = {𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑘 , … , 𝑎𝑛−2}  من  هي مجموعة  عن  الطبيعية  الأعبارة  والتي   𝑎𝑘عداد 

 (. الضغط معناه مجموع الحواف المتوازية)الأشجار المضغوطة تمثل 

ضغط  و استخراج    𝑎𝑘لفك  علينا  يسار)مين  يأقصى  Bitبت  يجب  أقصى  صحيح  (  أو  عدد  من 𝑎𝑘كل 

العملية  CTrالمجموعة   𝑎𝑘(𝐴𝑁𝐷)(𝑁𝑂𝑇)(𝑎𝑘بواسطة  − ثم    (1 هذا،  ال  نحفظ  في   طبيعيالعدد 

,LB(𝑘مترابطةال  سلسلةال 𝑖)  ،الدالة    ما سوف تقوم به  هذاوSaveLeftBits  .عدد الحوافnb  ( هذا يعني

 . هذه العملية خلاليمكن حسابها 𝑎𝑘في ( bitsعدد البتات 

SaveLeftBits(𝑎𝑘 , 𝑘) 

nb=0 

While𝑎𝑘 ≠ 0 

LB(𝑘, 𝑛𝑏) = 𝑎𝑘(𝐾𝑁𝐷)(𝑁𝑂𝑇)(𝑎𝑘 − 1) 

𝑎𝑘 = 𝑎𝑘(𝑋𝑂𝑅)𝐿𝐵(𝑘, 𝑛𝑏) 

nb=nb+1 

end while  

Number  Of Bits(𝑘)=nb 

endSaveLeft Bits. 

فك ضغط  ةالنهائيالعملية   الطبيعية  الأ  هو  في  𝑎𝑘عداد  وهذا  CTrالموجودة  كل  عملية    يعني،    بيت جمع 

𝑗لكل 𝑎𝑗منمع كل بيت    𝑎𝑖من = 0, … , 𝑛 − 2; 𝑗 ≠ 𝑖  .  يمكنها نشر  خوارزمية فك الضغط التاليةCTr 

 . على شكل أعداد طبيعية غير معدومة Trوطباعة جميع الأشجار الممتدة 

Tr = 0 
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Decompression(k) 

If k == 1 then 

Print: Tr 

else 

do𝒾 = 0, 𝒾 < 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟𝑂𝑓𝐵𝑖𝑡𝑠(𝑘) 

Tr = Tr +LB(𝑘, 𝒾) 

Decompression(k− 1) 

Tr = Tr−𝐿𝐵(𝑘, 𝒾) 

end do 

end if 

end decompression  

الأشجار المثال،  سبيل  من    المضغوطةالممتدة    على  خوارزمية الناتجة  تطبيق 

 : هم (b) 5.2الموضح في الشكل 𝐺2على المخطط compressionالضغط

 

(2.36)  

{64,56,5} 

{64,1,4} 

{8,48,5} 

{8,1,4} 

 

على   نتحصل  الممتدة  ومنه  الضغط  بعدالأشجار  إزالة  خوارزمية  على   decompressionتطبيق 

 (:  2.36)الأشجار المضغوطة 
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(2.37)  73,76,81,84,97,100 ;69 ;25,28,41,44 ;13. 

 

 : على التوالي في تمثيل النظام الثنائي على الشكلتكتب (2.37) طبيعيةالأرقام ال

 

(2.38)  
01001001; 01001100; 01010001; 01010100; 01100001; 01100100; 

01000101; 00011001; 00011100; 00101001; 00101100; 00001101; 

 

التمثيل   عدد  ل  1البت  يمثل  ، ( 2.38)في  لقائمة  ال  طبيعيكل  وفقاً  الممتدة  الشجرة  لحافة  المناسب  موضع 

𝐸حوافال = {𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸8}ب الشكل  𝐺2المخططالخاصة  شجرة  (b)  5.2  من  كل  أغصان  أن  أي   ،

 : المخطط هي على الترتيبممتدة لهذا 

 

(2.39)  

01001001→ {𝐸7, 𝐸4, 𝐸1}, 01001100 → {𝐸7, 𝐸4, 𝐸3}, 01010001 → {𝐸7, 𝐸5, 𝐸1}; 

01010100 → {𝐸7, 𝐸5, 𝐸3}, 01100001 → {𝐸7, 𝐸6, 𝐸1}, 01100100 → {𝐸7, 𝐸6, 𝐸3}; 

01000101→ {𝐸7, 𝐸3, 𝐸1}; 00011001 → {𝐸5, 𝐸4, 𝐸1}, ; 00011100 → {𝐸5, 𝐸4, 𝐸3}; 

00101001→ {𝐸6, 𝐸4, 𝐸1}, 00101100 → {𝐸6, 𝐸4, 𝐸3}; 00001101 → {𝐸4, 𝐸3, 𝐸1}, 

 

 (. 8.2الشكل )الشجرة  مخطط فيوهي نفسها الأشجار الممتدة الموجودة 

حيث أن ،  طبيعيلأنها مخزنة كعدد  O(1)هي    ممتدة على الذاكرة   المساحة المطلوبة لتخزين كل شجرة

,G(𝑛ةمتصلال  اتمخططللبعض ا  ةدمتالم  شجارلأاالوقت اللازم لتوليد كل   𝑚)مكونةمن𝑛و    قمة𝑚ةحاف ،

,𝐼𝑛𝑡𝑒𝑙 𝐼3)منزلي باستخدام جهاز الكمبيوتر ال وذلك 𝑅𝐴𝑀 4 𝐺, 64 𝐵𝑖𝑡𝑠 )  هو: 

• 𝐺(19,38)ثانية  0.6شجرة ممتدة في  4980736 يولد . 

•  

• 𝐺(20,40)شجرة ممتدة في ثانية واحدة 10485760 يولد. 

• 𝐺(24,48) ثوان   10شجرة ممتدة في  201326592يولد . 
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رمجت ب،[25,29]من حيث سعة التخزين وسرعة الأداء مقارنة بالخوارزميات السابقةهذه النتيجة أفضل ف

 (. [41]أنضر المرجع) ++C/Cلغةاستخدام ب CDSTالخوارزمية

 ةمتدمشجرة الالخوارزمية استخراج المقام والبسط من .  6

ومنه  ، لمساهمة كسر في الطاقة الحرة(  ساسيةالحلقات الأ)والبسط  (رئيسيةمجموعة الق طع ال)  لحساب المقام

 : نتبع العملية التالية

 الأولية ةالخطو ( أ

 الأسهم  طاقة  يساوي إلى الفرق بين𝑇ة شجرة الممتدالكل قمة من  لأن المقام الأولي  نفرض  :  الأولي  المقام

 . من هذه القمة الصادرةطاقة الأسهم الواردة و

 .∗𝑇الحافة لأوتار الشجرة المكملةالأولية هي معاملات  الكلية الاتجاهاتنفرض أن : الأوليالبسط 

 طى الخطوات الوس (ب 

الشجرةجميع    انكماش  بعملية  موقنكما   أغصان  قم، 𝑇الممتدة  نهايات  بين  بالجمع  أغصان   اتنهاي  م وذلك 

 تقليص حجم الشجرة الممتدةة إلى هذه العمليؤدي تحيث المجاورة لها، القمم و الشجرة الممتدة

، بينما نسمي 𝑇(1)نكمشة مال  الممتدة  شجرةنسمي الشجرة الممتدة الناتجة من عملية الانكماش هذه بالومنه  

𝑇∗(1)الشجرة المكملة الناتجة بالشجرة المكملة المنكمشة  
هذه  هنا أن عملية الانكماش  (  1)نقصد بالرقم  ،  

 : الكسر يصبح مقام وبسط هذه العملية فإنل لا ç. (انكماشأول عملية ) من الدرجة الأولىهي 

لشجرة غصن اهو مجموع مقامقمة نهاية  𝑇(1)نكمشةالم  الممتدة  لشجرةاغصن  نهاية    كل قمة  مقام:  المقام

 . ومقام القمة المجاورة لها 𝑇الممتدة

المنكمشة  :  البسط المكملة  للشجرة  الحافة  طرحهو    𝑇∗(1)معامل  أو  الشجرة   الحافةمعامل    جمع  لوتر 

لل  ∗𝑇المكملة   الحافة  كان(  نطرح)نجمع  أننا  بحيث  ،  المجاور   منكمشالغصن  ومعامل  إذا  سهم   المعامل 

 . معه المشترك∗𝑇الشجرة المكملةوتر ( عكس اتجاه)في نفس اتجاه نكمش الم الغصن

ثم نعيد نفس  ،  𝑇(2)رة الممتدة مما ينتج عنه الشج  𝑇(1)الممتدة    رةعملية الانكماش على الشج ر  ا كرنقوم بت

 . فقط  وتصبح ذات غصن واحدحتى تتقلص الشجرة الممتدة ، وهكذا رةالعملية على هذه الشج
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 النهائية  وةالخط (ج

(  1)+   1-ضرب المقام في  ك نللذ  ، موجبة  يجب أن تكون إشارة طاقة أغصان الشجرة الممتدةحيث  :  المقام

 (. موجبة)سالبة  الغصن ةطاق إشارةإذا كانت 

عملية  :  البسط في  الممتدة انكماش  نستمر  الشجرة  من  الأخير  ذلك    ، الغصن  خلال  قيمة ومن  نستنتج 

 . ذات القمة الوحيدة الاتجاهات الكلية والتي هي معاملات الحواف لأوتار الشجرة المكملة المنكمشة

𝑇خطوات حساب المقام والبسط للشجرة الممتدة    9.2  مثال الشكل يبين لنا   = {𝐸7, 𝐸4, 𝐸3}  من المخطط

𝐺25.2الشكل  الممثل في (b .) 

 : فنجدمن المخطط  ((a) 9.2الشكل ) المقامات الأولية لكل قمة نحسب ، يةالأول وةالخط

 

(2.40)  

𝐷𝑣1
= 𝐸3 − 𝐸1;

𝐷𝑣2
= 𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸3 − 𝐸4;

𝐷𝑣3
= 𝐸1 + 𝐸7 − 𝐸5 − 𝐸6;

𝐷𝑣4
= 𝐸4 − 𝐸7.

 

 

∗𝑇نجد الاتجاهات الكلية الأولية للشجرة المكملة حيث  = {𝐸1, 𝐸5, 𝐸6} هي : 

(2.41)  𝑂1 = 𝑛1; 𝑂5 = 𝑛5; 𝑂6 = 𝑛6. 

 

 

لشجرة  ا( وتارأ)غصان أ(الرفيعة)لمقام والبسط، تمثل الأسهم السميكة اخطوات حساب . 9.2الشكل 

 (. لشجرة المكملةا)الممتدة 
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الوسطىفي   بتالخطوات  نقوم  النهائيين  طول    على  نكماشالا  ق عمليةيطب:   الشجرة   7و   3الغصنين  من 

نحصل على وبذلك .  على الترتيب 𝑣4و  𝑣2تين مع القم 𝑣3و  𝑣1تين النهائي تينجمع القم ن أننا حيث، الممتدة

 : إلى( 2.40)في العلاقة  𝑣4و𝑣2تعدل مقامات القمم النهائية  

 

(2.42)  
𝐷𝑣2

= 𝐷𝑣2
+ 𝐷𝑣1

= 𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸1 − 𝐸4,

𝐷𝑣4
= 𝐷𝑣4

+ 𝐷𝑣3
= −𝐸5 − 𝐸6 + 𝐸1 + 𝐸4.

 

 

خلال   الحافة من  معامل  نجمع  العملية،  بالغصن𝑛3هذه  معامل  3النهائي    الخاص    𝑛1لوتر  ل  الحافة  إلى 

من معامل الحافة للوتر  7الخاص بالغصن النهائي    𝑛7الحافة    نطرح معاملكذلك  و  لأنهما في نفس الاتجاه

𝑛1  معامل بينما نضيف هذا الأنهما في اتجاهين مختلفين،  حيث𝑛7    الوترين  إلى𝑛5  و𝑛6   لأنهم في نفس

 : تصبح(2.41)لكل وتر  الاتجاهات الكليةفقيم  وبذلك ، ((b) 9.2أنضر الشكل ) الاتجاه

 

(2.43)  𝑂1 = 𝑛1 + 𝑛3 − 𝑛7; 𝑂5 = 𝑛5 + 𝑛7; 𝑂6 = 𝑛6 + 𝑛7. 

 

 . صن واحد، إذن نخرج من هذه الخطواتغبما أن الشجرة الممتدة المنكمشة تحوي 

العلاقة    نلاحظأننا  كما  :النهائية  ةلخطوافي   𝐷𝑣2أن  (2.42)في 
= −𝐷𝑣4

المقامات ومنه   أحد  سوف نختار 

𝐷𝑣2
. 

 .سالبة𝑇الشجرة الممتدة   غصانأإذا كانت علامة الطاقة الخاصة ب -1كل مقام في نضرب  كذلك

𝐷𝑣1المقام  في  𝐸3كما نلاحظ فإن إشارة طاقة الغصن  
𝐷𝑣3المقام  في  𝐸7و   

ذن لا نغيرها،  إومنه    موجبة،   

الغصن  أيضا  نلاحظ  كما   طاقة  في  𝐸4إشارة  𝐷𝑣2المقام   سالبة 
في   المقام  هذا  نضرب  إذن  ومنه1-،   ،  

 : يه اتلمقامالنهائية ل ةالصيغف

 

(2.44)  

𝐷𝑣1
= 𝐸3 − 𝐸1;

𝐷𝑣2
= 𝐸4 + 𝐸1 − 𝐸5 − 𝐸6;

𝐷𝑣3
= 𝐸7 + 𝐸1 − 𝐸5 − 𝐸6.
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معاملات جميع  على  المكملة  للعثور  للشجرة  علينا    الحافة   ر ظ أن)  4النهائي    غصنالنكماش(  )اضميجب 

وفي نفس    1في الاتجاه المعاكس للوتر  (  b)  9.2من الشكل    4نلاحظ أن الغصن  حيث  ،  ((c)  9.2الشكل  

 : علىفنتحصل ( 2.43)في العلاقة   𝑂6و   𝑂5ونجمعه مع  𝑂1من   𝑛4إذن نطرح ، 6و 5 ينتجاه الوترإ

 

(2.45)  𝑂1 = 𝑛1 + 𝑛3 − 𝑛7 − 𝑛4; 𝑂5 = 𝑛5 + 𝑛7 + 𝑛4; 𝑂6 = 𝑛6 + 𝑛7 + 𝑛4. 

الممتدة (  2.45)و  (  2.44)العلاقتين  ستعمال  باإذن   الشجرة  مساهمة  أن  ,𝐸7}نستنتج  𝐸4, 𝐸3}  الطاقة في 

 : الحرة هي

 

(2.46)  
𝑓1

[𝑂1]
𝑓5

[𝑂5]
𝑓6

[𝑂6]

𝐷𝑣1
𝐷𝑣2

𝐷𝑣3

=
𝑓1

[𝑛1+𝑛3−𝑛7−𝑛4]
𝑓5

[𝑛5+𝑛7+𝑛4]
𝑓6

[𝑛6+𝑛7+𝑛4]

(𝐸3 − 𝐸1)(𝐸4 + 𝐸1 − 𝐸5 − 𝐸6)(𝐸7 + 𝐸1 − 𝐸5 − 𝐸6)
 

7 

 معاملات الحافةقيم . 

𝑖حيث   𝑂𝑖القيم العشوائية لمعاملات الحافة    إيجادمن الضروري   = 1, … , 𝑚  المطروحة ،ولكن المشكلة

، بل يجب إيجاد قيم معاملات الحافة لكل الأشجار  حِد ة  لكل شجرة ممتدة على 𝑛𝑖تحديد  يمكننا هي أننا لا هنا 

 . الممتدة الناتجة من مخطط متصل

  من الواضح أن ف  ، رئيسية  ال (الدورات)الحلقات    دإيجا نظرًا لأن معاملات الحافة مرتبطة ب  ، أخرى بعبارة  و

 .  المتصل المخطط( دورات)حلقات لى تحديد جميع إيؤدي  قد  هذا

الم  متصلمخطط    (دورات)حلقات  جميع    إحصاءيعد  حيث   نظرية  في  آخر  أساسيا  .  خططاتموضوعا 

 . سرعة ومساحة مثاليتينب سألةالمقترحة لحل هذه الم[43-38]الخوارزمياتاك العديد من فهن

المجال،   فيف أنهذا  خوارزمية  يمكننا  من  Gibbs[38]جيبس    نختار  تمكننا  الحلقات جميع    إيجاد لأنها 

 .  النظام الثنائيبترميز  (الدورات)
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أن أنها  كما  وهي  جيبس  خوارزمية  في  مشكلة  مساحة    هناك  جداً تأخذ  كبيرة  الذاكرة  هذه  و،  من  لحل 

اقترح  المشكل الخوارزمية هعلى  تعديل  [28] ة  تتمحور  ، ذه  في لهذ  الأساسية  الخطواتحيث  التعديل  ا 

 : على ما يلي الخوارزمية

 . شوائيةع ةمتدمالأساسية من شجرة  (الدورات)الحلقات جميع  إيجاد (1)

 . 1الأساسية التي تم الحصول عليها من الخطوة  حلقاتبين جميع ال الدمج (2)

 .2من الخطوة من بين الحلقات الناتجة فقط  الصحيحة الحلقاتتحديد  (3)

 : التفصيل من يلي هذه الخطوات مع بعض فيماسنوضح 

مختارة عشوائياً من مخطط متصل    𝑇شجرة ممتدة    منالأساسية    الحلقات  إيجاد  يمكن:  ساسيةالحلقات الأ

هذه  ، (6تعريف) الأساسية  الحلقات  𝑖حيث    𝐹𝑖مجموعة  = 1,2, … . , 𝑚 − 𝑛 + لتوليد  1 أساسًا  توفر 

 . المخطط المتصل حلقاتجميع 

حسب موقعها   هذه الحلقات   منباختيار كل حافة  وذلك  ثنائي  يمكن تمثيلها في النظامال𝑂𝑖أساسية   حلقةكل  

المخطط 𝐺في  = {𝑒𝑚, … , 𝑒𝑘 , … , 𝑒2, 𝑒1}  ،  الحافة  نمثل  حيث𝑘النظامال الشكل  ثنائيفي  𝑒𝑘على  =

2𝑘−1 . 

 بين  (تراكب)دمج  نقوم بعملية  فإننا  غير الموجه، المتصل  المخطط  الحلقات الخاصة بلتوليد جميع    : الدمج

 . المستخدمة في نظام البت XORوذلك بواسطة العملية الأساسية  جميع الحلقات

أو حلقتين منفصلتين  بين    التركيب، لأن  ةالمنفصل  الحلقات  تولد عمليات الدمج بعض  : حيحةالص  حلقاتال

 . أو أكثرحلقتين منفصلتين إلى  حتماً ؤدي يوف س XOR عمليةالأكثر من خلال 

دمج  لذلك   إلى عملية  الذهاب  قبل  أنها غير منفصلة  التحقق منها  الدمج يجب  ناتجة من عملية  فكل دورة 

 . أخرى

في الأخير نتحصل على جميع حلقات المخطط المتصل   . عملية 𝑂(2𝑚−𝑛+1)تحتاج هذه الخوارزمية إلى 

𝐺غير معدومة طبيعيةشكل أعداد  على . 

جميع    عنوذلك  𝐺للمخطط  الممكنة  الكليةالاتجاهات    كل  إيجاديمكن   تحويل    تجاه لإ  وفقاً  الحلقاتطريق 

 . الكلية تجاهاتالا نعدمختيار قيم معاملات الحافة بشكل عشوائي بحيث لا تإيتم ف، حوافها
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,𝐸7}الأساسية للشجرة الممتدة ، الحلقات (a)9.2على سبيل المثال، في الشكل  𝐸4, 𝐸3}هي : 

(2.47)  

𝐹1 = {𝐸1, 𝐸3, 𝐸4, 𝐸7 } = 1001101, 

𝐹2 = {𝐸5, 𝐸7, 𝐸4} = 1011000, 

𝐹3 = {𝐸6, 𝐸7, 𝐸4} = 1101000. 

 : يعطييرتها في هذه المجموعة ظمع ن( 2.47)للمجموعة  حلقة أساسيةبين كل  الدمج

 

(2.48)  

𝐹4 = 𝐹1(𝑋𝑂𝑅)𝐹2 = 0010101 = {𝐸5, 𝐸3, 𝐸1}, 

𝐹5 = 𝐹1(𝑋𝑂𝑅)𝐹3 = 0100101 = {𝐸6, 𝐸3, 𝐸1},                          

𝐹6 = 𝐹2(𝑋𝑂𝑅)𝐹3 = 0110000 = {𝐸5, 𝐸6}, 

𝐹7 = 𝐹1(𝑋𝑂𝑅)𝐹2(𝑋𝑂𝑅)𝐹3 = 111110 = {𝐸7, 𝐸6𝐸5, 𝐸4𝐸3, 𝐸1}. 

 

 صالحة لأنها تحتوي فهي غير  𝐹7بينما الحلقة ، 𝐹6،𝐹5،𝐹4هي  ( 2.48)لمجموعة ا في الصحيحةالحلقات 

 . 𝐹6و𝐹1منفصلتان   حلقتان على

𝑂𝑖حلقات لمجموعة ال الكليةتجاهات الانستنتج ومن خلال ذلك  , 𝑖 = 1, …  : التالية6,

 

(2.49)  

𝑂1 = ±(𝑛1 + 𝑛3 − 𝑛4 − 𝑛7), 𝑂2 = ±(𝑛5 + 𝑛4 + 𝑛7), 

𝑂3 = ±(𝑛6 + 𝑛4 + 𝑛7), 𝑂4 = ±(𝑛5 + 𝑛3 + 𝑛1), 

𝑂5 = ∓(𝑛6 + 𝑛3 + 𝑛1), 𝑂6 = ±(𝑛5 − 𝑛6). 

 

𝑛𝑖نظرًا لأن   > مهما  موجبة أو سالبة تمامًاتبقىدائمة 𝑂5و𝑂4،𝑂3،𝑂2قيم  أن ( 2.49)نا نلاحظ من ، فإن0

𝑛7القيم العشوائية مثال  .  𝑛𝑖كان   = 𝑛6 و 1 = 1 ،𝑛5 = 2 ،𝑛4 = 1 ،𝑛3 = 1 ،𝑛1 = من  تجعل  2

𝑂𝑖لا تنعدم أي  الاتجاهات الكلية ≠ 0, 𝑖 = 1, … ,6. 

 : ، حيث نجدفي الطاقة الحرة (a) 5.2الشكل  لمخططالمساهمة النهائية يمكننا إيجاد و بذلك 
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(2.50)  𝑉34
12𝑉56

32𝑉17
56𝑉48

78𝑓2
−𝑓8

− ∑ 𝑇𝑖

8

𝑖=1

 

 

 : حيث

(2.51)  

𝑇1 =
𝑓1

−𝑓5
−𝑓6

−

(𝐸3 − 𝐸1)(𝐸7 + 𝐸1 − 𝐸5 − 𝐸6)(𝐸7 + 𝐸1 − 𝐸5 − 𝐸6)
, 

𝑇2 =
𝑓3

−𝑓5
−𝑓6

−

(𝐸1 − 𝐸3)(𝐸3 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6)(𝐸3 + 𝐸7 − 𝐸5 − 𝐸6)
, 

𝑇3 =
𝑓4

+𝑓5
−𝑓6

−

(𝐸7 − 𝐸4)(𝐸3 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6)(𝐸1 + 𝐸4 − 𝐸5 − 𝐸6)
, 

𝑇4 =
𝑓7

+𝑓5
−𝑓6

−

(𝐸4 − 𝐸7)(𝐸3 + 𝐸7 − 𝐸5 − 𝐸6)(𝐸1 + 𝐸7 − 𝐸5 − 𝐸6)
, 

𝑇5 =
𝑓3

−𝑓7
−(𝑓5

− + 𝑓6
+)

(𝐸4 − 𝐸7)(𝐸1 − 𝐸3)(𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸3 − 𝐸7)
, 

𝑇6 =
𝑓1

−𝑓7
−(𝑓5

− + 𝑓6
+)

(𝐸4 − 𝐸7)(𝐸3 − 𝐸1)(𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸1 − 𝐸7)
, 

𝑇7 =
𝑓3

−𝑓4
−(𝑓5

− + 𝑓6
+)

(𝐸7 − 𝐸4)(𝐸1 − 𝐸3)(𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸3 − 𝐸4)
, 

𝑇8 =
𝑓1

−𝑓4
−(𝑓5

− + 𝑓6
+)

(𝐸7 − 𝐸4)(𝐸3 − 𝐸1)(𝐸5 + 𝐸6 − 𝐸1 − 𝐸4)
. 

 رنامج بالدوال المستخدمة في ال. 8

توليد   تناظرهمو(  EDD)الأساسي  المتمايز  المخططبعد  خوارزمية    عامل   Iniالدالة  ،تقوم  [27]باستخدام 

 : ، حيثSpTreesو Cyclesبعد ذلك يأتي دور الدالتين المهمتين . (5.2الشكل ) تهيئة المخططعلى 

الدالة    - المهيأ،    Cyclesتقوم  المخطط  لهذا  الحلقات  كل  جميع حيث  بإيجاد  على  العثور  من  يمكننا  هنا 

، وهذا ما يساعدنا في إيجاد إشارة أس المعاملات الإحصائية والتي  EdgCدالة  بمساعدةالمعاملات الحافة  

 .  تستخدم في حساب بسط الكسر الخاص بمساهمة الطاقة الحرة

هذه العملية يتم  ومن خلال  ، الذي تمت تهيئته  المخططمن    ةمتدمشجار الالأكل  بتوليد  SpTreesالدالة  تقوم    -

 : ةمتدمكل شجرة تنفيذ الدوال التالية ل
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 GrandPotentialمخطط تدرج الدوال المستخدمة في برنامج . 10.2شكل 

 

هذه الدالة  الأساسية والتي تساعد في إيجاد مقام الكسر،    طعق  ال  ةمجموعتولد    F_Cutsetsالدالة   •

الثنائيالمقامات    ظعلى حف  DenPالدالة  ساعد  ت النظام  التي    وذلك  في    .شارتها موجبةإللطاقات 

 : حيث

•  

(2.52)  DenP = {𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛−1} 

 

العلاقة   المعدوم  غير  طبيعي  عدد  هو  𝑑𝑖، (2.52)في  مواضع  يمثل  لكل المناسبة    طاقاتوالذي 

 : ،حيثDenNفتحفظ في الدالة   اتها سالبةبينما الطاقات التي إشارمقام، 

 

(2.53)  DenN = {𝑠𝑑1, 𝑠𝑑2, … , 𝑠𝑑𝑛−1} 
 

 .المناسبة لكل مقام الطاقاتيمثل مواضع  معدوم غير طبيعي عدد  كذلك هو 𝑠𝑑𝑖هنا 

هذه الدالة بسط الكسر، الحلقات الأساسية والتي تساعد في إيجاد  تستخدم لإنتاج  F_Cyclesالدالة   •

الحافة   معاملات  دالة  الدالة    EdgCمع  حفNumPتساعد  الموجبة    ظعلى  الإحصائية  المعاملات 

𝑓+  الثنائي النظام  الدالة  في  كذلك   ،NumN    حفظ على  تعمل  السابقتين  الدالتين  وبمساعدة 

 . في النظام الثنائي −𝑓سالبة المعاملات الإحصائية ال

EDD

Ini

SpTrees

F_Cutsets

DenP DenN

Org

F_Cycles

NumNNumP

Cycles

EdgC
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الدالتين   • من  طبيعييNumNو    NumPكلا  عددين  عن  مواضع   نعبارة  يمثلان  معدومين  غير 

 . على الترتيب المناسبةالموجبة والسالبة المعاملات الإحصائية 

ضع كل بسط له مقام مشترك مع  ، حيث تتنظيم المقام المشتركتعمل على    Orgفي الأخير الدالة   •

 .CNum=±1، حيث CNumفي مجموعة مشتركة مع إضافة معاملات كل بسط خر أبسط 

 .Github[42]على موقع الانترنت  فيGrandPotential.cppيمكن العثور على برنامج كما 
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 مقدمة   . 1.3

باستخدام نظرية   في هذا الفصل سوف نتطرق الى كيفية حساب الطاقة الحرة عند درجات الحرارة العالية

MBPT   العالية الحرارة  درجات  ن،  في  الترموديناميكية  كذلك  الخصائص  بعض  هيباردلدرس  في    نموذج 

 . درجات الحرارة العالية وذلك باستخدام نشر الطاقة الحرة

 نتائج تنفيذ البرنامج . 2.3

صيغة  من نشر الطاقة الحرة في  𝑛الرتبة    يتم حفظ   حيث  ، GrandPotential.cpp[50]بعد تنفيذ البرنامج

Latex  الملف في  GrandPotential_n.texعلى  وكذلك  نصي  ،  ملف 

 . هنا درجة النشر التي نفذ بها البرنامج 𝑛حيث يمثل العدد الطبيعي  ، GrandPotential_n.txtعادي

يحوي على قوائم من الأرقام الطبيعية غير المعدومة المشفرة   GrandPotential_n.txtالملف الأخير  

ومعاملاتها والكسور  المخططات  عن  المعلومات  كل  تحوي  الأرقام  هذي  الثنائي،  النظام  الخاصة    في 

 : على النحوالتالي مخططحيث تتم طباعة كل بالطاقة الحرة، 

(3.1)  
LR, S, DenP1, DenN1 , {NumP1, … , NumPk1}, {NumN1, … , NumNk1}, {CNum1 , … , CNumk1}, 

… ,DenPr, DenNr, {NumP1, … , NumPkr}, {NumN1 , … , NumNkr}, {CNum1 , … , CNumkr} 

 : حيث

• LR المخطط و ميمثل مواقع قم𝑆وهي تساعدنا في كتابة الكمون  هعامل تناظر م ،𝑉 ؛ لهذا المخطط 

• DenPi  (DenNi)  1، حيث ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 ،    تمثل مقامات مواضع الطاقات المناسبة ذات الإشارة الموجبة

مقام  (  السالبة) كل  أن  حيث  مساهم،  كسر  الاعداد  عن  عبارة  𝑖المقامات    منلكل  من  مجموعة 

 ر الممتدة الناتجة من المخطط؛ يمثل عدد الأشجافهو 𝑟أما العدد، الطبيعية  

المجموعات   • ,CNum1}تمثل  … , CNumki
}  ،{NumN1, … , NumNki}و{NumP1, … , NumPk𝑖}  ،

1حيث   ≤ 𝑖 ≤ 𝑟  قيم بسط المقام ،𝑖  الغير    نمشفرة في النظام الثنائي، حيث يمثل العددين الطبيعيي

1حيث  ، NumNjو    NumPjمعدومين   ≤ 𝑗 ≤ 𝑘𝑖 مواضع المعاملات الإحصائية الموجبة والسالبة ،

𝑓+    و𝑓−    للبسط𝑗    على الترتيب، بينماCNum𝑗 = ±1; (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘𝑖)   يمثل معامل مضروب في

 . بسط 𝑘𝑖مكون من   𝑖يعني أن الكسر  𝑘𝑖هنا . 𝑗البسط 

 : حيث يمكن كتابة عبارة كل مخطط على الشكل التعبيري التالي
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(3.2)  
𝑉𝐿𝑅
𝑆
∑

∑ CNumj(NumPj°NumNj)
𝑘𝑖
𝑗=1

DenPi − DenNi

𝑟

𝑖=1

 

 

التعبير    NumPj°NumNjالكتابة   الموجبة (  3.2)في  الإحصائية  المعاملات  مواضع  بين  تركيب  تعني 

هي كتابة تعبيرية فقط لأنه يجب فك التشفير من الكتابة في النظام الثنائي إلى الكتابة (  3.2)الكتابة  .  والسالبة

الكود   لذلك نستخدم  العادي،  العشري  النظام  بلغة    GrandPotential.nbفي    Mathematicaالمكتوب 

على  للطاقة الحرة    𝑛، وكتابة علاقة النشر من الدرجة  GrandPotential_n.txtلفك التشفير عن الملف  

  الطاقة الحرة على حساب ما يحتاجه من  مهتم  يساعد أي شخص  البرنامج  هذا  .  مقام/ شكلها الرياضي بسط

 . الخ. . ... المغناطيسية أو طاقة الحالة الأساسية حساسيةمثل ال

البرنامج  :  مثال الحرة  GrandPotential.cppباستخدامنا  الطاقة  أن  أجل    للنظام  نجد  𝑛من  = تطبع 2

 : على الشكل

(3.3)  

Ω2 = −
1

8
𝑉3,4
1,2𝑉1,2

3,4 𝑓1
−𝑓3

−𝑓4
− − 𝑓1

−𝑓2
−𝑓4

+ + 𝑓3
−𝑓4

−𝑓2
+ − 𝑓1

−𝑓2
−𝑓3

−

−𝐸3 − 𝐸4 + 𝐸1 + 𝐸2

+
1

2
𝑉1,4
1,2𝑉3,2

3,4𝑓1
−𝑓3

−
𝑓2
−−𝑓4

−

−𝐸2 + 𝐸4
 

 نشر الطاقة الحرة عند درجات الحرارة العالية . 3.3

الحرة   الطاقة  أن نشر  الثاني  الفصل  في  في نظرية الاضطرابات يمكن كتابته على شكل مجموع وجدنا 

 : Ω𝑛الحرة الجزئية للطاقة  𝑛الحد  

(3.4)  Ω = Ω0 +∑Ω𝑛

∞

𝑛=1

 

 يمثل حد الطاقة الحرة لهاملتون الجملة دون تفاعل.  Ω0حيث 

هو الرسم البياني   EDD) (EDDs)يزة بشكل أساسي امتعلى جميع الرسوم البيانية الم Ω𝑛حد  يحتوي كل

[(. من أجل التبسيط، نختار فقط 28المختار من بين المخططات المكافئة، لمزيد من المعلومات، راجع ]

من   خط، وهذا يعني أن أي فوك-حلقة من حلقات هارتري المخططات التي لا تحتوي على أي من 

بالطاقة 𝐸𝑘نستبدل الطاقة ، لذلك الفرعية فوك-هارتري يحوي على طاقةالمولدة يمكن أن ت المخططا

 التالية: 

(3.5)  𝐸𝑝 = 𝜀𝑝 − 𝜇 − 𝑒𝑝
𝐻𝐹(𝛽) 
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𝑒𝑝حيث  
𝐻𝐹(𝛽)   هارتري طاقة  الحرارة  -هي  درجة  معكوس  بدلالة  حسابها  𝛽فوك  يمكن  الطاقة  هذه   .

 الغير خطية التالية: بواسطة حل المعادلة التكاملية 

(3.6)  𝑒𝑝
𝐻𝐹(𝛽) =

1

𝑉
∫𝑉𝑝𝑞

𝑝𝑞
𝑓− (𝜀𝑞 + 𝑒𝑞

𝐻𝐹(𝛽)) 𝑑𝑞 

 على الشكل التالي: Ω𝑛الحد  يمكن صياغة 

(3.7)  Ωn =∑
(𝐸𝐷𝐷)𝑖
𝑆𝑖

𝑁

𝑖=1

 

. الجدول  EDDsالفراغلهيجنهولتز   مخططاتيمثل عدد  Nعدد  ال.  𝑖(𝐸𝐷𝐷)مخطط لظر لان عامل التم𝑆𝑖حيث  

 . 10الى  2من nلكل حد نشر Nيوضح بعض قيم  1

 

نوع  1الجدول   من  الفراغ  لمخططات  الإجمالي  العدد  دون   هيجنهولتز.  أساسًا  والمتميزة  المترابطة 

 .فوك-الخاصة ب هارتري  مخططات الفرعيةال

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

N 1 1 2 5 13 59 285 1987 16057 149430 

 

 .[27]باستخدام البرنامج  𝑆𝑖ومعامل تناظرها   𝑖(𝐸𝐷𝐷)يمكننا إيجاد المخططات  

 .[28]في الطاقة الحرة باستخدام البرنامج  𝑖(𝐸𝐷𝐷)كما يمكننا حساب مساهمة كل مخطط  

الطاقة،    يمثلمقام  أساساً    كل كسر يحوي.  كسور جزئية  مجموعحيث نجد أن عبارة كل حد هو عبارة عن  

على   يحوي  الإحصائية  وبسط  جداء  .  −𝑓و     +𝑓المعاملات  الأساس  في  هو  مقام  القَطع  كل  مجموعة 

وجدنا أن مساهمة كل  حيث  .  𝑂𝑗، بينما البسط مرتبط بإيجاد الحلقات الأساسية واتجاهها الكلي 𝐶𝑖الأساسية

 : هيجنهولتز في الطاقة الحرة يعطى من الشكللمخطط 

 

(3.8)  Ω𝑛  
𝐺 = ∑ 𝐹𝑠

𝐴𝑙𝑙 𝑆𝑝𝑎𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑇𝑟𝑒𝑒𝑠

 

 

 : كسرعطى بالت( 3.1)من العلاقة  𝐹𝑠مساهمة كل شجرة ممتدة  هنا

 

(3.9)  𝐹𝑠 =
∏ 𝑓

𝑗

[𝑂𝑗]𝑚−𝑛+1
𝑗=1

∏ 𝐶𝑖
𝑛−1
𝑖=1

 



45 
 

 

[𝑂𝑗]حيث   = مقدار القطع الأساسي يمثل مجموع الطاقات    (. (2.27)تعريف  )هو اشارة الاتجاه الكلي    ±

𝐸𝑙في الاتجاه الموجب  
𝑖+  لاتجاه غصن الشجرة ناقص مجموع الطاقات في الاتجاه المعاكس𝐸𝑙

𝑖− للغصن 

 : أي المكون الوحيد المار منه القطع، 

 

(3.10)  𝐶𝑖 =∑𝐸𝑙
𝑖+

𝑙

−∑𝐸𝑙
𝑖−

𝑙

 

 

 . في درجات الحرارة العالية( 3.1)في هذا الجزء سوف نتطرق الى كيفية حساب المقدار 

، هذه المعاملات  −𝑓و    +𝑓أن بسط الكسر مكون من المعاملات الإحصائية  ( 3.1)كما نلاحظ في العلاقة 

الحرارة درجة  متغير  على  تحوي  نعرف  بدلالة  (كما  تكون  أي   ،𝛽 =
1

𝑘𝐵𝑇
هذه   نشر  عند  المعاملات ، 

عند    الإحصائية أي  العالية،  الحرارة  درجات  𝛽في  ≪ الحرة    ،فإن1 الطاقة  مساهمة  يكون  (  3.1)بسط 

 . ورتبته من رتبة النشر المراد الوصول إليها𝐸𝑗الطاقات وكذلك 𝛽كثير حدود بدلالة 

 فإنه يمكن كتابتها على الشكل  ، 𝑜𝑟المراد الوصول اليها    عند رتبة النشر(  3.1)إذن بعد نشر بسط العلاقة  

 : المباشر التالي

 

(3.11)  ∏ 𝑓𝑗
±

𝑚−𝑛+1

𝑗=1
= ∑𝑎𝑘𝛽

𝑘

𝑜𝑟

𝑘=0

 

 

 : تكون من الشكل 𝑎𝑘المعاملات  حيث كما هو معروف في نشر تايلور فإن 

 

(3.12)  𝑎𝑘 =
1

𝑘!

𝜕𝑘

𝜕𝛽𝑘
(∏ 𝑓𝑗

±
𝑚−𝑛+1

𝑗=1
)
𝛽=0

 

 

يمكن ،  ∗𝑇المرتبطة بالشجرة المكملة  𝐸𝑗تكون بدلالة الطاقات (  3.12)المعرفة في العلاقة    𝑎𝑘ت المعاملا

 : على الشكل( 3.12)نشر الاشتقاق الموجود في العلاقة 
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(3.13)  𝑎𝑘 = ∏
1

𝑘𝑗!
(
𝜕𝑘𝑗𝑓𝑗

±

𝜕𝛽𝑘𝑗
)
𝛽=0

𝑚−𝑛+1

𝑗=1

 

 

اختيار   يتم  الجمع  حيث  طبيعية، 𝑘𝑗معاملات  أعداد  عن  عبارة  هي  المعادلة    ، والتي  حل  بواسطة  وذلك 

 : الطبيعية التالية

 

(3.14)  ∑ 𝑘𝑗

𝑚−𝑛+1

𝑗=1

= 𝑘 

 

الفرميونات،  على  الدراسة  سنقتصر  لذلك  فرميونية،  جسيمات  من  مكون  نظام  سندرس  الفصل  هذا  في 

𝜖لذلك نأخذ في حالتنا هذه  = −1 . 

، حيث أنه  𝑒𝑘ويرمز له بالرمز  Eulerأولريمكن كتابته على شكل كثير حدود ( 3.13)الاشتقاق في العلاقة 

 : لدينا من نشر المعاملات الإحصائية ما يلي

 

(3.15)  

𝑓−(𝐸𝑗) = −
1

1 + 𝑒𝛽𝐸𝑗
=∑

1

𝑘!
(
𝜕𝑘𝑓−

𝜕𝛽𝑘
)
𝛽=0

𝛽𝑘

𝑘=0

 

= −
1

2
∑

(𝐸𝑗)
𝑘
𝑒𝑘

𝑘!
𝛽𝑘

𝑘=0

 

 

𝐴𝑘نجد أن معاملات النشر  (  3.15)إذن من العلاقة  
−(𝐸𝑗)  الخاصة بـ𝑓−(𝐸𝑗)  على  بدلالة أعداد أولر  تكتب

 : التالي الشكل

 

(3.16)  𝐴𝑘
−(𝐸𝑗) =

1

𝑘!
(
𝜕𝑘𝑓−

𝜕𝛽𝑘
)
𝛽=0

= −
1

2

(𝐸𝑗)
𝑘

𝑘!
𝑒𝑘 

 

𝑓𝑘يجاد معاملات النشر إيمكن كذلك 
+(𝐸𝑗)   الخاصة بالمعامل الإحصائي𝑓+(𝐸𝑗) فنجد أن : 
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(3.17)  

{
 
 

 
 
𝐴𝑘
+(𝐸𝑗) = 𝐴𝑘

−(𝐸𝑗) = −
1

2

(𝐸𝑗)
𝑘

𝑘!
𝑒𝑘  ;  𝑘 ≠ 0

𝐴0
±(𝐸𝑗) = ±

1

2

 

 

يمكن حسابها مباشرة بواسطة   كسريةهي عبارة عن أعداد  (  3.17)المعرفة في العلاقة  𝑒𝑘(0)أعداد أولر  

الدرجة   من  1)/2دالة  لل𝑘الاشتقاق  + 𝑒𝑡)   حدود 𝑡في  = له0 الزوجية  القيم  أن  نجد  حيث  الأ،    عداد ذه 

𝑒2𝑘معدومة = العلاقة التالية نعطي بعض القيم الفردية غير معدومة، في  الأعداد، بينما تبقى  𝑒0باستثناء  0

 : لهذه الاعداد 

 

(3.18)  𝑒1 =
1

2
; 𝑒3 =

1

4
; 𝑒5 = −

1

2
; 𝑒7 =

17

8
; 𝑒9 = −

31

2
; … 

 

 : على الشكل المبسط التالي( 3.13)المعرفة بالعلاقة  𝑎𝑘إذن يمكن إعادة كتابة صيغة معاملات النشر  

 

(3.19)  𝑎𝑘 = ∏ 𝐴𝑘𝑗
± (𝐸𝑗)

𝑚−𝑛+1

𝑗=1

 

 

الجمع   اختيار معاملات  فردية فقط وذلك  𝑘𝑗حيث سيتم الآن  أو  أعداد طبيعية معدومة  أن تكون  ، بشرط 

 (. 3.14) الجمع علاقةباستعمال 

.  مقامه من حيث درجة نشر الطاقةيجب أن يكون في حدود    هفإن بسط(  3.2)العلاقة   كسر  نلاحظ من  كما

𝑛في حدود رتبة النشر    𝐸𝑗الطاقات  جداء  والتي تحوي    𝑎𝑘يجب أن تكون المعاملات  بعبارة أخرى   − 1 ،

𝑛الأقل من    𝑘كل المعاملات بينما   − ،  على كل الأشجار الممتدة فهو بالتأكيد يجب أن ينعدمفمجموعها    1

أن يحوي كسور المستحيل  العالية من  الحرارة  الحرة في درجة  الطاقة  النشر على  لذلك    . هذا راجع لأن 

 : التالية تبقى صحيحة اتفالعلاق

 

(3.20)  ∑
𝑎𝑘

∏ 𝐶𝑖
𝑛−1
𝑖=1𝐴𝑙𝑙 𝑆𝑝𝑎𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑇𝑟𝑒𝑒𝑠

= 0 ;    0 ≤ 𝑘 < 𝑛 − 1 

 

 : على الشكل المبسط التالي( 3.4)يمكن كتابة النشر فإنه (3.13)من العلاقة  إذن
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(3.21)  ∏ 𝑓𝑗
±

𝑚−𝑛+1

𝑗=1
= ∑ 𝑎𝑘𝛽

𝑘

𝑜𝑟

𝑘=𝑛−1

 

 

 (. 3.12)معرفة بالعلاقة  𝑎𝑘حيث المعاملات  

مخطط معين لهيجنهولتز مساهمة  نشر  كخلاصة لما سبق وباستخدام العلاقات السابقة فإنه يمكن كتابة  إذن  

 : كما يلي 𝑜𝑟عند درجة نشر معينة  ( 3.1)في الطاقة الحرة 

 

(3.22)  Ω𝑛  
𝐺 = ∑

∑ (∏ 𝛼𝑘𝑗
± (𝐸𝑗)

𝑘𝑗𝑚−𝑛+1
𝑗=1 ) 𝛽𝑘𝑜𝑟

𝑘=𝑛−1

∏ (∑ 𝐸𝑙
𝑖+

𝑙 − ∑ 𝐸𝑙
𝑖−

𝑙 )𝑛−1
𝑖=1𝐴𝑙𝑙 𝑆𝑝𝑎𝑛𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑇𝑟𝑒𝑒𝑠

 

 : حيث تساوي إلى( 3.11)و ( 3.10)من العلاقات  𝑎𝑘𝑗يمكن إيجاد المعاملات  حيث

(3.23)  

{
 

 𝛼𝑘
+ = 𝛼𝑘

− = −
1

𝑘!

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
(

1

1 + 𝑒𝑡
)
𝑡=0
  ;  𝑘 ≠ 0

𝛼0
± = ±

1

2

 

. ∗𝑇أوتار الشجرة المكملة  والتي تمثل    𝐸𝑗أن النشر يكون بدلالة الطاقات  (  3.15)كما نلاحظ في العلاقة  

النشر هي   الدرجة  كذلك رتبة  𝑛من  − فوق  1 ناتج إذن    . فما  بالبحث عن  الحسابية  العمليات  في  سنقوم 

 .𝐸𝑗القسمة الاقليدية لكثيرات الحدود ذات المتغيرات الطاقوية   

، حيث نأخذ متغير طاقة (3.15)نقوم بعملية القسمة الاقليدية لكثير حدود معين على آخر في العلاقة  إذن  

الموجود في البسط على ما يقابله في   𝑃𝑛(𝐸𝑟)لكثير الحدود  الاقليدية  ثم نجري عمليات القسمة  𝐸𝑟كيفي  

الدرجة  حيث  ،  𝑃𝑝(𝐸𝑟)المقام   تكون  أن  𝑛يجب  ≥ 𝑝  العكسية الحالة  في  معدومة  القسمة  عملية  بينما   ،

𝑛 < 𝑝 .  ير طاقة آخر لباقي القسمة السابقة إلى أن نصل إلى نعيد نفس عملية القسمة الاقليدية على متغ

 . الحد الذي يكون فيه درجة البسط أقل من المقام فنعدم هذا الباقي بكل بساطة

 عند درجات الحرارة العالية باردحساب الطاقة الحرة في نموذج هي.  4.3

في بعد واحد باستخدام  المحلي والمجاور سبين -نحسب في هذا الجزء الطاقة الحرة الناتجة من تفاعل سبين

 : هي 6وكذلك التطبيقات السابقة فنجد أن الطاقة الحرة عند درجة نشر باردنموذج هي
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(3.24)  

ΩU = −
2

𝛽
ln(2) +

1

2
𝑈 −

β

2
(
1

8
U2 − 1 + h2) + β2

U

2
(U2 + h2)

+
β3

4
(
1

768
(U4 + 8U2 + 2) −

h2

4
(U2 − 1) +

h4

3
)

− β4
U

2
(
1

512
(U2 + 2) +

h2

48
(U2 − 3) −

h4

3
)

− 𝛽5 (
1

45
ℎ6 −

ℎ4

4
(13U2 − 4) −

h2

768
(−2U2 + U4 + 6)

+
1

368640
(15U2 + 36U4 + U5 + 40)) 

 

فهي جديدة حسب علمنا ويمكن  (  3.25)، بينما النتيجة  [51]متطابقة بالتمام مع المرجع  (  3.26)النتيجة  

 . القول أنها مرجع لأعمال أخرى في المستقبل

 

 



 خاتمـــــة عامـــــــــــــة 
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 خاتمة عامة 

ي وكيفية كتابة هاملتون الجملة باستخدام مؤثرات البناء  
ي هذه المذكرة إلى مبادئ التكميم الثان 

 
تطرقنا ف

هي نموذج  قدمنا كتابة  الجسيمات   بارد والهدم.  سبي    محلية   لتفاعل  والغي   واحد   المحلية  بعد  ي 
 
ي    ف

 
ف

مذكرتنا.   ي 
 
ف دراسته  أجل  من  وهذا  ي 

الثان  مساهدرسنا  التكميم  إيجاد  أو كيفية  فينمان  مخطط  مة 

ي الطاقة الحرة وذلك  
 
نظرية الاضطرابات المتعددة الأجسام عند درجة حرارة    عن طريقهيجنهولي   ف

ي  ، كذلك باستخدام  FT-MBPTمعينة 
 
كمسألة إيجاد  نظرية المخططات  بعض الخوارزميات الأساسية ف

  . ي مخطط معي  
 
 كل الأشجار الممتدة والحلقات الأساسية والكلية ف

ي مذكرتنا هذه قمنا بتطبيق عملي عل نموذج هي
ي بعد وحيد، حيث قمنا بحساب الطاقة الحرة    بارد ف 

ف 

ي درجات الحرارة المرتفعة  
وذلك باستخدام عمليات الاشتقاق وكذلك القسمة الاقليدية  لهذا النموذج ف 

ات الحدود. ل    كثي 

لنموذج هي الحرة  الطاقة  ي الأخي  نشر 
 
السادسة من    بارد وجدنا ف الرتبة  المرتفعة عند  الحرارة  ي درجة 

 
ف

، هذه النتائج متوافقة مع الدراسات النظرية السابقة لهذا النموذج   وذلك من أجل الثابت   عملية النشر

𝑈 ، الحالية. نتائجنا تعتير الأولى حسب معرفتنا و 
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