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Avant-propos

e polycopié est destiné aux étudiants 2 LMD dont les spécialités suivantes : Sciences

Technologiques (ST) : Electrotechnique (ETT), Electronique (EN), Génie mécanique (GM),
Ctravaux public et Génie civil (GC). Il s’agit d’un module de base qui traite les oscillations
des systéemes mécaniques et électriques et qui a connu ces dernieres années un essor
important. 1l a permis de développer énormément les techniques a méme de résoudre les
problémes physiques des différents domaines. Ce document est un cours détaillé avec des
exercices corriges. Il est divisé en deux grandes parties, "Vibrations et Ondes mécaniques

réparties en six chapitres. Cités ci-dessous :

e Chapitre | : Généralités sur les vibrations.

e Chapitre Il : Oscillations libres des systemes a un degre de liberte.

e Chapitre 111 : Oscillations forcées des systemes a un degré de liberté.

e Chapitre IV : Oscillations libres des systémes a deux degrés de liberté.

e Chapitre V : Oscillations forcées des systemes a deux degrés de liberteé.

e Chapitre VI : Etudes d’un systeme mécanique a N degrés de liberté.

La deuxieme parti contient deux chapitres recommande d’introduire I’initiation des
phénomeénes liés a la propagation des ondes mécaniques dans différents milieux matériels. A
cet effet nous avons pris le, comme le modele de la corde vibrante.

L’objectif recherché consiste a donner aux étudiants des éléments qui leurs permettront
d’enrichir leurs connaissances d’une part et d’autre part les aidés a maitriser d’avantage les

problémes qu’ils peuvent rencontrer dans le présent module.

Dr. Hamida Ayed
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Chapitre | Généralités

I-1. Généralités sur les vibrations

I1-1.1. Définition d’une oscillation
On appelle oscillation un mouvement d’un corps qui se déplace alternativement de part et
d’autre d'une position d'équilibre.
Exemple : mouvement d’un pendule ou d’un poids suspendu a un ressort, cylindre flottant
dans un liquide, etc.
Les Oscillations peuvent étre subdivisées en :
. Oscillations libres® un oscillateur est libre s'il oscille sans interventions extérieures
(sans frottement) pendant son retour a I'équilibre
. Oscillations amorties: I’oscillateur est soumis ades forcesde frottements qui

dissipent de I'énergie 1’oscillation s’amortissent est finissent par s’arrétes.

. Oscillation forcées: un oscillateur est forcé si une action extérieure lui communique
de I'énergie.
. Oscillation forcées amortis: la force périodique extérieure (excitation) compense les

pertes déneige par frottement, les oscillations ainsientretenus ne s'amortissent pas.

I-2.Vibration

Une vibration est un phénoméne physique oscillatoire d’un corps en mouvement
autour de sa position d’équilibre.Parmi les mouvements mecaniques les plus varies, il existe
des mouvements de vibrations qu’on puisse observer comme les battements decceur,le
mouvement d’une balangoire, le mouvement alternatif des pistons d’un moteur a explosion,
les vibrations d’une corde de guitare.Et d’autres microscopiques comme le mouvement des

atomes a ’intérieur d’un solide, etc.

I-2.1. Définition d’un mouvement périodique

* C'est un mouvement qui se répété a un intervalle de temps réguliers, cet intervalle s'appelle
période (T) mesurée en secondes (S).
* Pour les mouvements rapides on utilise la fréquence (f) exprimée en hertz (HZ) elle est

reliée a la période par :

Ll
_fef_
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Le nombre de tours par seconde s’appelé pulsation (notée , mesurée en rad/s)

21
w = 2nf = -
Remarque :
1. Un oscillateur est dit harmonique si le systéme évolue suivant une loi périodique de

forme sinusoidale (Figure (1.2.a)). En effet * x(t) = Acos(wt + ¢)

x(t)

+A

R {

Figure 1.2.a : Représentation d’une oscillation harmonique

Avec :

X(t) : L’élongation (ou la position) a I’instant ts

A : L’¢élongation maximales ou lI'amplitude,

@: La phase a l'origine [rad],

W (a):Z”/T) : La pulsation du mouvement [rad/s]

(wt+¢) : La phase a I’instant (t).

2. L’oscillation est dit anharmonique si le systeme évolue suivant une loi périodique de

forme quelconque non sinusoidale (Fig.l. 2-b).
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x(t) |

(b)

Figure 1.2.b : Représentation d’une oscillation anharmonique.

I-3. Notion d’énergie
I-3.1. Energie cinetique

L énergie cinétique d’un masse m qui effectue un mouvement de :

e Translation d’une distance x :

e Rotation d’un angle 0
1 .
T =-=]6?
2]
(J est le moment d’inertie par rapport le point de 1’axe de rotation)

e Translation (x)et Rotation () au méme temps:

11
TtOt:me +§]9

1-3.1.1. Moment d’inertie

Forme Moment d’inertie par rapport le centre de Gravité G (J/s)

Tige (Longueur L, masse M) %ML2

Cylindre (rayon R, masse M) ZMR?

2

Sphere (rayon R, masse M) %MR2

Masse ponctuelle m 0
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Remargque

Le moment d’inertie d’une masse M et de forme quelconque autour d’un point A différent du

Centre de Gravité G est donnée par
Jja =6 + M(AG)? (Théoréme de Huggens- Steiner)
I-3.2. Energie potentielle

e L’énergie potentielle de la pesanteur (des masses) dans un champ gravitationnel

constant g estk :

+mg (Lors d’une ascension d’une hauteur M)
Umasse:

-mg (Lors d’une descente d’une hauteur h)

e L’énergie potentielle d’un ressort a boudin de raideur k lors d’une déformation x est :

— 2
Uressort = Ekx

e L’énergie potentielle d’un ressort de torsion de raideur k lors d’une déformation est :

1 2
Uressort = Ekg

I-3.3. Energie mécanique

L’énergie totale E = T + Uest conservée (Constante) durant le mouvement (% = 0) . Cette

équation de conservation donne I'équation du mouvement des systemes conserves.

Exemple
Soit un systeme mécanique ci- dessous constitué de deux masses ponctuelles (m et m') fixées

aux extrémités libres d'une tige de masse M et de longueur 2L.
Ce Systeme est un mouvement de rotation par rapport ou point fixe A.

Calculer I’énergie cinétique et 1’énergie potentielle du systéme.

10
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Référence

Réponse

Le systeme est constitue de 3 masses, donc il ya 3 énergies cinéetiques et 3 énergies

potentielles

* L’énergie cinétique T

Tior =Ty + Ty + Tiiy
o Ty= %]M/Aéz
Jusa = 7 MQL2) + M(AG)?
avec AG = % =d
1

Donc /,, = — (2L2) + M(L/Z)Z = 17—2ML2

12
T 1(7 ML2>92
= ==|—=
M= 2\12
. Tngjm/Aéz avec

()

119 .
= —|— 202
T, 2[4m]L9

3

U

1 A2 32 7 L s 2
o Tn=3Imab* | Juy, =[0+md?] avec d=- donc]m'/Azm(—)

1[L? ],

T —1[7 MLZ]é2+1[9
tot 77 [12 214

]m/A = [0 + md?],

L 3L
d=L+>=— donc Jyu/, =

L
2

. 1 L] .
2 2 I P 2
mL]G +2Im—4le

Donc Tip = %[éM +3m +§m]

* L’énergie potentielle U

o Uy=Mgx |/

1
Uy = EMgLsinH

UtOt S UM + Um + Uﬁl

X = %MgLsinH

11
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e U,=mgh | h=dsinf = ZLsinB
Un = ;mgLsinB

o Uy=-mgh | h=dsind = %sin@

Un = —lmgLsinG

2
o Uy = %MgLsinG + gmgLsinQ - %mgﬂsm@

1
Uor = EgLsinG (M + 3m + 1h)

1-3.4. Conditions d’équilibre

La condition d'équilibre set F = 0 si I'équilibre
En x =x, onécrit: Fl,_, =0
ouU

Pour une force dérivant d'un potentiel (F =— E)

La condition d'équilibre s’écrit:

wl _,

0xlx=x,
Il existe deux types d'équilibre :
+ Equilibre stable
Une fois ecarté le systeme de sa position d’équilibre, il y retourne. Dans ce cas la force de

rappel

f=—-Cx avec C>0

C- of @ ( 6U>_(’)2U
 dx  Ox\ 0x/) o0x2
ZZTZ > 0 : Cette condition d'équilibre stable est la condition d’oscillation
X=Xo

+ Equilibre instable
Le systéme ne regagne pas son équilibre lors d'un écartement dans ce cas C < 0 la condition
d’équilibre instable s’écrit donc :

02U

— <0

0x?
X=Xg

12
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Pour les rotations on remplace x par 6 et x, par 6,

e |l est possible de représenter graphiquement I’évolution de trois énergies (E;o:, T, U)

La figure ci-dessous illustre la variation des énergies en fonctionde déplacement.

c

Figure 1-2. Variation des énergies cinétique, potentielle est totale en fonction de x.

T = Thax
U = Unax

T=Tnin=0
T = Unax

« Au cours d’une oscillation, les deux types d’énergies se transforment constamment 1’un au

Au centre(x = 0){

Aux extremums (x = iA){

I’autre :
- Quand I’énergie cinétique diminue, I’énergiec Potentielle augmente et vis versa. Cette

propriété est appelée conservation de 1’énergie totale du systéme

I- 4. Ressorts équivalents
Il existe 3 cas *

1" Cas : Ressorts en paralléles:

l \
X

- g .
keq1 — kl + kz <:> Kear <:> Kea
keqz = k3 + k4_
Keq = Keq, * Keq,
':>keq :k1+k2+k3+k4
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2¢me Cagl Ressorts en série

X ke

1 2 “3 l "
|_V X

3eme Cas: Barre liée a 02 ressorts (distance non négligeable)

(a + b)? *
keq = —zpr —
k1+k2 k]_ ;_" kZ;_ﬁ k :d-'
<= <= g
i ! g g
- (—n (—. (—-
Sia=bonaura | i | i | i
a ld ® m
keq = ki +k;

I-5. L’oscillateur Harmonique

On appelle oscillateur harmonique un oscillateur qui, dés qu’il soit écarté de sa position
d'équilibre, d'une distance (x) ou angle (6) est soumis aune force de rappel opposée

proportionnelle al’écartementx et 6.

f(x) =—-Cx

Avec : C est une constante positive,

—dU 1
flx) = > U(x) = Ekx2

Exemple
+ masse ressort :f (x) = —kx oU k: est la raideur du ressort (Loi Hookes)

+ Pendule simple : f(8) = —mgsind = —mg6 pour 6 < 1 (Harmonique)

I-6. Formalisme de Lagrange

I-6.1. Les cordonnées généralisées

14
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Les coordonnées géenéralisées sont I’ensemble de viables réelles indépendantes ou liées
permettant de décrie et configurer tous les élémentsd’un systéme a tout instant t.
Exemple
La position d’un point M dans ’espace peut étre déterminée par 3 coordonnées Suivant les
axes (x,y,z)
> La position d’un corps solide dans I'espace peut étre définie par sixcoordonnées :
= (03 coordonnées relatives au centre de gravité
= (3 coordonnées liées aux angles d’Euler (8, @, )
On désigne par
q:1(t), q2(t),q5(t), e v vee e .. qu (t) : Les cordonnées généralisées.
(1, G2 Gy eve ver eve wee eee wee oo Gy (8) 2 LES Vitesses généralisées.

1-6.2. Degré de liberte

C’est le nombre de coordonnées indépendantes nécessaires pour determiner laposition de

chaque élément d’un systeme pendant son mouvemente a tout instant :

On ecrit :
d= 1}] -r
P . Nombre de relation, entre les coordonnées
Degré de liberté ~ L ..
généralisée (nombre de liaisons)
(ddl)
Nombre de
coordonnées
généralisée

Exemple
* soit un systéeme mécanique constitué de deux points M, et M,reliés par une tige de longueur

L. Trouver e nombre de degré de liberté.

l
{M1(x1»)’1»z1) S N=6 M1. ‘ M,
M, (x1,¥,,23)

Equation de liaison I = \/(x; — x,)2 + (y; — y,)% + (2, — z,)2 = Cst =>r =1

15
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Doncd=5(d=N-r=6—-1=5)
I-6.3. Formalisme de Lagrange
Ce formalisme repose sur la fonction de Lagrange

L=T-U

L’ensemble d’équation du mouvement s’écrit

(i) - (G} =0

+ L Fonction de Lagrange ou Lagrangien

n
i=1

+ T: L énergie Cinétique du Systéme ;
+ U: L énergie Potentille du Systéme ;

+ ;' La coordonnée généralisée et g; est la vitesse généralisée du systeme.

- Pour un systeme aun degré de liberté (N=1 ou ddI=1)
d (6L> (OL) _ 0
dt \dq aq)
Remarque
* Pour un systéme unidimensionnel I’équation de Lagrange s’écrit -
d (6L> oL
de\ox/) dx
« Pour un mouvement rotationnel 8-

(E)L) daL _0
dt\ag) 06

16
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Exercices

Exercice 1 :

Résoudre les équations différentielles du 2éme ordre suivantes :
1- 5x+3x=0
2- 3x"5x +4x=0
3- 2x™6x +2x=0

Exercice 2 :
En utilisant la représentation complexe, calculer I’amplitude et la phase initiale de la somme
suivante :
x(t) = 3.2 sin wt + cos wt
Exercice 3 :

Trouver par calcul, par la méthode des complexes I’amplitude de la vibration :
y(t) = a cos(wt) + a cos(wt + @) + a cos(wt + 41/3)

Exercice 4 :
Déterminer les constantes de raideur équivalentes des systéemes montrés sur la figurel :

ki k

])+( D_ M K, K,

AN STTT77

L/ 7

ST

Ky
QD

Exercice 5 :
Déterminer pour chaque systeme montré ci-dessous : Le nombre de degré de liberté, 1’énergie

cinétique et I’énergie potentielle.

K,

00—

17
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Solutions
Exercice 1:
1-5%+3x=0
3
=¥ + EX =0

© ¥+ wix = 0. Avec wf =2
Donc la solution générale : x(t) = Asin <\/§t + <p>

2-3X +5x +4x =0

3
Sitox+-x=0

5 5 ;
& i+ 20X + wix=0avec § =2; wj =

= -——<0
36

5
Donc la solution:  x(t) = Ae_Etcos< gt + <p>

ﬁ

3-25+6x+2x=0
S F+3t+x=0
© ¥ +26% + wix = 0avec §2 — wi = 2> 0

5 5 5
Donc la solution: x(t) = e \/‘:t <A1e \/;t + Aye \/;t>

4- 2% +V48x + 6x =0
S i+V12x+3x=0
& ¥ +26% + wix =0avec: 8 =3, w3=3 avec 5%+ wi =0
=82 —-w3=0
Donc la solution : x(t) = e V3t(4, + A,t)

Exercice 4:
+ Nous avons deux forces de rappel de méme sens : N k, - ,1\
. L Fq
Les résultantes de ces deux forces appliquées au ressort équivalent N
N
prend le méme sens et est donnée par : N ¥,
Fresuitante = F1 + F; k /\1’/ 4
I
@
kegx = kix + kpx A
D’ou:
m

k¢

N F résultante
Em—— 4

18
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+ Dans ce cas de figure, le déplacement résultant est la somme des déplacements des deux

ressorts soit :
X = x1 + xZ
Avec

x = Frésuitante
keq

Et

X4 =
1 k11

Fp . _ B
2

D’autre part ;

Fresuttante = F2 (1)
Et ~
F,=F; (2)

Au point d’application communaux deux ressort, il n’y a pas de masse

Le point commun est en equilibre et les deux forces qui lui sont appliquées sont égales (voir

relation 2).
X=X+ x;
Frésultante _ Frésultante Frésultante
keq a kl k2
D’ou:
1 1 1
keq Ky 5
Donc :
1 2

+ Nous avons deux de rappel de méme sens :
Fresuitante = F1 + F

-

Frésuttante = _k1x?_ ICZXT
Frésultante = _(k1 + kz)x?
D’autre part
Frésuitante = —kéqx?
Donc k¢q = ky + k3
Exercice 5 :
+ Le nombre de degré de liberté : Réf. (U,=0)— — — —

d=N-r
M - rotation(0)
m - translation(x)

x=RO=>r=1

19

résultante
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Doncd =1
+ [’énergie cinétique :
Teor =Ty + Ty .

© Ty=2J6%00 J=2MR?

. _1(1 2\ 2

Donc: Ty = 2(ZMR )6

. Tm=%m5c2 avec x = R > x = RO

1 1 .
=>T, = Em(Ric)2 = EmRzé?2
111 52

+ [’énergie potentielle :

e U =%kx2 avec x = R6
Donc: U = %kRzé?2
+ Le nombre de degré de liberté : ~
m - rotation () >N =1
r=0
Donc: d =1

~Ref (Up=0)

+ [’énergie cinétique :

T—1 62
_2]
ol J = ml?

1 )
:>T=§ml262

+ L’¢énergie potentielle :
UtOt = Uk]_ + Ukz

Uk1 :%klx:lz_ OU x1 :ée
1/k
= Uy, 25(11)1292

1 N
Ukz = Ek2x22 ou xz = l@

1
= U, = 5 k; 1267

11 ;
UtOt = E[Zkl + kz]l

+ Le nombre de degré de liberté :
2m — rotation(6)
m - rotation(§) > N=1,r=0
M - rotation(0)
Donc:d =1
+ L’énergie cinétique :
Ttot = Tm + TM + T2m

Ref(U,=0)
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e T, = %]méz ol J, =m(2r)? = 4mr?

Donc: T, = %m(Zr)zé2 = %(4m)r292
 Tom =3J2mb? O Jym =3 (@2m)r? = mr?

2
Donc: Ty = %(m)rzé2

_ 1. A2 8 _ 1 2 _ 1 2 _ 4 2
. TM—2]M6 ou Jy = 12ML _12M(4r) = 3Mr
Donc: Ty = %GM) 22

1 4 ahy 1 4 02
Tt0t=5(4m+m+§M>r9 §<5m+§M)r9

+ L’énergie potentielle :
0 0

UtOt = Um + UZm + UM + Uk1 + Ukz
e U, =-mgh,, avec h,, = 2rcosf
Donc: U,, = —2mgrcosf

1
o Uy, = Eklxlz avec x; =16
1
Donc: Uy, = Eklrzez
1
o Uy, = Ekzxzz avec x, = 210

Donc: Uy, = %(4k2)r202
Uior = %(k1 + 4k,)r20% — 2mgrcosf

+ Le nombre de degré de liberté : L/4
M—rot(§) > N=1;r=0
Donc d = 1ddl

+ L’¢énergie cinétique :
Ty = 1(2ML?) 62

2

+ L’énergie potentielle :
Utor = Uk + Uy

1 /L\?
Uk:—k(—> 62

21
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Chapitre 11 Systemes linéaires a un degré de liberté

11-1. Etude des oscillations libres non amorties

11-1.1. Introduction

Un systéme oscillant en absence de toute force d'excitation est appelé oscillateur libre.
se sont des systémes conservatif.

11-1.2. Etude du systememeécanique

11-1.2.1. Obtention de I'équationdifférentielle
L’équation du mouvement pour un systéme conservatif peut étre déterminée par la :
1. 2¢m¢Loi de Newton
2. Conservation d'énergie
3. Meéthode de Lagrange.
Exemple
Une masse m accrochée a extrémité libre d’un ressort et se déplacant sans frottement suivant

une direction on vertical.

R
()

LA N

S
1t

-

' )
)

<

En équilibre
En mouvement

a)-Principe dynamique de newton
PFD appliqué a la masse -

Projection sur L’axe Ox:

mg+T =md

mi¥=mg—T (1.2) I T = —kx (force de rappel)
© mi =mg — k(x + Al) (1.2)
© mX = mg — kx — kAl (1.3)
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Or a I’équilibre -

Y F=0
>P+T=0
mg — k(Al) =0 (I1.4)  condition d’équilibre

Donc L’équation (3) devient :

mX = —kx + mg — kAl
=0 (c.d)
Comme
mi=—-kxomi+kx=0

D00 mi+kx=0 & i+ wix =0 estléquation différentielle du mouvement

b) Conservation d'énergie
Eifor =T+ U

2 1
Et0t=imx +§kx

Systeme libre I'énergie mécanique ou (totale) est conservée, donc *

dEtOt —
dt
mix + kxx =0

0

mi+kx=0 Ol i+-x=0oi+wix=0

c) Méthode de Lagrange

Le lagrangien du systéme L est:
L=T-U
Avec -

e [L’énergie cinétique T

T = —mi?
me

e L’énergie potentielle U

= —kx?
Donc
1 1
L= mez —Ekxz
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. Le formalisme de Lagrange:

&)-(F)=0 (115)
d (0L d . -
—(—.) = —(mx) = m¥
dt \ox dt
% e (3 (11.6)

En remplagant (11.5) et (11.6) dans (11.1)
On obtient mX +kx =0

K+ Lx=0
m
Ol mi+~x=0 & i+wix=0
m
Cette équation différentielle de 2°™ ordre, homogeéne, avec w3 = mL est la pulsation propre

de I’oscillateur et elle doit étre positive pour qu’il y ait une vibration.
11-2.2.2. Solution de I'équation différentielle

La solution de I'équation X + wix = 0 est sous la forme x(t) = Ae™ avec r un nombre réel
et A une constante positive
x = Ae™
i = Arle™
e (r?—wd)lde™ =0
L =lwy etr, = —iwg
On obtient deux solutions:
x,(t) = Aje™ = A el@ot
x,(t) = Aye™ = A e i@t
La solution générale de 1’équation du mouvement
x(t) = x1(8) + x,(¢)
x(t) = A(ei@ot + e—iwot)
Selon la relation d’Euler : e*'@ot = cosw,t + isinwyt
Donc:
x(t) = A;(coswyt + isinwgt) + A,(coswyt — isinwgyt)
x(t) = (A + Ay)coswyt + i(A; — Ay)sinw,t
x(t) = Bcoswyt + Csinwgyt

Supposons : B = Dcos@ et C = Dsin6
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Donc : x(t) = DcosOcoswyt + Dsinfsinw,t
x(t) = Dcos(wot + @)
On trouve la solution générale de 1’équation (I.1)
x(t) = Dcos(wyt + @)
D et ¢ sont des constantes déduites des conditions initiales

x(t) 4

+Xm

v
o~

Les oscillations sont sinusoidales d'amplitude x,,, est de péeriode propre T, = Z—" = Zn\/%
0

11-1.3. Etude du systéme électrique

Considérons un circuit électrique (C L)

LiVi=0
VC+VL:O
di q
L—+—-—=0
dt+c
Selon:i =% TEC
dt A

Donc on arrivera - i

L"+q 0 "+1 0
- = o J— =
q C 1 ch ‘

Equation différentielle du second ordre sans deuxiéeme membre elle est identique a celle

obtenue par le systéme mécanique avec la correspondance :
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1
r:/L, k~—etx
m Lcex q

>§+wi=0

Donc la solution de cette équation *
q(t) = Qcos(wot + @) avec wy = %
11-1.4. Aspects énergétique

Du point de vue énergétique, cet oscillateur transforme 1’énergie élastique en énergie

cinétique et vice versa

En=T+U
1

T = —mx?
me
1

U == kx?
) X

{ x(t) = Acos(wyt + @)
x(t) = —Awysin(wyt + @)

1 2.1,
Em=imx +Ekx

1
E,, = =mA%w? sin?(wot + @) + EkAZ cos?(wot + @)

1 1
= E, = EkAZ sin?(wot + @) + EkAZ cos?(wot + @)

1, 2
EmZEkA

k
w§=E—> k = mw}

1 . . . .
En =3 kmw3A? Reste constante puisque les forces qui travaillent sont conservatives.

e L’énergie mécanique (E,,) d’un oscillateur est proportionnelle au carré de ’amplitude

(8 Chapitre 01 : présentation de 1’énergie mécanique).

I1-1.5. Analogie électro mécanique

En comparant les équations différentielles du pendule élastique et du circuit électrique et du

circuit électrique LC, on peut établir 1’analogie électro -mécanique suivante :
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Tableau 11-1. Analogie électro- mécanique (mouvement libre)

Systéme mécanique

Systeme électrique

2
d?x Ld_q l =
mF+kx=O dt2+cq
ou Ou
mi + kx = 0 Lc'j+g=0
Elongation : x Charge : q
Masse : m Inductance : L
Ressort :k Inverse de la capacité :%

. . sy 1 .
Energie cinétique : mez

2
Energie de labobine > L [d—q
2 dt

Energie potentielle :i kx?

2
Energie du condensateur :% [qT]
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Exercices

Exercicel:

Le rapport k/m d’un systéme masse-ressort est égal a 4. Si la
masse est écartée de sa position d’équilibre de 4 cm et relachée

avec une vitesse de -4 cm/s déterminer l’expression x en

fonction de t.

Exercice? :
Soit le systeme mécanique de la Figure
ci-contre : k

2k
3k 2k
m
7777
K —>

a) Déterminer la constante du

ressort équivalant k., et dessiner le systeme mécanique eéquivalant.

b) ce systéme obéit a I’équation différentielle : 4X + x = 0

1. Quelle est la pulsation propre w, du mouvement et sa période T;,?

2. Déterminé x(t) pour les conditions initiales suivantes : x(0) = 2,0 cm et x(0) =

—0,6 cms~1. ; On présenter a la solution sous la forme x(t) = x,cos(wyt + @) ol on

cherchera numériquement I’amplitude x, et la phase a I’origine ¢.

Exercice 3:

Ecrire 1’équation du mouvement du systéme, montré sur les deux figures. Déduire la période

des oscillations libres.

ki
) m
SN NN NNANNNY
b
oY
kz a
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Exercice 4 :
Une masse m est fixée a ’extrémité d’une barre de masse négligeable qui repose en O’

(40 = gl)) dont I’autre extrémité est fixée a un ressort de constante de raideur k (OB = %l)

Calculer la période des faibles oscillations de m autour de sa position d’équilibre.

< I

g8
e
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Solutions

Exercice 1 :

La masse m est soumise a deux forces :

Le poids P et la force de rappel T qui s’oppose au mouvement de la masse.

L’application de la relation fondamentale de la dynamique au mouvement de la masse m,
donne :

mi=—-kx > mi+kx=0

D’ou: ¥ + %x = 0, la pulsation propre est w, = \/%

ﬁ
Comme le rapportim = 4 talors w, = %= 2rad/, TRk
L’équation du mouvement de la masse mest :X + 4x = 0
La solution de cette équation est de la forme : x = Acos(2t + ¢) m
Conditions initiales: N X
N x(0) =4 P
at=0= {x(0)=_4
x = —2Asin(2t + @)

0)=A4 =4 1

g . ¥(0) = Acosg (1)

" x(0) = —2A4sing = —4 (2)

Le rapport des deux équations % donne :
1

1
tgp = > =@ = argtgi = 26,56°

x(0) = Acosp =4=>A=449cm
Alors : x(t) = 4,49cos(2t + 26,56°)

Exercice 2 :
2k

k
3k m 2k
P
r*
k 3k 3k 2k ]
m

eq, = 2k +k = 3k
3
/5 k

—> x

k
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1 _1+1+1 P —3k
keq, k 3k 3k 275
P 13)(5;{
mnr

— *
3 13
keq=2k+§k=?

1-L’équation différentielle et de type ¥ + w3x = 0 soit une pulsation propre w, = 2rad/s

2

On a donc la période propre T, = —= 3,14s
0

2- On cherche la solution sous la forme
x(t) = xocos(wot + @)
x(t) = —wexgsin(wyt + @)
Soit en tenant compte de la valeur obtenue de la pulsation proprew, = 2 rad/s
x(t) = xocos(2t + @)
%(t) = —2x,sin(2t + @)
Pour trouver xget ¢ en utilise les conditions initiales :
x(0) =xgcosp =2 (1) > xycosp =2
%(0) = —2xsing = —6 (2) > x,sing =3

(1)2 + (2)%x2(cos p? + sing?) =4 +9 - x, = V13 = 3,6cm
(1) xgsing 2 WE
= =tge =§,<p=tg‘ (E>=0,98=1rad

(2) ~ xpcos¢
Soit numériquement x(t) = 3,6 cos(2t + 1,0)cm

Exercice 3:

L’équation du mouvement <
X X 0
*L’¢énergie cinétique
T = —mx?
2

L énergie potentielle:

1 2 1 2
U:Eklx +Ek2y

Pour les petites oscillations :

x =bl, y=ab
yNa:> _a
x b YT p*

Donc U = kyx? + 2k, (%x)2 =1 (ky k)22

N |
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+ Le lagrangien:

L=T-U
1, 1 2

Donc L = mez - E(kl + k, Z—z)xz
Le formalisme de Lagrange
d <6L) oL
dt\ox/ ox
I[ d (aL) o
| de\od -
[ P
lx ~ ~\ T 2h2)”
D’ou I’équation du mouvement s’écrit : mi + (k1 +k, Z—z) x=0

. Kty
= La pulsation propre : w, =

| E

m 4'1”
X

+ Le Lagrangien d’un systéme est donné par :
L=T-U
e L’énergie cinétique :
Tior = Tpoulie + T
D0t : Tyoutie = 5J0% €t Ty = >mi?
Avec : x = RO

% = RO et J et le moment d’inertie de la poulie par rapport a O

Donc :

1 . 1 . 1 .

Tior = =mMR?0% + =J0% = = (mR? + ])6?
2 2 2

L’ énergie potentielle :

U= ;kxf:%kTZQZ ., x, =180
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Dot L = ~(mR? + )02 — - kr20?

*L’équation de Lagrange du systéme est :

d (9L o
g ok 2i5g) = (R 10
dt\ag/ 06 oL _ 2y
a6
D’ou
kr?

(mR?+ )0 +kr?0=0=0+ 0

- 9=
mR? + ]
La pulsation propre du systéme est :

B kr2 1/2
“0 =\ Rz 57

Exercice 3:

h m
Ref ( U,=0)

+ L’énergie cinétique est :
1
T = -]a?
2]

Le moment d’inertie de la masse m est :

2

] =m%2 =m(§L>

4
T = §mL2d2

+ L’énergie potentielle :

U= 1k(L )2— 1k<1>L2 2
- 2\3%) T f\g)" e
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On sait que :U + T = constante(systémeconservatif)
d d (4 1

—(T - [ — LZ s 2 _ 2 2) —

dt( +U) dt(9m a +2kLa 0

=>8mad+ka=0

k . . .
Wy = [— est la pulsation propre des oscillations
0 8m

Alors: T = 2—”=27r /S—m
[O5) k
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Chapitre 111 Systémes linéaires libres amortis a un degré de liberté

I11-1. Oscillation libre amortie

Une partie de I’énergie de I’oscillateur est cédée ou milieu extérieur (dissipée par frottements

ou rayonnement).L’amplitude des oscillations diminue au cours du temps et I’oscillateur finit

par s’arréter.

I11-2 Types de frottements

Les équations de mouvement dépendent de la mature de frottements.La résolution de

I’équation de mouvement n’est possible que dans certains types de frottements.

111-2.1. Frottement solide

La force de frottement est proportionnelle (~) a la

réaction normale du support.

Fr = —sgn(v)uR

Avec :

e F:Forcederappel F = —kx

e u: coefficient de frictions dynamique =+
friction statique.

111-2.2.Frottement fluide ou visqueux
La force de frottement fluide est proportionnelle
(~) et opposée a la vitesse

Fr = —av (a > 0)

111.2.3. Frottement des milieux trés visqueux

La forme de frottement des milieux trés visqueux
est ~au carré de la vitesse.L’équation du
mouvement est non linéaire et n'a en général pas

de solution analytique.

111-2.4. Autres frottementtres compliqués

W\ NN\

Dans ce cours mous nous limiterons aux forces de frottement visqueux qui sont

proportionnelle & la vitesse.L’expression de la force de frottement visqueux est la suivante*

F, =—aq
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Chapitre 111 Systemes linéaires libres amortis & un degré de liberté

Avec :
a:Le coefficient de frottement visqueux a : [N.s/m]
* g La cordonnée généralisée du systéme.

e ( ‘ La vitesse généralisée du systéme.

Dans un mouvement unidimensionnel x la force s'écrit sou la forme :
f=—-av=—axu

a
En mécanique ’amortisseur est schématise par 4:|:_E

I11-3. Equation de Lagrange dans un systeme amorti

S’il existe un frottement (f = —aq) I’équation de Lagrange devient:

by o,

dt\og) aq 1

Sous I’action des forces de frottement, le systeme dissipe (perde) de 1’énergie mécanique sous
forme de chaleur, il y’a donc une relation entre la force F, et la fonction de dissipation D d'un

coté de la fonction de dissipation et le coefficient de frottement visqueux a:

—aD 1,
F, = a4 etDziaq

L’équation de Lagrange dans le cas d’un systéme amorti devient

d(c’)L) (’)L_ aD
dt\og) dq  dq

I11-4. Equation différentielle : systéme masse-ressort-amortisseur

A) -_Principe dynamigue de Newton

Pour étudier le mouvement d'un tel systéme, on peut utiliser la relation fondamentale de la
dynamique (RFD)

On écrit que:

ZFext:m)_}

P+Fy+E, =my

ox : mg — k(x + x) — ax = mx
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/ [/ /7 v

mg — kxy — kx — ax = mx
| —
=0 C.d

>mi+ax+kx=0 i .
L, a .k Fr
i+—x+—x=0

m m ——
* cette équation différentielle linéaire du F, «
deuxiéme degré homogene.
B) —Méthode de Lagrange
* L énergie cinétique :

P

=

T L2
= 5mi

* L’énergie potentielle :

1
U= Ekxz

p
A Péquilibre (mg = kx,) En mouvement

* La fonction de dissipation :
1

D = ax? [/ [/

* La fonction de Lagrange.:

L=T-U

1 1
=>L=Em5c2—§kx2 k

* Le formalisme de Lagrange : kx

B a
«(G)-(G)=-% (1. 1)
X

(d (aL) .
at\ox) =™
oL
ox
oD
\ 0x
En remplacons dans I'équation (I11.1) on aura *

—kx

=ax

k a
mi+kx=—ax>¥+—x+—x=0
m m

X+ %x tox= 0 =C’est I’équation différentielle du mouvement dans le cas d’un systéme

libre amortie.

Comme dans le cas de I’oscillateur harmonique non- amorti, la pulsation propre du systéme

k . . , .
est  wp=— . Cependant, un nouveau terme associé au parametre d'amortissement

(%) apparait ce coefficient est égale 1 = % avec A est le facteur d’amortissement donc

I’équation dumouvement s’écrit:
¥+ 2Ax + wix =0 (111.2)
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I11-4.1. Solution de I’équation du mouvement

L’équation (111.2) est une équation différentielle du second ordre sans second membre.
L’ensemble des solutions de cette équation forme un espace vectoriel de dimension 2. La
solution générale de cette équation s’écrit comme une combinaison linéaire de deux solutions

formant une base. On peut chercher cette base en s’intéressant aux solutions exponentielle du

temps
x(t) = Ae™
x(t) = Are™

¥(t) = Ar?e™
On remplace les trois termes dans 1’équation (I11.2), soit :
Ar2e™@t 4 2)Are @t + w2 Ae™ =0
Sion met Ae™ en facteur, on obtient :
Ae"™t(r? + 2Ar + w3 = 0) (111.3)
L’équation (I11.3) est dite équation caractéristique. Elle est du second degré et peut
admettre soit deux racines réelle distinctes, soit une racine double (appartenant a I’semble des
réels) ou encore deux racines complexes. On calcule le discriminant réduit :

A= 2?2 — w? ; Trois régimes sont a étudier ;
111-4.1.1. Régime fortement amorti (apériodique)

Correspond au cas ou le discriminant réduit est positif -

A>0 =21>w,
r1=_2/12+\/Z=—/1+\//12+w§ et rzz_ztﬁz— — 2% —wi

x(t) = Ajent + Aye™t

-+ //’12— 2>t
= x(t) = A1e< “Fia

x(t) = e~tt

(-a-fi2-a3)e
2€

( /12—(0(2,>t
Aie +A

2

=

Les coefficients Aet B sont determines par les conditions initiales sur Ir déplacement et la

vitesse.
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x(t)]

Figure I111.1. Le regime aperiodique

En écartant le systéme de sa position d’équilibre. Il n’effectue plus aucune oscillation et
s’arréte completement au bout d’un certain temps qui dépend du coefficient
d’amortissement.Plus le coefficient d’amortissement est grand et plus le temps d’arrét est petit
le régime est dit apériodique et I’amortissement est lourd.

Le terme \/m n’est pas considéré comme une pulsation puisque dans le cas d’un

régime fortement amorti, il n’y a pas d’oscillation autour de la position d’équilibre.
111.4.1.2. Régime apériodique critique

Correspond au cas ou le discriminant réduit est nul.

A=0 = 1= Wy

L’équation caractéristique admet une racine double réelle :

n=r=-1

La fonction e~*t est donc solution de I’équation différentielle.la seconde solution s’obtient en
observant que te~*t est aussi solution. La solution générale s’écrit alors

x(t) = Ate™* + Be ™™

x(t) = e (At + B)

[od k
l=—  wy= [~
2m m

ac = 2Vkm(C : critique)
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Le régime apériodique critique est tel qu’a la position d’équilibre s’efectue plus que

pour n’importe quel autre regime aperiodique.

x(t) A

Figure.l11.2. Régime apériodique critique

L’amortissement est dit amortissement critique. Le régime critique joue un rdole important
dans certaines applications pratiques et la construction d’appareils de mesure car apreés une

perturbation le systéme retourne le plus rapidement a sa position de repos sans la dépasser.

Remarque
Pour un fort amortissement (1 = w,), le systéme retourne a sa position d’équilibre sans

osciller _un oscillateur amorti n’oscille pas toujours.

111-4.1.3. Régime pseudo- périodique

Correspond au cas ou le discriminant réduit est négatif :

A<0 = A<w,

A= (D) (0§ - 2*) = i*(w§ — 1%)

AVeC : w, la pulsation d’amortissement ou la pseudo-pulsation  w, = \/wi — A2
() = Ale(—/l—i\/Z)t n Aze(—/'Hi\/Z)t

x(t) = e”tot (Ale‘i‘/Zt + A2e+i‘/Zt)

La solution de 1’équation:

x(t) = Ae *cos(Acosw,t + Bsinw,t)

Ou bien x(t) = Acos(w,t — @)

Les constantes A et ¢ sont déterminées par les conditions initiales.
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Le systeme effectue des oscillations d’amplitudes décroissantes et de <« pseudo —

période > donnée par

Ta=i—”=>Ta= 21
a w3-22
W, = wi\/1— &2
. 21 Ty
a= Z_ 32 =
Joi -2 J1-¢
To
T,=—2 = T,<T,

ice
Silkw, =2¢2=1doncT, =T,
La courbe x(t) est envloppées par les deux exponentielles Ae=*t et —Ae~*t, car en module
cos(wgt — @) ne peut pas dépasser I’unité. On voit que x devient nul quand t tend vers a sa
position d’équilibre (voir figure 3.4). Il y a pseudo-pulsation et le mouvement est dit pseudo-

périodique. L’amortissement est faible.

x(t)
T _27r
S ¢ Wq Ce ™™
\ H
AT TN <
A H---1+ =7
1

Figure 111.3. Oscillations amorties (régime pseudo-périodique)

Il faut noter que la pseudo-pulsation w, est inférieure a la pulsation propre wyet que la

pseudo-période T, est supérieure a la période 7, de I’oscillateur non amorti correspondant.

111-5. Décrément logarithmique
Le décrément logarithmique o est le logarithmique naturel du rapport des amplitudes x(t)et

x(t + T)de deux élongations successives, il caractérise donc décroissance de I’amplitude
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pendant une période.

x(t)

= In|l————
6=n x(t; + Ty)

Pour un systeme amorti:
x(t) = Ce Msin(wy + @)

Ce *sin(wyt + @)
Ce_/l(t1+Ta)Sin(wa (tl + Ta) + (p)

§ = In(eTe) = AT,

> O6=In

AT, &

Ta Ta E
R Y S SR VS S
-z oo ZnJl—EZ

Donc & = InX = 2p % =1,

x(t3) J1-&2
Remargque
Pour plusieurs périodes : T = nT,(t, = t, + nT,)
x(t1) ng
6d=In

x(t1+nTa) ‘/1—52
La pseudo- période et le décrément logarithmique n’est de sens que si le régime est pseudo-
périodique

I11-6. Energie totale d'un oscillateur harmonique amorti

On considéré que:

x(t) = Ae Msin(wt + @)

x(t) = Ade Mwcos(wt + @) — Ale Msin(wt + @)

Dans le cas d’un amortissement tres faible (A — 0).La pseudo- pulsation est a peu pres égale

a la pulsation naturelle du systéme soit:

(1):(1)0
k
w = |—
m

* L’énergie totale s’écrie:

E/(T)=U+T
1 ) 1
Er(t) = EkAZe“‘*"fsin2 (ot + @) EmAZ[e‘wwzcosz(wt + @) + e P sin?(wt + ¢)]

— 2 Awsin(wt + @)cos(wt + @)

Si on fait tendre vers 0 le deuxiéme et troisiéme terme de 1’énergie cinétique on obtient pour
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I’énergie totale les trois expressions suivantes :
1
ET(t) = EkAze_ZAt
ou:
Er(t) = %mwge‘z’“
I11-7. Facteur de qualité
Dans un oscillateur harmonique amorti, il ya dissipation de 1’énergie mécanique. On
caractérise cette dissipation par le coefficient ou facteur de qualité Q qui rend compte du

rendement d’oscillateur ou de sa qualité.

Il est donné par le rapport suivant:

=2r-=
Q=2myg
E+(t
0o on Er®
[Er(t) — Ex(t +T)]
%kAZe‘ZM
=2
¢ T [l kA2 e-iwt _lkAZe—Z/l(t+T)]
2 2
1
Q= Zn—[l ~ o2t

* On suppose que I’amortissement est tres faible.

A—0 e 2 =1_2AT

A=>0=> 1= w,
Soit:QS%

Il n’ya pas d’oscillations, le régime est apériodique, la pseudo périodique s’écrit :

111-8. Oscillateur harmonique électrique

Le circuit oscillant en plus de I’inductance L et de la capacité C. comprend une résistance
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ohmique R.
Selon la loi de Kirchhoff :
UR + UC + UL = O l A
di :
Ri() +/cq+L— =0 R| [U=®
dt A
d 1 d? —
R i +—=q+ 9. 0= T I
dt C dt? C ey
UL(t)
N L
Rq+zq+Lq—O Ut
SR
q+ .4 + cl="=
G +2Aq+wiq =0 (-/
i(t)
R
1= A=
Avec : ; donc G+204+wig=0 = -
(I.)O = E wo = E
Remargue
Pour un amortissement critiqgue A = w, = ZRLL = \/ch donc:R =R, = Z\E
Tableau I11-1. Analogie entre oscillations mécaniques et éclectiques
Caracteristique Oscillations mécaniques Oscillations électriques
: . . 1
Equation du mvt mi+Ax+kx=0 Lg+Rq+—=q=0

C

; Kk _ 1
Pulsation propre wy = \/%(rd.s 1 Wy = \/;

Coefficient de frottement

_ A (N.sm™/) R(Q)
VIsqueux
Coefficient A, R
. a=-—(s7) a=—
d’amortissement m 2L
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H H _ i_ A2 .y . 1 RZ
Pulsation amorti W = |—= (rd.s™") . T
. 1 |L
Facteur de qualite Q = |= (sans unité) Q= = I
c
Energie cinétique T=E. = %ma‘cz ) Ego = =Li?
; ; 1,.2 q°
Energie potentielle U=E,= Ekx @) E., = e
Fonction de dissipation D == ax? Ep, = —Ri?
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Exercices

Exercice 1:
L’analyse d’un systeme vibratoire amorti donne, pour deux oscillations successives, les

amplitudes suivantes : x; = 3mm etx, = 0.5mm. Calculer le taux d’amortissement &,

Exercice2: ,
- \ p - . a

Soit le systeme mécanique ci-contre : ' L—L o ;

a)-Ecrire I’équation du mouvement de la masse 4

M suivant I’axe des x. K, g

b)-Pour quelles valeurs de a le mouvement du |

systéme est oscillatoire amorti, 0 "

c)-Déterminer I’expression générale de x(t)
pour « = 0.1Nm™1s, le décrément logarithmique & ainsi que le facteur de qualité Q systeme.
M=1kg, ky = 20N/, ky = 5N/

Un corps de masse m = 1K g suspendu a un point fixe par un ressort de constante de raideur k
est plongé dans un liquide. Le liquide exerce sur le corps une force de frottement égale a —au
ol u est la vitesse du corps et a une constante égale a 0.4Nm™1s.

a)- Déterminer les valeurs de k pour lesquelles le mouvement du corps dans le liquide sera
oscillatoire amorti.

b)- si le mouvement du corps est oscillatoire amorti de décrément logarithmique 6 = 1072,

déterminer la pseudo période et la constante de raideur du ressort.

Exercice 3 :

Un disque plein de masse M et de rayon R tourne sur u plan horizontal. Une barre de longueur
L et de masse négligeable est fixée par une extrémité a I’axe de rotation (A) du disque passant
par O. A lautre extrémité A est fixé un ressort de constante k et un amortissement de

coefficient de frottement a Comme indiqué sur la figure qui suit
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1. Etablir I’équation différentielle du mouvement en utilisant la méthode de Lagrange.

2. Donner le coefficient d’amortissement, la pulsation propre et la pseudo-pulsation ;

dans le cas d’un amortissement faible, donner la solution de I’équation différentielle.

3. On considere que I’énergie que I’énergie totale du systéme a diminué de 50 % apres

5pseudo-periodes (la pseudo- période T= 15s).
4. Calculer le décrément logarithmique, le coefficient, le coefficient d’amortissement.

Exercice 4 :
k,
Soit le systeme mécanique amorti a un degré de liberté

montré sur la figure. Soit 0 le déplacement angulaire du

disque dans le sens des aiguilles d’une montre.

1-Calculer I’énergie cinétique T et 1’énergie potentielle U du

systéme.

2- En utilisant 1’équation de Lagrange, trouver 1’équation

différentielle du mouvement.

3- Trouver la pulsation propre des oscillations libres du

\ k a
systeme wy. 2

4- Quelle est la valeur de a si le taux d’amortissement ¢ du

systéme est égale a 1.25 ?

Application  numérique :R; = 10cm, R, = 30cm,] = 1.1kg,m; = 10kg,m, =
25kg , ky, = 1.104 N/ k, = 1.105 N/,

5-Ecrire la solution générale de x(t).
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Exercice 5 : . it

1 TJL
Soit le systeme mecanique de la figure ) L
ci-contre : v D ( HDS ,

m

1)- Donner I’équation différentielle du HD_ _( HD_._( H))
mouvement en xde la masse m en \ /
appliquant la relation fondamentale de la k 77777 K Ks
dynamique.

2)- Quelle est la nature du mouvement. Donner I’expression de x(t).
Donner: k;, =10N/m, k, =1N/m, ks = 4N/m, k, = 2N/m, ks =3 N/m, m=10Kg,
a=1Nm™t, F, = 100N, Q= 10rad/s.
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Solutions

Exercice 1 :

Le décrément logarithmique : § = AT,

T,: la pseudo-période, T, = i—”,l = {wy
0

1 . . .
6 ==In (ﬂ) avec n=1 pour deux oscillations successives

n X2
1 (’“)—1 (3>—1 6 =1.792
nxz_nO.S_n =1.

w, la pseudo-pulsation, w, = wy/1 — {2,

21 21 2nd
6 =AT, ={wy— ={wg———=1.792 =

Wy woy/1 = (2 J1=02
1
3.21(1—¢?) = 39.478¢% 13.298{2=1 = (2= = 0.075

¢ =+v0.075=0.274

"~ 13.298

Exercice 2

a- mi =kyx —k,x —ax

\ M AA D

>mi+ax+ (ki +ky)x=0 |

X¥X+ax+25x=0 0 X

O
T

L’équation caractéristique de 1’équation du mouvement est :

r’+ar+25=0

c- Pour que le mouvement soit oscillatoire amorti il faut que A= a? — 4 x 25 soit <
0 donc les valeurs de @ sont : a < 10 Nsm™!

d- a=0.1Nsm™! <10 = x(t) = Ade zn" (w,t + @)

x(t) = Ae 5197 cos(w, + @) (w, = Q)

2

Wy = wg—(%) =\/25—(5x10—2)255rad/s

a 2T
—T,=5%x10"2%, w, =5%x1072— = 2mw1072

6= z

2m
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it =% _3>_5_
Facteur de qualitée Q = 2 T o1 50
Exercice 3
M
Ref (Up=0)

1-Ecriture de I’équation du mouvement du systéme

En utilisant la méthode de Lagrange :
. L’énergie cinétique : T = %]92 = %EMRZ] 62
. L’énergie potentielle : U = %kx2 = %[kLZ]H2 avec x = L6O

. Le Lagrangien: L =T — U = %EMRZ] 6% — % [k12]62

. . d (oL 9L _ D
J Le formalisme de Lagrange : —= (ﬁ) ~ 25 = 20
. La fonction de dissipation: D = %aa’cz = %[aLZ]é2
(d (0L) _ 1MR265
dt\og/ 2
3 oL _ —kl2 & 1MRZé + kL?0 = —al?6
a0 2
oD A
— = a:LZH
\ 06
. al? kL?
6+ < 6+ < =0 - (1)
SMR? -~ MR?

2- Déduction du coefficient d’amortissement, la pulsation propre et la pseudo-période :
On identifie I’équation (1) avec 1’équation (2) :
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On obtient :

al?
MR?

e Le coefficient d’amortissement : A =

2k1?
MR?2

e Lapulsation propre :  wg =

e Etlapseudo-pulsation : w, = JwZ — 22
La solution dans le cas d’un amortissement faible est donnée par :
0(t) = Ae * sin(wt + ¢)
A et ¢ sont des constantes déterminée par les conditions initiales.

3- Le calcul du coefficient et le decrément logarithmique :
A Pinstant initial t : T(t) = ~kA?e ™
A instant t+5t:  T(t + 5¢t) = > kA2e"24(+50 = 05 7(t)

1 3 - 0.5 _ -
~e At o104t =?kA2e 21t ,=10AT — 5

Le décrément logarithmique:

In 0.5
o=
-10

6 =AT = = 0.069s71

Exercice 4 :
% L’énergie cinétique T :

TtOt = Tml + Tmz + TC

1 o 1.2 1, 49
Tior = 5 MyXy +5x2 +E]A9

avec .X:]_ = Rlé y .X:Z = Rzé

1 o 1 o 1.
Topr = Eml(Rle)z +§m2(R29)2 +5Js67

1 .
Ttor = E[m1R% +myR3 +J,16° — -
% L’énergie potentielle U : k, a
Ukl = Uk1 + UKZ

1 1
Utor = §k1(R19)2 + Ekz (R,6)?
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1
Utor = E [sz% + k1Rf]92

2- L’¢équation différentielle du mouvement:
+ L’équation de Lagrange :
L=T-U

+ La fonction de dissipation :
1 . 1 .
D = Eaxz = E(Rl)zé?z
Le formalisme de Lagrange:

d(@L) aL_ aD

dt\ad) 96 9d
rd (0L .
E(%) = (MR} + MR + )0
1 2 2 12 1 2 2 2 aL
L = E(mlRl + m2R2 +]A)0 _E(klRl + kZRZ)H < % = —(klR% + sz%)e
0D _ s
k %— CZRl

(myr2 + myr? + Ja) + (k12 + kyr2)8 = —ar?é

(myr?2 + myr? +J0)0 + ar20 + (kyr?2 + k,r2)0 =0 (1)
3- Pulsation propre du systeme w,:

On divise I’équation différentielle par m;R? + m,R% + ],

2 2
) kiry + kqrf
(I.)O =

myrf + myrf + Ja

kyr} + ko1
(1)0 =
Myt + myrf + Ja

4- la valeur de o si le taux d’amortissement {= 1.25
AN : on injecte toutes les valeurs dans 1’équation (1)
2.256 + 0.090 + 19000 = 0 — (2)

On divise par 2.25 I’équation (2) :

6 +0.04a6 +844.44 =0

Equivalente a 1’équation :
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6+210+ w2 =0 {2’1 = 0.04a

A= wof

Avec w? = 844.44 — w, = 29.059 7ad/

2000 = 0.04a, a = 20‘*2)05
AN o = 2X29.059%1.25 — 181619&
0.04 m

5- le taux d’amortissement { = 1.25 > 1, systéme sans amorti ou apériodique 2 racine réelles
T2 = —{wo £ we/¢* — 1

La solution générale est § = Ae™® + Be™t!

H(t) — Ae(—(w0+w0w/{2—1)t + Be(—ffvo—wm/fz—l)t

H(t) = e_(wot (Ae(wO\/{Z—_l)t + Be(—wo\/fz_—l)t)

0(t) = 2507t (41508t 4 Bo—15.041) (x=r19)

x=1,0

Exercice 7:

1- Laraideur équivalente est 51 _]I—
Ne

Ky ks
b = o + (5, )| # G 4 "

keq = 1642 N/m ks

= Le systeme mécanique equivalent et :

kg

a ave /

——> .
2- On applique la relation fondamentale de la dynamique : (my = YF)

L’équation différentielle du mouvement:

mi = —kx + ax
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mX + ax + kegx =0 /m

o 2=~
¥+—x+—=L=0  onpose N
m m 2 _ Tteq
(t)o—m

¥4 2% + wix =0
3- Solution d’essai x = Be’t

L’équation caractéristique 72 + 2Ar + w3 = 0

22=1=01, wf =201 _ 144
avec 10 ) m 10
A=—=0.05 w,=1.28rad/s

20
r24+0.15r+1.64=0

A= b? — 4ac = A= (0.1)?> — 1.64 = —1.63

N=2=12 -0} >N=—-04
A0 5—0039
z_w0_1.28_ '

A < 0 oubien ¢ < 1, le mouvement est oscillatoire amorti.
Expression de x(t) :
x(t) = e7%05 c0s(0.699t — @)

La pseudo-pulsation:

AN : 1.64 —0.025 = 1.615

w, = 1.27rad/s

x(t) = Ae %95 cos(1.27t — @)
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Chapitre 1V Systémes linéaires forcés a un degré de liberté

1VV-1. Définition d’uneoscillation forcée

Si on veut que le mouvement persiste, il faut fournir régulierement de I’énergie a 1’oscillateur
et le forcer a osciller grace a une force excitatrice extérieure. Apres une période transitoire, le

systeme oscille a la méme période que la force excitatrice.

IV-2. Equation de Lagrange des systemes forces

I1 existe une force d’excitation externe F(t), I’équation de Lagrange s’écrit :

d (oL) oL aD -

at (E) " T W (Entranslation).

d (dL) oL aD :

" (ﬁ) — 5 = 25 Tr® (En rotation, p est le moment de la forceF).

3
Tel que :pu(Fext) = Fexr- L = 25 | Fox|
u(F,,) : Le moment de la force appliquée[N.m].

L: Le bras de levier : est la distance droite d’action de la force.

r : La distance parcourue par la masse dans la direction de 1’action de la force.

IV.2.1. Exemple : masse ressort- amortissent
[/ [/

Le cas d’un penduleélastique (vertical), voir figure ci-contre :

Il est formé d’un ressort de constante de raideur k et d’un corps

de mase m. il est soumis entre autre, a une force de frottement

Fr = —ax et a une force excitatrice Fgyr = FysinQtr

L’équation de Lagrange s’écrit :

d (0L oL oD
< (5) — 2= =t Fot (IV-1)

* L’énergie cinétique du systéme : T = mez

+ [’énergie potentielle du systéme: U = %kx2

=l

F

ext ext

+ La fonction de dissipation du systeme : D = %aa’cz

+ La fonctionde Lagrange : L =T — U = %ma‘cz - %kx2
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rd(6L>_ .
dc\ox) ~ ™
] oL _
ox X
b
S

En remplagant dans 1’équation (IV.1) on aura
mX + kx = —ax + FysinQt
L, a.  k Fo .
X+—x+—x=—sinQt
m m m
.. . 2 FO .
X+ 2A% + wgx = Esmﬂt

Equation différentielle du 2¢™€ ordre avec second nombre.

IV-3. Solution de I'équation différentielle
La solution de cette équation differentielle est égale a la somme de la solution sans
second membre (ou solution homogéne) xy (t)est d’une solution particuliére de 1’équation
avec second nombre x, (t), tel que :
x(t) = xu(t) + x,(t)
+ x,(t) :Le régime transitoire.

+ x,(t) : Le régime permanant.

IV-3.1. Régimetransitoire
C’est la solution de I’équation différentielle :
¥+ 2% + wix =0
On suppose queld < w, : cas des oscillations faiblement amorties :
xy(t) = Ce “tsin(w, + 0)

AVEC : wg =/ wi — A2

IV-3.2. Régime permanant

Cette solution a une forme similaire a 1’excitation est valable pour résoudre 1I’équation

compléte du mouvement ainsi :

x, = Asin(Qt + @)
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IV-4. Etude du régime permanant

Au cours de ce régime, il n’existe que la solution particuliére et donc :

x(t) = x, = Asin(Qt + ¢)

Par conséquent:

Xp + 24%, + wix, = )
En utilisant les représentations complexes :
%, + 205, + 0f, =2 (1v.2)
Ainsi :
%, = Ae—i@Qt+e) — Jp-iat

avec : A = Ae~*est ’amplitude complexe.
x, = iQAe~H M
X, = —Q%Ae 1

Fy = Foe =i

En utilisant ces résultats dans 1’équation (IV.2), cela donne :

. _ _ o Fo
—Q?Ae™i + 22i0Ae™ + wiAe ™I = eIt

*L’amplitude complexe est alors:

Fo

A= m
(w2 — Q% + 2AiQ)
Fo

A=

<wg - 02— mn)

m
(w@ — Q2 + 22Q) \wZ — Q2 — 22iQ

fowg — a2 2% 20
(W@ — Q5% + 420202 (w2 — 12)% + 42202

A=
La solution de cet oscillateur forcé en régime permanant peut s’écrit :
x(t) = Asin(Qt + @)

Ou ’amplitude de 1’élongation A vaut : A = |A]y/ AA2
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Fo

A=Al = m
V(w? — Q22 + 42202

Et la phase ¢du mouvement, qui représente le déphasage entre x(t)etF (t), est donné par :
2290
_ Im(/D A (w2+02)°+42202
Re(d) ~x  D(wi-02)

(w02-02)°+42202

200

tangp = _—(wg — a9

La solution particuliere s’écrit enfin :

B 220
sin| Qt + Arctg <ﬁ>
J(@? = 02)2 + 200)2 = — 0

Remarques importantes

xp(t) =

1. La solution générale est la somme de deux solutions :
e Une solution homogene dont ’amplitude et I’énergie diminue avec le temps ce
qu’elles deviennent nulles. C’est une solution transitoire.

e Une solution particuliere de pulsation w et d’amplitude A égale a :

B
A=
V(g — 02)2 + (200)2

C’est une solution permanente ou stationnaire
2. Apres un certain temps, le régime transitoire disparait et le mouvement oscillatoire n’est dii

qu’au mouvement permanent x,(t)
o Pour t < tyx(t) = x,(t) + x54(t)

o Pourt>t,,  x(t) =x,(t)
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xy(t)

xG(t) = Xy + Xp

»

Régime transitoire  Régime permanant

1V-5. Phénomeéne de résonnance

IV-5.1. Résonnance en amplitude

Nous allons étudier la variation de I'amplitude A en fonction de la pulsation de 1’excitation :

Fo
A(Q) = m
V(o2 — 022 + 42202
Lorsque:
Fo Fo Ko F
O=0:A0)=—010__ _—_m _m__0
O oy o ETK
m

*T— 00 :A(0) =0

Le maximum de L’amplitude est obtenu pour :j—g =0

dA  [2(-20)(w,? — 02) + 822Q] °
do 2((wy2 — Q2)2 + 4;\292)2
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> (—we?+02%)+21=0

= QZ == (1)02_2}\2

Cette pulsation est appelée la pulsation de résonance et est notée

QR = 4/ (1)02 + ZAZ

A cette pulsation, le maximum de I’amplitude existe seulement si

w
7\<7°; (Qg > 0)

L’amplitude maximale est alors:

X

A(0)

q
1
1
1
1
I
I
1
1
1
1
1
1
|
!
!
1
1
1
1
I
I
1
!
1

A(0)

(O]
Cas du systéme conservatif

Figure 1V-3. Variation de ’amplitude a en fonction de w.

IV.5.2.Variation de la phase en fonction de Q

On a trouvé :

-2

de d(tane) 1-02

— = cos? et cosp =
(0% — 02)2 + 4 2%
0 ('-’02

a0 LRV
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QZ
do —(1 - 0?)? Ay 1+ oc?
da ~ 2 _ 02)2 &(_ w_) _ 0

(wo? = 02)? + 475 o/ (1 moz)
A 02
d_(p _ —2@—0(1 +u>_02)
do 22 Az
(1 + (1)02) + 4 (1)02 (1)02

d(p _ _2)\(1)0((1)02 + QZ)
dQ  (we2 — 02) + 42202

SiQ -0
do Wy
_2_2_
:tancp—>0etdﬂ 3
'SiQ_)(L)O
t ¢ 49 9o
= — 00 —_— = —
A TR

@ = _7“ = le déplacement est en avance de g sur I’excitation.

Lorsque (0 - oo
tan @ et j—z Tendent vers 0

Puisque j—zest toujours < 0, le déplacement est de - 1t

pGrad)]

v

Figure VI-4 : Variation de la phase en fonction de Q

IV-5.3. Phénomene de resonnance et facteur de qualite

Le phénomene de resonnance apparait quand la pulsation de I’excitation se rapproche de

pulsation propre de systéme.
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Dans les systémes électriques ce phénoméne permet de calculer le facteur de qualité Q qui

Amax __ i

augmente : Q = A 2o
0

Une autre méthode pratique permettant de déterminer le facteur de qualité :

Wy
Q=——"—
Wy — W,

w, — w;: la bande passante

A A
Y. M ! A ﬂk
]
]
Amax _________ :_ TN
ﬁ : :I : Amux ----------- |
b !
1 l 1 \
: ! 'I Amax ————————————— (R
' b V2 ! : |
| \ 1 , | 1
A I
o TR
! : —>w(rad.s™1) ! : : — 1
w;  w, g o ws o w(rad.s™1)
Conclusion

4+ Quand Q diminue = w, — w,; augmente = la courbe de résonance est plus large =

I’amplitude de résonance et la qualité diminuent.

4 Les extrémités de la bande passante correspondent a une amplitude de vitesse /2 fois plus

petite qu’a la resonance.
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Exercices

Exercice 1 :

Le systéme mécanique sur la Figure ci-contre
consiste en une masse m qui peut se déplacer
horizontalement sans frottement. La masse m reliée
a un appui par I’intermédiaire d’un ressort de raideur

k et d’un amortisseur de coefficient d’amortissement

a est soumise a une force excitatrice F,,. =

Fosinwt.T

1- Déterminer I’équation différenticlle du mouvement du systeme en appliquant la

relation fondamentale de la dynamique.

2- Calculer ’amplitude Fy de la force excitatrice et la phase O de la relation particuliere

(permanant) x,, d’amplitudes A= 0.03cm. Donnée m = 5kg ; k = 6N/m ; w = 7rad/s et

o= 9Ns/m.
Exercice 2 :

La masse m est soudée a I’extrémité de la
tige de longueur L de masse négligeable.
Cette masse est soumise a une force
perpendiculaire, sinusoidale de pulsation
I’autre extrémité articulée au point O la tige
est reliée au point A au bati fixe B; par un
ressort de coefficient de raideur k; et un
amortisseur dont le coefficient de
frottement vaut a. Elle est, en outre reliée
au bati fixe B, par un ressort de raideur k.
La distance OA est égale a ¥ (Voir Figure

ci-contre)

B,

kz Bz

-
—

m F(t)=FosinQt

1- utiliser la méthode des moments ou le Lagrangien du systéme libre pour trouver 1’équation

du mouvement de la masse m, déduire la pulsation propre du systéme w, et écrire la solution
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de I’équation du mouvement.
2-Réécrire 1’équation du mouvement de ce systeme amortie ce mode de vibration.

3-Déterminer les expressions de ’amplitude et le déphasage des oscillations forcées en

fonction de la pulsation Q. Déduire le circuit électrique équivalent.
Exercice 3:
Soit le modé¢le d’un systéme mécanique forcé et amortie représenté sur la figureci-dessous.

1. Donner I’énergie cinétique T, I’énergie U et la fonction de dissipation (force générale)
D du systéeme.

2. Trouver I’équation du mouvement en utilisant :

a- L’équation de Lagrange.

b- Le principe fondamental de la dynamique.

AR

o 2

F(t)=FocosQt I— M i y(®)

ke,

7’7
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Exercice 4 :

Dans le systeme ci-contre un fil
inextensible, roule son glisser autour d’un
disque de masse (m)et de rayon (R) ; qui
tourne librement autour de son axe fixe. Il

porte a son extrémité une masse (2m) ; une

tige de masse(m)et de longueur (2L)et un
ressort de raideur (k)a une extrémité fixe et

de I’autre reliée au milieu de la tige avec un

amortisseur de coefficient (a). A I’équilibre  Ref (Uy=0)

(représenté en pointille) la tige était
verticale et le ressort subit une deformation
initiale.

1-Trouver I’équation différentielle du mouvement.

2-Si m =1kg,L = 1m,N = 20 N/m, trouver la valeur que le coefficient a ne doit pas

atteindre pour que le systeme oscille.
3-Trouver la nature du mouvement si @=22N.s/m ; ainsi que la solution de I’équation.
Le systeme est soumis a une force extérieure F(t) = F,sinQt appliquée a la masse 2m.

1-Etablir I’équation différentielle du mouvement forcé amorti et donnez 1’expression de la

solution correspondant au régime permanent.
2- Ecrire I’expression de I’amplitude A et du déphasage ¢.

3-donner la solution générale correspondante et tracer 0(t) (les deux régimes).

68



Chapitre 1V Systémes linéaires forcés a un degré de liberté

Solutions
Exercice 1 :
LI LI
F,
B
— m
— k——
a F; © O
IR 2 X
P
La relation fondamentale appliquée a m a I’instant t s’écrit :
my=P+R+E +F+FE, (1
P =-mgj, R =R}],E. = —kxi, ﬁf = —axT’ et F,.=F,sinwtl
Le mouvement est horizontal : ¥ = X7
» Projection de (1) sur oy :
-mg+R=0
» Projection de (1) sur ox :

mi = —kx — ca + Fysinwt

Donc: mi + ax + kx = Fysinwt (2)

ou: 5c'+2/b'c+a)gx+%sinwt avec ZA=% etwgzﬁ

2- On cherche la solution particuliere sous la forme x,, = Asin(wt + 6)
En notation complexe : X, = Ae/(@t+9) = fejwt

Avec A = Ae’f, I’amplitude complexe.

X, = jodel®t, %, =—w?Ael®t,  Fy = In(Foe/Y)

En remplagant %, x,etX, dans I’équation (2)

—mw?4e't + qjwAel®t + kAe/*t = Fyel®t

Al(k — mw?) + jaw]e/*t = Fye/*t
Fo

(k-mw?)+jaw ’

Fo
Jk—-mw?)2+(aw)?

|

F, = A\/(k —mw?)? + (aw)? ol Fy,= mA\/(k —mw?)? + (aw)?

Fo = 0,03/(6 — 5 x 49)2 + (7 X 9)2
Fo = 741N
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aw

tan @ = =
k-mw

9Xx7
—-239

tan 6 =

Exercice2:

1- Systéme libre (F(t) = 0,a = 0)
* Equation du mouvement de la masse :

> Lagrangien du systeme: L =T —-U

Ref (Up=0) -

B; kq

02636 rad donc 6 = (tan )" (2

k-mw?

0.2577 rad .

-L’énergie cinétique : T = é ]62
avec | = ml?

1 .
T = =ml?6?
>m
- L’énergie potentielle:

U:Uk1+Uk2+Um

1 1
Uy, =5k1x12 . Uk, =Ek2x§ , U=—mgh,

x1=56, x2=§0,h=lc059

SU=lk <l0>2+1k (le>2 [ cos @
—212 222 mgCOS

1 N
© U =-mglcosb +§[k1 + k,] <§> 02

Donc : L = ~mli?6% + mglcos8 — = [k +k](£)2¢92
T2 9 21 212

+* Le formalisme de Lagrange :

70
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Chapitre 1V Systémes linéaires forcés a un degré de liberté

d (GL) oL — 0
dt\og/ 06
d (oL "
— | ) = mlze
-, at (69) ) avec 0 «— sinf =~ 0
55 = ~myglsind — [k, + ky] 1120

.. 1
o ml?0 + [le(kl + k,) + mgl] 6=0

Elz(k1+k2)+mgl] 000 dt El(k1+k1)+mg]

=6
+ mil? ml

6=0 (1)
Cette équation caractérise u mouvement oscillatoire de pulsation propre :

10y + k) +mg

ml

wi =

L’équation (1) se réduite : 6 + w36 = 0
La solution de cette équation : 6(t) = 6, sin(wyt + @)
2- Systéme amorti: a # 0

Nouvelle équation du mouvement:

d

L’équation de Lagrange prendre la forme : — (

oy 2t o
dat

20) a0 a8

2,
La fonction de dissipation : D = %a:’cz = %a%@z

Donc : 12§ + [ 12(ky + ky) + mgl|6 = a6
21k +hep) +mg

. q - B
<:>6+Eg+lTl_0 —(2)

6+210+ w2 =0 avec: 21=-—

4m

La solution de cette équation : 8(t) = By;,e ™ cos(w,t + @)

Avec w, = \/wg — A2 (la pseudo-pulsation) .

3- Systeme amorti forcé a = 0, F(t) # 0
i .4 (0L\ _ oL _ 9D
Equation de mouvement : " (aé) 55 ~ 30 T F(t) . L

forceexterieur lebras
.. 1 1 .
ml?0 + [le(kl + kz)] 0 = Zalze + F(t).1

F(t)

D’ou I'équation : 6 + —6 + w30 = —2
4m ml

—(3)

La solution de cette équation différentielle est :
6= ©®  + GO

solution homogaine solution particulére
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at>0,0y > 0etf;(t) = 6p(t)

Op = Asin(Qt + ) qui est la solution particuliére sous forme complexe :

0;(t) = Ae (0@ = -l f = fe~i¥
Détermination de A et y du régime permanant :

Reportons 0(t), 8(t), 8(t) dans 1’équation (3)
_ F

[(wZ — 02) + 2i10)4 = =

ml

D’ou I’amplitude complexe :

Fo Fo

A — ml — Al = ml
A= [eia?)raaa)  O0NC A= 41 =

et le déphasage : ¥ = arctan ( —2A0 )

J(ws-02)rarzaz

Wi R L
* Circuit électrique équivalent : @
J Masse m — inductance L il
J Ressort k — inverse 1/C E T
. R — amortisseur QD
U
Exercice 3 : NANN VN NN AN
1- L’équation du mouvement
a- En utilisant I’équation de Lagrange :
* L’énergie cinétique : all K,

o Tip =Ty =My

* L’énergie potentielle :
. Utor = Uy + Uy, + Uy,
> Uy = Mgh = Mgy

1

1
> Uk, =5k —y0)?, Uy, =5 —y0)?

Donc: Ui = Mgh +%k1(3’ - ¥0)? +%k2(3’ -

A l’équilibre ona Mg = kyy, + k,y,

1 2 1 2 1 2
Utor = §k1y + Ekzy S Upor = 5 [k + koly
+* La fonction de dissipation :

D—1 Y
_an
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Chapitre 1V Systémes linéaires forcés a un degré de liberté

* Le Lagrangien :
. L=T-U
1 1
L =5My? =5 lks + kyly*

* Le formalisme de Lagrange :

d (0L oL oD
GG -%=-%+FO

(d (6L>_M“
dat\aa) =Y
oL

i3 = —[k1 + kz]y

a0
oD
\ 98
> My + [k, + ky]ly = —ay + F(t)
=>y+3y+k1+k2y =&cosﬂt
M M M
b- En utilisant le principe fondamental de la dynamique :

> Fore = fo + fi + @ + Q@ = M7

apres projection sur 1’axe des y on obtient :

ay

—k,y — k,y —ay + F(t) = My ce quidonne :
a ki +k, Fy

y+My+ I y =Mcosﬂt

+* L’équation du mouvement est de la forme :

y+ 21y + wdy =&cosﬂt F(b) =
M

ki+k
avec: 1 =L et =t
2M

La solution permanente est y = A cos(Qt + @) et en utilisant

la représentation complexe pour trouver A et ¢ :

0 Ot 0
— _) —
M cos M ¢

—jat

Et y = Acos(Qt + @) > Y =Ae /" avec A = Ae™ ¢

On obtient a partir de I’équation du mouvement,
- . - . - F, .
02 Ae 7 +22j0he I + wiAe I = eI

R L)
i= u = A=Al = u
(0 — Q2) + 22jQ 4l \/(wg — 02)2 4+ 12()2
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* la phase est donnée par :
g = 20
Ry

* La pulsation de résonance Qj est telle que :

22 =00, =Jwl - 222

Exercice 5 :

1- L’équation différentielle : (m,R)

+* Le nombre de degré de liberté : d =N-r

Rotationm — ¢
. Rotationm — 6 N=3
Translation 2m - x

. X =Ry, Rp=2L0 =>r=>2
Donc d=N—-r=3-2=1DDL

Tior = Tom + Tm/b + Tm/c

1 .
Tom = 5 [8mL?]62

Ref (Uy=0) ____ b N YV

1 -
Tm/t = E]m/oe

avec ] = —m(2L)? +ml? = ZmLZ
13 1.,
— Tm/b =§[ZmL ]9

1 i
T :EJ(P

111 . 2L6
Toje =< [smR?| 9?1 R =216, p =22

[t [ar?]] .,
ﬁTm/c:E EmR F 0
1 2192
= Tm/czi[ZmL]H

donc: Ty = % [Sm + gm + Zm] 1262

1134 .
— TtOt = = ?mszl 92
* L’énergie potentielle :
Utor = Up + U,
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Utot = Uk + U2m + Um/T + Um/C

Us=2(x—x)? | x=16

T2
1

= Uk = E(LQ - XO)Z
> Upm =2mghyy, | hym =x+h=2LO0+h
= Uy, = 4mgLO + 2mgh
> Un =mghm;, | Ry =Lcost
= U,, = mgLcos@
> U, = mgh
Donc :

> Utor = %(LH — x0)? + 4mgL0 + 2mgh + mgL cos 6 + mghg—z 6=0 0

ou .
30 = kL(LO — x,) + 4mgL — mgL sin 6

6 =0 = kLxy+ 4mgL = 0 Condition d’équilibre.
+* Le Lagrangien: L =T — U

1134m . 1
L= > [— 1?6% — [E (L8 — x¢)? + mgh + 4mgL0 + mgL cos 0

3
+* Le formalisme de Lagrange s’écrit :
d <6L) oL aD
dt\ag) 096 a6

avec la fonction de dissipation D :

1 1 .
D =-ax? =D = =a[L?]6?

2 2
4 (OL) _ 34 125
> dt(aé)_ 3mL9
> z—z= —kL(LO — xy) —4mgL + mgLsin 8

JdL
— = kL?60 + Lkx, — 4mgL + mgL#®

a0
ccd
oL
k72 —
= Y [kL> — mgL]6
9D _ 124
> i al“6
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34

Donc : 33—4mgL29 + [kL? —mgL]6 = —aL?6 | ondivise par < mgl?
on trouve :
.. 21 . 2
b+ 2lellg y 3lliomall g g (g
34mL 34mL

(1)équation différentielle du 2°™ ordre de la forme :

op =3l _ sa 5 3¢
.. . 5 T 34mI?  34m "~ esm
0 + 210 + wzg0 =0 avec: e SyP——
w(Z) = —m'g = A = —m‘g
34mL \/ 34mlL
1- Pour qu’un systéme amortie oscille il faut que A < 0 :

m=1Kg,L=1m,N=20N/m
A<O0, A= P —w?2 = 22 <w? >1<088
3a 3(20.1 —-1.10) 30
e pp— 2 _ = — =
/1_68 , WG YRR 34:>a)0 v0.88rad/s

1/0.88.68

2—‘; <1088 = a< S a <21N.s/m (Régime pseudo-périodique)

la solution de cette équation pour un amortissement faible :

8(t) = Ce ™ cos(w,t + @) avec: w, = wZ — A2

2- la nature du mouvement si @« = 22 N.s/m:
A=2—w? | 2=2=32_0094,
68 68
2—30—088
0)0—34— .

22— w2 =0.06>0

A > 0 le mouvement est apériodique son équation :

o(t) = Ale<_1_\/m>t + Aze<_l+‘/m>t

0(t) = Ae~12t + A,e 07t

3- L’équation différentielle du mouvement forcé amorti :
d (9L\ dL aD .
E(%)_ﬁ__ﬁ-l_l:ext/ Fext—FOSll’l.Qt

3a 3 |[kL-m
+= g]
34

=P gnat (2)

0+ =
3 34mL

4m mL

@ Equation différentielle du 2éme ordre de la forme :

6 + 210 + w36 = Bsin Ot
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3
2] =%
34m
avec: w, = [ﬂ]
34mL
3F,
T 34ml?
la solution de cette équation : 6;(t) = 0y (t) + 0p(t)
N e’ Ny’
régimetransitoire régimepermanant
o La solution du régime permanant :

B
J(Qz—w§)2+41292

= arctan (ﬂ)

2_02
wy—Q

A=

Op(t) = Asin(Qt + 1) avec

Q= wi—22?
o La solution du régime transitoire :
Oy (t) = Ce ™ cos(w,t + @)
Donc la solution générale : 6;(t)

) B
— —ilwt : 2 _ 2
0;(t) = Ce cos(wgt + @) + \/(Qz — oD T AL sm( /(wo 222)t + 1,[})

6(t)

»la
Ll ]

Régime transitoire 'Régime permanant
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Chapitre V Oscillateurs couplés

V-1. Introduction

* Les oscillateurs couplés sont donc constitués de deux ou plusieurs oscillateurs s’ influengant
mutuellement par I’intermédiaire d’une origine de couplage.

* Les divers oscillateurs échangent leur énergie. Les oscillateurs mécaniques libres seront
représentés a 1’aide de pendules échangent leur énergie.

* Les oscillateurs mécaniques libres seront représentés a 1’aide de pendules élastiques placés
horizontalement ou verticalement (couplage par élasticité) ou de pendules placés
verticalement (couplage par inertie). Quant aux oscillateurs électriques libres, ils ne

comporteront que des bobines et condensateurs.

V-2. Exemple d’oscillateurs libres couples
V-2.1. En mécanique

1) Oscillateurs mécaniques libres couplés par elasticité : La liaison se fait par un ressort :

\\\

k, k
(L) ()

Figure V-1. Oscillateurs mécaniques libres couplés par Elasticité.

2) Oscillateurs meécaniques libres couplés par inertie :La liaison se fait a 1’aide d’une

masse .

Figure V-2. Oscillateurs mécaniques libres couplés par inertie.
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3) On peut aussi avoir le couplage par viscosité : la liaison est due a un frottement

visqueux mécanique :

mq m,

Figure V-3. Oscillateurs mécaniques couplés par viscosité.

4) Oscillateurs électriques libres couplés par inertie : Liaison se fait par une inductance.

{1 [r(f
(Vv W
L Ly
T L,8= T <
—

Figure V-4. Oscillateurs électriques libres couplés par inertie.

5) Oscillateurs électriques couplés par viscosité : la liaison est due a une résistance.

Figure V-5. Oscillateurs couplés par viscosité.
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V-3. Systeme a 2 degrés de liberté
Pour I’étude des systémes a deux degrés de liberté, il est nécessaire d’écrire deux équations

différentielles du mouvement que I’on peut obtenir a partir des équations de LaGrange :

(d (GL) JdL — 0

{Ea_ql  9q,
d(éL) aL_O
dt\dq, aqz_

Un systéme a 2 degrés possede 02 coordonnés généralisées 02 équations différentielles est 02

pulsations propres(wq, w,) .

V-3.1. Exemple : masse- ressorts
R

my

ke,

Fg,

Py -

* On appliquant directement le PFD :
Z Fext = myX,

Z Foxt = myX,

{Fkl-l_ﬁR:mlj_él

Fk2+FR:m2.5€2

{_klxl + ka - kxl = mljél
_kzxz + ka + kxl = mzjéz

{_(k + kl)xl + kxz = mljél
_(k + kz)xz + kxl = mzjéz

{mlxl + (k + kl)xl - kxz = O
mzjéz + (k + kz)xz - kxl = O
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. k+k k
x1+ 1x1——x2 =O
mq mq (V-l)
ke + 2, — Ly = 0
142 m 2 my 1~

On utilise la notion d’oscillateurs découplés pour cela : On fixe en premier lieu m,

On obtient la pulsation de I’oscillateur découplé :
|kt ky

Wo, = m
o On fixe en suitem, : On obtient la pulsation de ’oscillateur découplé :

k+k,
(1)02 = m,

En utilise les expressions propres des oscillateurs découplés déefinies par :

) k+k,
Woy = m,
Et
) k+k,
Woz = m,

(s ) k
X1+ wiixy ——x, =0
my

. 2
k xz + a)ozxz - _xl
X1

V-4. Recherche des équations du mouvementpar la méthode de Lagrange

On calcule I’énergie cinétique et potentielle du systéme formé par les deux masses :

I
T = Emlxl + Emzxz
1 1 1
U = Eklxlz + Ekzx% + Ek(xz - xl)z

d (6L> dL _0

Jdt ox,) 0x,
d 6L> oL _ 0

\az\ox,) ~ax, ~

Avec:L=T-U
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On retrouve les mémes équations différentielles du mouvement (voir systéme d’équation (V-

1)).
V-5. Recherche des pulsations propres par la méthode matérielle

On reprendre les équations (V.1). On cherche des solutions de la forme :

X1 = A1COS((I)t + (p1) , avec A1 >0
X, = A, cos(wt+ @,); avec A, > 0

On notion complexe, on a:
X{ = Alei(ple—iwt
Et:

fz = Aze_i(pze_iwt

Le systeme (V-1) s’écrit:

_ k _
(w1 — )T ——%, =0

my

(V-2)
_Lfl + (a)gz - wz)fz = 0
ms

Ce systeme homogéne admet des solutions non nulles si, et seulement si le déterminant donné

par la relation (V.3) est nul :

2 2 —k
-k 2 o = 0 (V-3)
Cest-a-dire : (0,2 — 0?)(wo,? — w2) ——— =0
o1 02 mims
. (k+k k+k k2
ou :(—1 - ooz) (—2 - ooz) - =0
my m; mims
Si on développe la relation ci — dessous on détient :
kZ
4 __ 2 2 2 2 2 __ —
w (0001 + wo, )oo + wg, "Wy, — =0
k+k k+k k+k k+k k?
wf — (K 1) 2y (M) (k) K _ g ()
mq my mq m, myim;

Le déterminant A de I’équation bicarrée (V.3) s’écrit :
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2

)

A = ((1)012 + (1)022) - 4‘((1)012(1)022 - m1m2

2

A = ((1)012 - (1)022) + 4‘m1m2

k+k, k+k, k?
A= () s

my m; mpm,;
On remarque que le déterminant A est positif. Les deux solutions bicarrées sont réelles et

kZ

mim;

positives, la quantité (‘*’012 + wp,? — ) est supérieure a zéro, elles s’écrivent :

,  Woltwi+ VA

w =
! 2
k+k k+k
p” L4 m—2 + \/A_
2 1 2
w =
! 2
2 2 \/ZZ
(DZ _ (1)01 + o 0~
2 2
k+k k+k
p” L4 m_z + \/Z
2 1 2
() =
2 2
Les deux valeurs m?, et ®?, sont les racines du polyndme.
kZ
fx) = x* = (Wo1? + we22)x* + w? w?, —
mm,;

Le polyndmef(x) peut s’écrit : f(x) = (x? — w;2) (x? — w,?2)

k2
mim;

<0

On remarque que : f(wg;2) = f(wgz?) = —

On déduit alors : @, < g < W, < Oy

En supposant que : my; < g,

V-6. Recherche des modes propres x; et x,

En remplacant x, et x, par leurs expressions complexes

X, = Aje'P1elt ot X, = A,elP1elt

Dans le systeme (V-2), on obtient pour la premiére équation du systéme :

(wg1? — w?)x 1 —ix el¥2 =0
01 1 m 2 -
1

ka

Soit : ei((Pl_(PZ) =
mq(wpq?

_0)2))(1

Cette derniére quantité étant réelle, on en déduit :
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sin(¢q — @2) =0

Ou encorecos(@, — @,) = + 1, deux cas sont a traiter

* Siw = w,,0naalors : wy;2 — w2 < Oet cos(gp; — @,) =1
Onendéduitalors: @, — @, =7

X2 (w1) _ ml(wlz_w()lz)
x1(w1) k

De méme :

Les deux solides vibrent en opposition de phase.
* Siw = w,, onaalors : wy; 2 — w,?% < Oet cos(p; —@,) =1
Onaalors: ¢, —¢@, =0

xz(wz) _ mq ((1)012 - wzz)
x1(w2) k

Les deux solides vibrent en phase

Pour le mode w; , on a x;etx, on opposition de phase soit :

x; = A1 (wy)cos(w,t + @q)
et
x; = —Ay(wy)cos(wit + @1)
= -4 A (wy)cos(w,t + @q)

Ou :

_ my(w1? — wo1?)
A= k

Pour le mode w, , 0n a x;etx, en phase soit :

x; = Ay (wy)cos(w,t + @,)
et
Xy = Ay(wy)cos(w,t + @,)
= A,A,cos(w,t + @,)

Ou :

ml(w012 - 0)22)
/12 = k

Enfin la solution réelle s’écrit parx; etx,.

le () _ le (wy,t) lxz (wy, t)

X2 ((1)2, t)
| —

O] T g (wy, £

mode 1 modes 2

Les coefficients x; etx, sont reel. On obtient alors les modesx, etx,.
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( x1(t) = a;4;(w,)cos(wit + @1) + @A (wy)cos(wyt + @3)
et
x(t) = —ay Ay (wy)cos(wit + 1) + azAy(wy)cos(wyt + @3)
{ avec
Az(w1) = /11142(001)
et
\ Az(wz) = /12142(002)

On obtient pour les deux modes le systéme donné en(V.4)

[ x.(t) = a;cos(wyt + @1) + aycos(w,t + @,)

et
x,(t) = —A1aycos(w it + @) + A aycos(w, + @,)
4 avec
;A1 (wy) = a4
et
\ ayA1(wq) = a,

Les quatre valeurs a,,a,, ¢4, @, sont déterminées par quatre conditions initiales sur

X1, X2,X1, X2

On prend par exemple comme conditions :

xt=0)=0,%,0t=0)=0,x,(t=0)=0,x,(t =2)=0
a, cosp, +a,cosqp, =0

—Aiaq4 cos @ + A,a, cos o, =0

Aaiwq sinp, — Aa,w, singp, =0

Soitgp; = ¢, =0

On en déduit que :

al + az = O
Et:
—/110.1 + /’1.2a2 = 0
a; = /12 a
1=
A+,
@ = 1% — @77 a
1 (D12 - (DZZ
Et:
a, = /11 a
2 =
A+,
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2 2
a W T Wo
=
(4)12_(4)22

V-7. Recherche des pulsations propres et des modes propres par la méthode des
Coordonnées normales

V-7.1 Recherche des pulsations des modes propres
On reprend le systeme de deux masses et trois ressorts. Pour utiliser la méthode des
coordonnées normales, on pose que : m; = m, =met k; =k,
On réécrit les équations différentielles du mouvement obtenues précédemment :

{m)fl = —k1X1 + k(xZ - Xl)
mjc.z = _k2X2 - k(xZ - Xl)
Soit :

{mjc.l + (kl + k)x1 - kx1 =0
mjc.z = (kz + k)xz - k.xz =0
Par soustraction et adition des deux équations ci-dessus on obtient :

{m(jﬁ — %) + (kg +2k)(x; —x) =0 (V-4)
m(%, + %) + ky(x;+x,) =0

On pose :

()51 =X1— X

X, =% —X,

<X2 =xq +x,

Xzzj(:'l‘l‘jéz

X,etX, sont appelées coordonnées normales du systeme, on les remplace dans les équations
du systeme (V-3)
On obtient le systeme (V-4)

mXZ + kIXZ = O

Les équations du systeme (V-5) sont découplées. Ce sont les équations de deux mouvements
harmoniques simples.

Soit les solutions du systeme (V-5)

ky+2k
m

X, (t) = A; sin(w,t + ;) avec w, =

k
X,(t) = Ay sin(w,t + @,) avec w, = \/%

87



Chapitre V Oscillateurs couplés

Alors :
X;+ X,
X, = —
Et:
X=X
xz - 2
Soit :
X (t) _ Alsin(wlt+<p1)-;-Azsin(w2t+<p2)
et (V-6)
X, (t) _ —Aisin(wit+@1)+Azsin(wat+@3)

2

Concernant I’ordre des pulsations propres, on peut aussi le ranger par ordre croissant ou

décroissant (pour des systémes a 2DDL libres).

V-7.2. Superposition de vibrations de pulsations différentes

Les équations du mouvement des oscillateurs harmoniques sont des équations lineaires : de ce
fait, des oscillations harmoniques peuvent se superposer sans s’ influencer mutuellement. Si un
systéme est soumis simultanément a plusieurs oscillations differentes. On peut résoudre
séparément les équations correspondant a chacune des oscillations.

L’¢longation de 'oscillateur est alors obtenue en additionnant les élongations solution de
chaque equation. On a alors superposition de vibrations de méme pulsation ou de pulsation
différentes mais voisines. Dans le cas de pulsation différentes mais voisines comme dans le

cas traité en (\V-6) on a le phénomene de battement.

+* Battement
Un battement apparait lorsque les pulsations de deux vibrations que se superposent sont

- , . , . . . w1tw
voisines. Le résultat peut s’interpréter comme une vibration de pulsation % don

I’amplitude varie périodiquement avec la puIsation(%).

On considére le déplacement x; donné par le systeme (V-6)

Les quatre valeurs A,, A,, @4, @,s0nt déterminées par quatre conditions initiales. On suppose
pour la suite des calculs queA; = A, = A et @, = @, = 0.

On obtient :

A
X =37 (sin wqt + sin w,t)
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A A
X, = Esmwlt + - Sin w,t

x; = x1(t) + x,(¢)

En appliquant la formule trigonométrique :

) ] a—b\ . fa+b
sma+smb=2cos( 5 )sm( 5 )

On obtient :

x,(t) = Acos ((%) t sin (%) t>

Période moyenne et période de battement

On définitles paramétres suivants :

* La pulsation moyenne

)
Omoyenne = ( > )

* La période moyenne

21 21
Tmoyenne = = wi—wy
Wmoyenne >
. _ 2Ty
Soit : Tmoyenne = T,
21
Avec : T, =—
w1y
2
w2

* La pulsation de modulation

w1 — W3
Wmodulation = ( 2 )

* La période de battement

Intervalle de temps qui sépare deux passages consécutifs par zéro de I’amplitude des

battements (7', est le symbole utilisé pour la période de battements). Elle est donnée par :
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21
Tb =\
Wmodulation

T,T
Tb — 141
Ty + T
La Figure(\VV-6) représente la superposition de deux mouvements vibratoire de pulsations

voisines.

x3(t) 1

i
J/\V\\\\I\IV\/

Figure V-6.a. Représentation du mouvement vibratoire

x4(t) 1

J/\\ll\\ iy

FigureV-6.b. Représentation du mouvement vibratoire
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x(®)]

Ty

Figure V-6.c. Battement des deux oscillations x5 (t)et x, (t)

V.8. Oscillations forcées a degrés de liberté
V.8.1. Oscillation forcées sans amortissement

On considére le systéeme (deux masses, trois ressorts) de la Figure (V.7)

k,

//

k
(AL

ANANAVANAN

—> 7
Fext

X1

Figure V.7.0scillateurs mécanique couplés par élasticité est soumis a une force extérieure

* Les équationsdifférentielles du mouvement sont :

{mlxl + (kl + k)xl - ka = FOCOS.Q.t
mzxz + (kz + k)xz + kxl = 0

On s’intéresse au régime permanant ¢’est-a-dire celui qui est régi la solution particuliére du

systéme d’équations différentielles. On cherche lessolutions sinusoidales de pulsation (2. En

utilisant les expressions des pulsations propres des oscillateurs découplés définis par :
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Et :

On obtient le systéme d’équations différentielles suivant :

(.. 2 k FO

X1+ w1 x1 — —x, = —cost
{ my my

k .56.'2 + (U(Z)sz - x1 —_ 0

Si on utilise la notion complexe, on remplace x,etx, et la force extérieure par leurs
expressions complexes.
A, = ALeiP1ei = 7 it
Avec : A; = A el
A, = Ayei®2eit = 4 it
Avec :
A, = Ayel®2
Fy = Fye't
On obtient le systeme :
(w2, — Q2)4A, — milgz =2

—k - — (V_7)
m_A1 + (a)(z)z - QZ)AZ =0
2

Pour que le systeme (V-7) admette des solutions, il faut que le déterminant principal soit

différent de zéro.

A= k *+0 (V-8)

Les solutions du systeme (V-8) sont :

Fo -k

mq mq

Al =

= A cos + iA;singq (V-9)
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A, = . "(1)1 = A,cos¢, + iA,sing, (V-10)
« Dans le cas de notre exemple, les expressions trouvées pour A; et A, sont des quantités
purement réelles.

Les parties imaginaires des expressions (V.9) et (V.10) doivent étre nulles. Comme

Ajet A, sont nécessairement différents de 0 (zéro).

sinp; =0
Et:

sinp; =0

o1 =0o0um
Et

o, =0ourm

» Le mouvement de la masse considérée est soit en phase soit en opposition de phase avec la

force extérieure.

* Si on prend les deux déphasages égaux a 0. Les déplacements prennent les formes

suivantes :

Fo(wgy? — 022
x,(t) = ol ;);A )cos.(ltzAlcos.Qt
1

Et:

k
x,(t) = m—nZACOS Nt = A, cos Nt
17182

Le discriminant principal A est nul pour les valeurs de la pulsation donnée par la racine
carrée des expressions (V-9) et (V-10).Les amplitudes A, et A tendent vers I’infini. C’est la
7 - o ) . . . F,
résonance pour une pulsation extérieure égalea wq;, I’oscillateur m4est immobile et A, = 7"

c’est le phénomeéne d’antirésonance. L’oscillateurs 2 (droite) vibre sinusoidalement a la
pulsation propre et exerce sur l'oscillateur 1 (gauche) par I'intermédiaire du ressort de
couplage une force qui est a chaque instant égale et opposée a la force extérieure surlie par

I’oscillateur 1.0n trace les variations des amplitudes A, etA, en fonction de la pulsation de la
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force excitatrice.

Figure V.8. Variation des amplitudes A; et A, en fonction de la pulsation

V.8.2. Oscillation force amorti

Soit le systeme ci-contre :

Fext = FycosQt

a;
)
k k,
X1 X2

Figure.9. Oscillateurs mécaniques par élasticité et soumis a une force extérieure et un amortisseur

a,
T
1

VAV ANV

ANAVAVANAN

keq

Les equations différentielles du mouvement sont :

{mlxl + (kl + k)xl + alJ'Cl - kxz = FOCOS.Q.t
mz..xj'z + (kz + k)xZ + azxz - kx1 = 0

(V-11)
V-8.2.1. Résonnance et antirésonance

(avec D =0 et F # 0 : systéeme forcé mais non amorti)

La solution permanente (V-10) est :

{xl = A;cos(Qt + ¢;)
X, = Aycos(Qt + @,)
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Ou: A4, A3, @4 et p,dépend de la pulsation Q et de F, pour trouver A, et A,utilisons la

représentation complexe.

F(t) = FycosQt — F(t) = Fye "t
x1(t) = A;cos(Qt + ;) — %, (t) = Ae 10+
x,(t) = Aycos(Qt + @,) — %, (t) = A,

Alors (V-10) devient lorsque A =0 :

mljzl + (kl + k).fl + al.;l - ka = Foe_iﬂt
mzjzz + (kz + k).fz + azjzz - kx1 =0

(_QZ _I_k;:k) i, - klgz _Fo

m mq

1
~ (V-12)
(-2 +522) L7 =0
moy moy
Casou:m; =m, =metk, =k, =k
En posant wy? = % (V-12) devient
(A _Fo |2w%-02|
—02 + 2w2) — w2A, = L i (202-02) —wt
{( 2 (I.)OZ)) (l)(; _2 N { . |( wo |w2) wq (V'13)
-0+ 2w5) —wgd; =0 =20 1ol
( 0 01 kAZ m’ |(2w5—92) —a)4|

D’apres (V-13)
e A, =A, =, lorsquel)l = w, = Ng,(appeléepremierepulsation de résonance)
e 0= /3w, = Ng,(appelée deuxieme pulsation de résonance).

e A, =0, lorsque 2 = 2w, = 0z, (appelée pulsation d’antirésonance).
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Exercices

Exercice 1 :

1- Trouver les équations différentielles du

mouvement mécanique montré a la Figure ci-
contre, en appliquant le Lagrangien ; Ky, Ki /1\ /_1\
N
et Kiz sont les constantes de torsion et Jiet J; £9 0 l\
;( ; K3

sont les moments d’inertie des 2 disques. j Ky, U Ky,

2- On se place dans le cas ou Ky=Kp=Ki3

et J;=J,=J. Déduire les deux pulsations propres
possibles et écrire la solution générale du

mouvement des deux masses.

Exercice2 :
Deux cylindres A et B homogeénes de rayons R et R et de masses M et m présentent des
faibles oscillations autour de leurs axes G et G sous I’action des ressorts ki, ko comme le

montre la figure comme le montre la Figure ci-dessous.

A B
0, 0, ko
Ky
U 3:1: Kk
{ \
Mz ,
G R G R
M M
S —>
X1 X2

On se propose d’étudié¢ le mouvement vibratoire de ces cylindres dans le cas d’un roulement
sans glissement, c’est-a-dire que lorsqu’ils tournent respectivement de 0, etf,, leurs centres

de gravité se déplacent respectivement de x, = R6,etx, = RO,

1- Combien le systéme a-t-il de degré de liberté ? Quelles coordonnée(s) généralisée(s)
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choisir ?
, . ) C . ), . . . R
2- Déterminer 1’énergie cinétique et I’énergie potentielle du systéme pour a = 2

Etablir le Lagrangien en déduire le systéme d’équations qui régit le mouvement des deux

cylindres.
3- Trouvé les pulsations propres correspondantes aux modes de vibrations possibles.

Exercice3 :
On considere le systéme mécanique suivant :
Au repos x=0 et #=0 (pendule verticale) et le

ressort est non déformé.

En mouvement la masse M glisse de x sans 0
frottement sur un plan horizontal autour de sa M k A
position de repos et entraine par A
I’intermédiaire d’un ressort de raideur k le 0

pendule (de longueur L et de masse ponctuelle

m) dans son mouvement. Le ressort horizontal

soudé a M et en A et relie les deux

oscillateurs.
1-Etablir les énergies cinétique et potentielle du systeme en fonction de x eté.

2-En utilisant le lagrangien trouvé les équations du mouvement dans le cas des petites

oscillations.

On prend M=m,a=L/4 ,mg=(15/16)KkL et L=1m

3-Trouver I’équation aux pulsations propres.

4-Calculer les pulsations propres des deux modes de vibrations.

5-Déterminer le rapport des amplitudes de chacun deux modes.

6-Ecrire les solutions générales de x(t) et 6(t).

Exercice 4 :

Dans le montage représenté dans la figure qui suit, le pendule simple de longueur L et de

97



Chapitre V Oscillateurs couplés

masse ponctuelle m est couplé par I'intermédiaire d’un ressort horizontal, de constante
raideurk,, au systéme oscillant constitué d’un chariot de masse m et du ressort de constante

de raideur k4, dont I’extrémité Oest fixée. L’extrémité O du pendule est fixée.

- 9
+\L
0
N
m
g "
i - ciin—e.
AN G
77777777 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7

1-Ecrire les équations différentielles régissant les mouvements du pendule et du chariot en

utilisant la méthode de Lagrange.

2-Calculer les pulsations propres a I’aide de la méthode matricielle (prendre K; = K, =
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Solutions
Exercice 1 :
1- Les équations différentielles en appliquant le Lagrangien :
+ L’énergie cinétique :
1.1
T = 51191 + 51292
+ L’énergie potentielle :

1 1 1
U=5kybf +5kis6F + k(0 — 6,)°
2 2 2
+ Le Lagrangiendu systeme: L =T — U
1 . 1 . 1 1 1
L= 511912 + 5]2922 - 5’%1912 - 5’%3922 - Ektz(el —6,)°

+ Le formalisme de Lagrange :

(d (oL oL

th a6,) 096,
=

|

d

d(oLy_aL _.
\at\ag,) a6,

{5151 — [—ke101 — k2 (6, — 62)] =0
20, — [ k36, —k2(6, —6;)] =0

J101 + (key + k)01 — k26, = 0
J26y 4 (ks + k20, — kin6y = 0
2- Pulsations propres dans le cas : kyy = kiy = ks = ke, J1 =], =]

], + 2k.6; — k6, =0 (1)
éz + Zktez - ktel = 0 (2)

On calcule les solutions sous la forme : 6, = cos(wt + @), 6, = cos(wt + @)
Les solutions x; (t)etx,(t) s’écrivent en représentation complexe :

6, = Ae/®t et 6, = BeJ®t
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En injectons ces solutions dans les équations différentielles, on obtient :
—Jw?Ael®t + 2k, Ael®t — k,Be ™/t =0
—Jw?Bel®t + 2k,Be /¥t — k,Be~I®t = ()

_ktZ'l' (Zkt _](1)2) = 0

Le systéme admet des solutions si le déterminant est nul :
_ | @k —Jw?) 2k | _
—k, 2k, — w?)
2k, — 0?2k, — w?) —kZ=0>
(ke —w?+ k) (ky —w?> — k) =0->
(ky — 0?)(ky —0?) =0

. 3k k
Donc les pulsations propres sont : w; = th w, = /Tt

D 0

La solution genérale est la combinaison linéaire des deux modes :
0, = A; cos(w,t + @) + A, cos(w, + @,)
0, = B; cos(w,t + ¢,) + B, cos(w,t + ¢,)

kt
zkt_(l)z

De I’équation (1) on trouve le rapport : % =

On substitue w par w, et I’on obtient le rapport :

A1 ke
By ki—Jw?

= _1, Al :Bl

On substitue w par w, et I’on obtient le rapport :

Az _ ke
BZ kt—w%

:1, A2:B2

La solution devient :

0, = A; cos(w t + @) + A, cos(w,t + ¢5)
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0, = —A; cos(w,t + ¢@,) + A, cos(w,t + ;) A1, Ay, @retp, sont déterminées a partir des

conditions initiales.

Exercice 2 :

0 k,

X

 —_t

1. nombre de degré de liberte :

Le mouvement des deux cylindres est défini par les paramétres :
. x,(t)etx,(t) : Translation des centres de gravité G’ .

. 0, (t)etH,(t): Rotation des points autour de G .

Les deux cylindres roulent sans glisser & x; = RO, et x, = 6,.

L’évolution du systéme dans le temps est défini par deux parametre inconnus et indépendants

0, (t)etd,(t) = le systeme a deux degré de liberté (2DDL)
2. L’énergie cinétique et I’énergie potentielle :
+ L’énergie cinétique :

T =~Mx? +-]67 + -~ Mi3 +~]07

1 .y2 171 . 1 .2 171 .
T ==-M(RO —(—MR2>92 —M(RO? —(—MRZ) 02

3 N
T = ZMRZ(el2 +62)

+ L’énergie potentielle :

1 1 1
U = Eklx% +§k(x1 —x2)2 +§k2x%
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1 1 1
U = Ekl(xl + R91)2 + Ek(RQl - R92)2 + Ekl(xZ + R92)2

1 1 1
U= Ekl(Rel + a91)2 + E(Rel + RQZ)Z + Ek(ZRgz)Z

1 3R _\ 1 1
U = Ekl (701) +§k2(2R02)2 +§k(R(62 _61))2

9 1
= §k1RZQf + 2k2R2922 + EkRZ(el - 92)2
- Le Lagrangien du systétme : L =T — U

3
L=—-MR?(6? -6 )——k R?0% — 2k,R?03 ——kR2(91 — 6,)?

4
+ Les équations de Lagrange d’écrivent :
(d <0L> oL 3k 2k 2k
| — =0 5 ( L ) il
4 96, . 0, + TTRETT 0, 3M92 0 (1) .
|d (0L oL 0 j +(8k2+2k)9 2k9 —0 @
\dt\ad,) a6, 27 \3M " 3M 3M L
+ Les pulsations des modes propres de vibration :

Les équations du mouvement (*) — le mouvement le plus générale est une superposition de

deux mouvements harmoniques simples.

Les solutions générales 6, (t)etd,(t) est la combinaison linéaire des solutions sinusoidales

(modes sinusoidaux). On calcul des solutions de la forme :
0,(t) = 0y, cos(wt + ;) avec By; > 0.  w: la solution d’un mode donné
62 (t) = 602 COS(a)t + (pz) avec 902 > 0.

Pour rechercher les modes propres, on fait appel & la représentation complexe 6, =

0,8/ “tavechy; = Oy,e'r

0, = B,,e/*t avec 0o, = Oyye'?2
Les parties mobiles dans un mode oscillent harmoniquement avec la méme pulsation
On injecte ces représentations dans le systeme d’équations (1) et (2) :

On obtient alors le systéme d’équations linéaires :
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3k, 2k\] - 2k _
[ w +< 3—M>]k901——902=0

2M 3M
[ 2_|_<8k2_|_2k>]0_ 2k9 —0
@ T\3M T3m)|70r T3y 02 T
On pose : wl—&+ et w%-%+—

En fait w;etw, représente respectivement les pulsations propres des oscillateurs découplés
(M + k,) et (M + k,). Elles sont calculées lorsque 1’un des oscillateurs est mobiles et I’autre

est fixé — le systeme sous la forme matricielle comme suit :

2 4 o2 2k
@ “1 3M 901] [0
3M w*

. _— . . 6
Le systeme admet des oscillations no triviales (qui ne sont pas toutes nulles <_°1> * (0) et
02

0
seulement si :
—w? + w? —% ak
det - =0= (—w?+ w?)(W?>+wi)——=0
2 oM
~3m —w? + w3

on développe la relation ci-dessous on obtient 1’équation bicarrée suivante :

4k
w* — (w? + w3)w? +w1w2—W=0
16 k?/M?
*—(wf + + 1-—————]=0
w* — (w? + w3)w? w1w2< ey >

w? — (0} + w3)w? + wiws(1—C?%) =0 (*) équation caractéristique de w

Avec: C? = Iig/ig
2 4 k% /M?
G+ 50 G+ )
c? = u

(3 k, + k) (4k, + k)
2k=0->C=0 oscillateur indépendants

C : coefficient de couplage est compris entre 0 et 13, 505 co1 oscillateur rigidement liés
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Chapitre V Oscillateurs couplés

L’équation (*) dite aussi équation compatible signifie que le régime oscillatoire envisagé n’est

réalisable que si les pulsations w satisfait 1’équation (*)
Le discriminant A de 1’équation bicarré (*) s’écrit :

A= (w? 4+ w3)?— W?wi(1-C?)>0
Les racine de cet équation en w? sont réelles :

w? = %(wf + w3 —VA), w? = %(w% + w3 + VA)w?etw? sont les deux pulsations propres

ou fondamentales du systeme d’oscillateur couplés.
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Chapitre VI N degrés de liberté

VI-1. Introduction

Le Chapitre VI consiste en I’étude de systéme mécanique conservatifs ayant un nombre
quelconque N degreés de liberté et dont les diverses parties oscillent autour de leurs positions
d’équilibre en régissant les unes sur les autres. La configuration du systéme est définie a
chaque instant par des coordonnées généralisées en nombre égal a celui des degrés de liberté.

On obtient également N relations entre les différents facteurs d’amplitude.

VI-2. Etudes d’un systéme mécanique a N degrés de liberté avec extrémités fixées

On s’intéresse au comportement d’une chaine de N oscillateurs montrés en série entre deux
batis fixes (figure ci-dessous). Tous les oscillateurs sont supposés identiques et constituées

chacun d’une masselotte de masse m et d’un ressort de raideur k.

m k m m m m
O OO0 O~IID-O-(i
U
n-1 n n+l N

Figure VI-1. Etudes d’un systéme mécanique a N degrés de liberté avec extrémités

V1.2.1 Recherche de I’équation différentielle du mouvement de la masse n:

On étude le mouvement de la masse n en utilisant leprincipe fondamentale de la dynamique
(PFD).

> F=mj,
Le poids de la masse n est négligeable.
On écrit que:

’1_")1 + ’1_")2 = my,

Par protection suivant ’axe OZ, on a :
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Chapitre VI N degrés de liberté

Tiz=Tz=0
Soit :
T,cosa, — Tycosa; =0

Les angles a;, et a, étant inférieurs a 10 degrés (petites amplitudes). On peut considérer que:

cosa; =1
Et

cosa, =1
Soit:

T, =T, =T, (VI-1)

Si on projette suivant ’axeOx, on obtient:

Tox — Tix = MXy

Soit :
T,sina, — Ty sina; = mi,
T,tana, — Tytana; = mi, (VI-2)
tana, = x’”;—_x" (VI-3)
Et:
tana, = x”_dﬁ (VI-4)

En remplagant les relations (VI.1), (VI.3) et (V1.4) dans I’expression (VI-2), on obtient:

Xn+1 — Xn Xn — Xp-1 .
TO d - TO d == mxn

L’équation différentielle qui régit le mouvement de la masse n est donnée donc par :

%(xrwl + Xp_q — 2x,) =mk, (VI-5)
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V1.2.1.1 Calcul de la relation de dispersion

Les extrémités de la masselotte sont fixées. La solution x,,de I’équation différentielle (VI-5)

est donnée par :
X, (t) = Asin(nkd)sin(wt + @)
Ou k représente le module du vecteur d’onde
Il sera de méme pour le déplacement x,,,, et x,,
Xp1(t) = Asin((n + 1)kd)sin(a)t + @)
Et
Xn41 (t) = Asin((n — 1)kd)sin(wt + @)
On somme les deux déplacements x,,,; et x,_1
Xp41 + Xpoq = Asin((n + 1)kd)sin(wt +p)+A sin((n - 1)kd)sin(wt + @)
Xni1 + Xp_1 = Asin(wt + @)[sin((n + 1))kd + sin((n — Dkd)]
Xn+1 + Xp_q1 = 24sin(kd)sin(nkd)sin(wt + @)
Soit :
Xp+1 + X1 = 2cos(kd)x, (VI1-6)
Et:
Xn = w?x, (VI-7)

On remplace (V1.6) et (V1.7) dans I’expression (V1.5), on obtient :
2T,
w? = —2(1 — coskd)
md
On sait que :
kd
1 — coskd = 2sin? >
On obtient donc :

md 2

g
S

(VI-8)
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L’amplitude de I’¢longation en ces deux points est nulle
Asin(kL) =0
Soit :
sin(kL) = sin(pm)
Soit :
kp =D~ avecp € N*

Pour chaque mode, on a une pulsation propre et la formule (VI-8) prend la formule

généralisée:
ATy . ky
S
T, k,d
=2 |— [sin-2=
wp d sin 5
Avec
“r md

V1.3. Etude d’un systéme mécanique a N degrés de liberté avec extrémités libres

Un tel milieu est schématisé par une succession indéfinie de masse m, distantes au repos de d,

reliées par des ressorts de constantes de raideur k (Voir Figure VI-2)

Figure VI-2. Etude d’un systéme mécanique a N degrés de liberté avec extrémités

lihrace
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V1.3 .1. Recherche de I’équation différentielle du mouvement de la masse n

Soit les boules de rang n-1, n, n+1. Au tempst, leurs élongationssont, avec les notations de la

Figure VI-2, x,,_; , x,etx, 1 par rapport a leurs positions d’équilibre respectives.

A I’équilibre, les boules sont distantes de d, la boule n est soumise a deux forces opposées de

module k(d — I,,), si I, est la longueur a vide d’un ressort.

Hors équilibre, le ressort entre les boules n et n+1 a pour longueur +x,., — x,, , Il exerce sur

la boule n la force :
Fi=k(d + xny1 — %n — L)1

De méme, le ressort entre les boules n et n-1 a pour longueur d + x,, — x,,_;il exerce sur la

boule n la force :
mi,l=F, +F,
min,l = ki(d + xp4q —xp—Ip—d — xp + Xy + 1)
Soit :
mx, = k(Xp41 + Xn_1 — 2xp)
Soit :

. 2k k
Xp + Exn = E(xn+1 + xn—l)

V1.3.2. Recherche de la relation de dispersion
On cherche des solutions de la forme :
x,(t) = Asin(wt — nkd)
Il en est de méme pour les déplacements x,,,,etx,,
Xp41(t) = Asin(wt — (n — 1)kd)
K1 (t) = —Aw?sin(wt — nkd)
On calcule x,, 1 + x,_1
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Xn41(t) + x,_1(t) = Asin(wt — (n + 1)kd) + Asin(wt — (n — 1)kd)
En transformant en produit la somme des sinus, on obtient:
X1 (t) + x,_1(t) = 24sin(wt — nkd)cos(kd)

Soit la relation de dispersion :

2k
w? =— (1 — coskd)
m

Ou:
2k d
w? = = (1 — cosw?) (VI-9)
Avec
w
k=2
v

On remplace la pulsation par sa valeur en fonction de la fréquence, on a

nd
Am?v?m = 4ksin? -
I = 21
2
On pose :
k
2
Vo = ey
v, est dite fréquence de résonance
_ . nd
U = vySin 7

Les vibrations ne se propagent que si v < v, . Cette partie de cours sera reprise en détail dans

un prochain livre sur les ondes.

Dans la formule (VI-9), le terme cos(kd)dépond de kle cosinus variant entre les limites -1 et 1,

les valeurs permises pour w sont :
Winin = 0
Et:
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k
Wmax = 2 E

Dans le cas ou kd est petit, on peut faire un calcul approché de la relation de dispersion.

2k 2k k?*d?
w? =— (1 — coskd) = —
m m 2

’k
w=kd |—
m

La vitesse de propagation v prend la forme : v = d \/%

Soit :
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Exercices

Exercice 1 :

On considére le systeme donné par la figure suivante ou trois masses m, sont reliées par

quatre ressorts de constante de raideur k.

e N
e N
d N
7 N
d N
7 N
< k k K k N
d N
e N
77 //| Pz 7 //| sz 77 /|/ s 7
x1 xZ x3

1- Etablir les equations différentielles régissant le mouvement du systéme.

2- Déterminer les pulsations des modes propres de vibration du systéme.

3- Ecrire ’expression générale de x4, x5, et x3.

Exercice 2 :

On considére le systéme ou trois masses identiques m reliée par des ressorts de constante de

raideur indiqué sur la Figure qui suit :

1-Etablir les équations différentielles régissant le mouvement du systéme en utilisant la
méthode de Newton.

2-Calculer les trois pulsations propres en utilisant la méthode matricielle.
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MDYV

Exercice 3 :
On considére les trois pendules couplés par inertie de la figure suivante

1- En utilisant la méthode de Lagrange, écrire les trois équations différentielles du
mouvement régissant le systeme des trois masses pour simplifier les calculs, on prend

Li=lo=ls=Letmi=my=mz=m;

2- Déterminer par la méthode matricielle les équations propres des trois modes.
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Exercice 4 :
Soit le systéme suivant a N degré de liberté.Le systéme est constitué de N pendules simple de
longueur L reliés entre eux par N+1 ressorts de raideur K. Les masses m sont considérées

ponctuelles et séparées entre elle par la méme distance d.

AN N N NN N N NN NN NN NN NN NS INUNSUNISINNUNYSI N NSNS

1 Oy
N FeT) o 4
h 1 2 n-1 N
L=(N+1)d
1. Déterminer 1’énergie cinétique et potentielle du systéme.
2. Ecrire I’équation différentielle de la masse n.
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Déterminer la relation de dispersion, pour cela utiliser : 8, = Ae~‘(@t-nkd),
Dans le cas ou N= 2, donner les pulsations modes correspondant

Ecrire les équations différentielles du mouvement dans le cas N=2,

o g &~ w

Calculer le rapport des amplitudes dans le premier et le deuxieme mode.
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Solutions
Exercice 1 :
Ve N
4 N
Ve A
7 N
7 N
7 N
g k k K k :
- d (AN A A AN
Ref (Up =0) T Im Iy T J m N
777 //| P 7 //| 7T 77 /|/ YRl
x4 X, X3
1- Equations différentielles du mouvement :

o Le Lagrangien: L =T —U

. L’¢énergie cinétique :

1 o, 1
T=Tp +Tp, + T, &T = §m1x12 + Emzxg + §m3x§

. L’¢énergie potentielle :

1 1 1
U= Ekxl2 + k(x; — x)% + Ek(xz —x3)% + Ekx%

Le Lagrangien s’écrit alors :

1 1 1 1
L=5 [myxf + myxs + msx3] — [Ekxlz + k(xy —x)* + Ek(x3 —x)% + Ekx%

Les équations de Lagrange s’écrivent :

( i(f’_L) = mi,
i(a_.L)_a_L:O_) dat \ox%,
dt \ox, dxq ;_xLl = —kx; — k(x; — x,)
() -
<i(a—.L)—£=O—> oL dt \0x, o
dt \9%2 9xz o, —k(xy — xq) — k(x; — x3)
()
i(a_.L)_B_L:O_) dat \ax
kdt d%3 dx3 ;_xLS = —kxs — k(xs — x,)
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mi; = —kx; — k(x; — x;) mi, + 2kx; —kx, =0
mjéz = —k(x2 - xl) - k(xz - x3) (=4 mjéz + kaz - kx1 - kX3 = 0
mjég = _kX3 - k(X3 - xz) mjé:), + ka3 - kxz - 0

Dans un mode de pulsation w les solutions de la forme :
x; = A cos(wt + @), x, = B cos(wt + @), x3 = C cos(wt + @)
En notation complexe, ona:
x1(t) = Ae/(@ttoD)
x,(t) = Be/(@t+92) &

x3(t) e C ej(wt+(p3)

2k —mw?)A—B+0C=0
—kA+ 2k —mw?)—kC =0
0A — kB + 2k — mw?)C =0

2k — mw?) —k 0
A= —k 2k — mw?) —k =0
0 —k 2k — mw?)

2k — mw?)[(2k — mw?) 2k — mw?) — k?] + k[k(k — mw?)] =0
2k — mw?)[(2k — mw?)? —2k?*] =0
Rk —mw?)[(2k — mw?)? — 2k?] =0

(2k — mw?)|[(2k — mw? + vV2k)(2k — mw? —V2k)| = 0

e
m

T

o = |2-vD)X
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2-Les expressions générales de x4, x, , etx; sont :
x, = Aj cos(w t + @q) + A, cos(w,t + @,) + Az cos(wst + @3)
X, = By cos(w t + @) + B, cos(w,t + ¢,) + B cos(wst + ¢3)

x5 = C3cos(wyt + @1) + C, cos(w,t + @,) + C5 cos(wst + @3)

Exercice 2 : VAV VAN

1- Les équations différentielles du

mouvement du systéeme enutilisant la méethode

de Newton : \L

En appliquant le principe fondamental de la X

dynamiquede translation : Zﬁext = m¥ k

En projetant suivant le sens positif on obtient : ‘
mi; = —kx; — k(x; —x3) —k(x; —x,) (1) J/

2- Calcule des trois pulsations propres en

m
é
m
k
mi, = —kx; —k(x; —x1) —k(xa —x3) (2) =x k %
mis = —kx3 —k(xs —x1) —k(x3 —x;) (3) k
m
utilisant la méthode matricielle : k é
mkl + 3kx1 - ka - kx1 = 0
mkz + 3ka - kX3 - kx1 = 0
mk3 + 3kX3 - kxl - kxz = 0

On cherche des solutions de la forme :
x,(t) = Acos(wt + ¢,) avecA >0
x,(t) = Bcos(wt + ¢,) avec B> 0
x3(t) = Ccos(wt + ¢3) avec C >0

En notation complexe, ona:
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xz (t) — Bej(wt+‘p2)
x3(t) — Cej(a)t+‘p3)

Le systéme d’équation ci-dessous s’écrit :

Bk —mw?)A—kB—-kC =0
—kA+ 3k —mw?) —kC =0
—kA— kB + (3k —mw?) =0

Ce systeme homogéne admet des solutions non nulles si et, seulement le déterminant est
nulle :

3k — mw? —k —k A 0
—k (3k — mw?) -k <B> = (0)
—k —k Bk —mw?)| \C 0
d’ou :

3k — mw?)[(Bk — mw?) Bk — mw?) — k?] + k[—k(3k — mw?) — k?]
+ k[k? + k(3k —mw?)] =0

Soit: m3w® — 9km?w* + 24k*mw? — 16k* =0 > w, =

Sionpose: wy = \/% on obtient :

(1)1 = (l)o, (l)z = 20)0, (Ug = 2(1)0
Exercice 3 :

1- En utilisant la méthode de Lagrange, écrire les trois équations différentielles du
mouvement des trois masses :

On écrit les énergies cinétiques de translation des trois masses (dans les systémes couplés, on
utilise I’énergie cinétique de translation uniquement) et on somme les trios résultats pour

avoir I’énergie cinétique totale.

+ L’¢énergie cinétique :
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1 . . . A
Tm1 = Emlx% avec x1 = L191 = L01 et m1 =m
Donc

1

1 2
Tmz = Emz (xlz + x22)2

Avec: 0,

5(2 = Lzéz = L92 etmz =m

1 . . .
Tmz = Emz (L21612 + L22622 + 2L1L29192COS(02 - 91))

Ou cos(6,—-6,) =1

1 . . -
T, = EmZ(L%Hf + L%sz + 21111129192) 0!
3
= 2m,L(1767 + 1203 + 2L,L,6,6,)

Donc Ty, = imL(Q1 + 6, )2

Tm3 = %m3(.x.:3 + J'C’)Z avec X3 = L3é3etL3 = L, m3 =m

1 . .
Tm = §m3 (J'Cz + L%H% + 23'CL393COS(93 - 92 + 91))
ol cos(6;—0,+6,) =1 avec x'= 6, +86,

DONCT,,, = smIL2(67 + 63 + 63 + 26,6, + 26,65 + 26,6;)

. Ttot:Tm1+Tm2+Tm3
L AR S . . .
Ttor = 5mL?0F + SmL (6, +6,) + Sml (302 + 202 + 62 + 46,0, + 20,05 + 26,6,)
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Donc Ty = ;mL2(307 + 202 + 63 + 40,0, + 26,05 + 26,6;)

+ L’énergie potentielle

On calcule I’énergie potentielle du systéme soit la somme de 1’énergie potentielle des trois

masses (Mg, my,ms).

. Uror = Up, + Up, + Upy,

+ Un, = myghy Avec h; = L;(1— cos6;)

Donc U,,, = mygL;(1 — cos6;)

+ Un, = mygh, Avec h, = Li(1—cos6,) + L,(1 — cosb,)
Donc Uy, = m,g(L,(1 — cos8y) + L,(1 — cos6,))

+ Um3 = mggh3
Avec :
hy = Li(1 —cos6;) + L,(1 — cosB,) + L3(1 — cosbs)

Donc :

Upn, = mgL,(1 - cosf,) + myg(Li(1 — cos8,) + L,(1 — cosb,))

+ +msg (L,(1 — cos8;) + L,(1 — cosB,) + L3(1 — cosb3))
+ Utot -
o1 o1 63 o1 03 63
mlgL1?+m2gL2?+ngL27+mggL1?+mggL27+ +m3gL37
62 62 62
Li=L,=L; =L Donc U = 3mgL71 + 2mgL72 + mgL;3
+ Le Lagrangien du systeme :
1 . 0 Ao .. . . Ch 5 02
L= EmL2(3912 + 202 + 02 + 46,0, + 20,0, + 20,6,) — 3mgL—-+mgLof + mgl—
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4oL oL mL?0; + mL?6, + mL?6; + mgL6; = 0
iy el DO R
(de (663) 26,

On divise les trois équations par mL, on obtient :

A

216, + 2L6, + 2g0, + L6, =0 (2)

Déterminer par la méthode matricielle les pulsations des trois modes propres :

On reprend le systéme ci-dessus et on cherche des solutions de la forme :

. 0, = 6y,cos(wt + ¢@;) Avec 6, >0
. 6, = Bpycos(wt + ¢,) Avec 6, >0
. 05 = B3 cos(wt + @3) Avec 63 >0

En notation complexe, on a

° 6_1 = 601ei(wt+¢71)
° 6_2 = Hozei(wt+<ﬁ2)
° 6_3 = 603ei(wt+‘p3)

Le systéme d’équations (1), (2), (3) s’écrit :

(3g — 3Lw?)0; — 2Lw?6;, — Lw?6, =0
—2Lw?0; + (2g — 2Lw?)08, — Lw?*8, =0
—Lw?0; — Lw?0, + (g — Lw?)8; =0
Ce systeme homogene admet des solutions non nulles si, et seulement le déterminant donné

ci-apreés est nul :

39 —3Lw?  —2Lw? —Lw?
—2Lw?* 2g—-2Lw? —Lw? |[=0
—Lw? —Lw? g — Lw?

A= [*w? —9gL*w* + 18g%w* + 18g%Lw? —6g* =0
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Sionpose w, = \/%,on trouve :

wq = 0.650)0, Wy = 1.52(1)0, w3 = 25(00

Exercice 4 :
1- L’énergie cinétique et \\ \ \ AU
potentielle :
+ L’énergie cinétique :
(7]
1 1 1 0.\, 0, n4
T = mef + mezz + -+ merzl_l
+—m5c2+1m562 + o m m
2 m i imtl Ref (Up=0)
1 hn—l hn h
a2 | n+1
e N \j
— L 5
Avec : X,y x, —_—
Xn+1

Xn = Len! Xn+1 = L9n+1l Xn-1 = Lgn—l

1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 .
T = —mL?0% + -mL?0% + ---—mL?0%_, + =mL?02 + —mlL?02,, + - =mL263

2 2 2 2 2 2
Donc :
1 .
T = imLZ 07%
+ L’énergie potentielle

1 2 1 2 1 2 1 2
U= Ekx1 +mgh, + ~~§k(xn_1 —x,)* +mgh, + Ek(x" — Xpe) + --EkxN + mghy

Avec :
0x
h, = L(1 — cos@,) = L7
o
h, = L(1 — cos6,) = L7
Ox
hy = L(1 — cosBy) = L7

124



Chapitre VI N degrés de liberté

2

0 1 1
U= mgL% + EkLZ(QrHl - Qn)z - EkLZ(Hn - 9n—1)2

+ Le Lagrangien du systeme :

L=T-U

2

1 . 62 1 1
L= Emﬁag - mgL7” - EkLZ(@,,+1 —0,)% + EkLZ(Bn —6,.1)?

2-L’équation différentielle pour la masse n :

d (oL oL _.
dt\oé,) 06,

mL?0, — kL?(6,,_; — 6,) + kL?>(0, — 0,41) + mgLO, =0 (1)
mL?8, — 2kLO, + kL(6,_1 + 6,,41) = 0

.. g 2k k
Hn + (Z +E> en _E(Gn—l + 9n+1) =0

3-La relation de dissipation :

On pose :

g, = Aeilwt-nkd)
0, = Ael(@t-(n+Dka)
0,4 = Aei(wt=(n-1kd)

Ons1 + Opq = Aei@t[e i+ Dkd 4 o=i(n-Dkd|
a=mn+1)kd
B=m-1)kd

e + e~ = cosa — isinf + cosp — isina

e @ + e~ = (cosa + cosB) — i(sina + sinB)
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e i@ + e~ = 2cos (a ; '8> cos (a -; '8) — 2icos (a ; ﬁ) sin (a _; ﬁ)

= 2cos(kd)cos(nkd) — 2icos(kd)sin(nkd)
= 2 coskd[cos(nkd) — sin(nkd)]
e~ + e = 2cos(kd)e~"kd
0, + 6, = 24e"“tcos(kd)e ke
= 2cos(kd)Aei(wt—nkd)

0pi1+ 6,_1 = 2cos(kd)b,

Et 6, = —w?06,
—-mL?w?0, — kL?(2cos(kd)O,, — 26,) + mgL8,, =0
0,[—2kL?*(cos(kd) — 1) — mL?w? + mgL] = 0
mL?w? = 2kL?(1 — cos(kd)) + mgL
w? = %(1 — cos(kd)) + %
1 — cos(kd) = 2sin? (l;_d)
D’ou:

Les deux extrémités de la corde sont fixées.
. . pm
Asin(kL) = sin(pm)kp = T peN*

4-N = 2 ; les pulsations propres des modes correspondants :

> Mode 1 :

L= (N+1)dk, =%
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> Mode 2
2
p=21k2_£
2T
k —d g 3k g
— | oin2 3d g_ |24 <
W, sin 5 +L m+L

5- N = 2 ; écrire les équations différentielle du mouvement :
On prend n = 1 dans I’équation (1) :
mL%0, — kL?>(6y + 6, + 63) + mgLO,; =0
mL%0, + (2kL? + mgL)0; — k1?6, = 0 (2)
On prend n = 2 dans I’équation (1) :
mL?0, — kL*(0; + 65 — 26,) + mgLh, = 0
mL%0, + (2kL? + mgL)6, — k1?6, = 0 (3)
6- le rapport des amplitudes des modes 1 et 2 :
On remplace w par w, dans I’équation (2) ou (3) :

g

k

+kL291 - kL292 = 0

0 :
9—1 = 1 : les deux pendules oscillent en phase.
2

On remplace w par w, dans I’équation (2) ou (3) :

g

_o2(3k .9 2 2. —
mL? (—+7)6; + (2kL? + mgL)6; — k1?6, = 0

—kL291 - kL292 == 0

— = —1: les deux pendules oscillent en opposition de phase.
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Chapitre VII Propagation des ondes

VI1I-1. Nature des ondes
VII-1.1. Types d’ondes

Une onde correspond a un déplacement d’énergie qui se manifeste par des oscillations
corrélées entre elles, dans I’espace traversé. Une premicre classification permet de distinguer

des ondes mécaniques et des ondes électromagnétiques.

v Les ondes mécaniques sont celles pour lesquelles I’énergie se manifeste dans les
mouvements de matiére (énergie cinétique liée a la vitesse du mouvement et énergie
potentielle liée aux déformations subies par le milieu matériel). C’est le cas des ondes sur une

corde élastique, ou dans un milieu étendu, dans un solide ou un fluide.

v Les ondes électromagneétiques (ém) se manifestent sous la forme de variations des
champs (€électriques et magnetiques) générés par des charges électriques en mouvement. La
propagation des signaux électriques dans les circuits et les cables sont un cas particulier

d’ondes ém qu’on qualifiera d’ondes électriques.
VII.1.2. Caractéristiques d’un phénoméne ondulatoire :

Une onde correspond a un flux d’énergie. On y observe éventuellement un mouvement, cela
se traduit par un déplacement d’impulsion ou de signal, mais pas de matiére. Pour la décrire il
fautdonner des informations sur la quantité d’énergie ainsi que son évolution spatiale et

temporelle.

v L’énergie.

Une onde étant un transport d’énergie, il convient d’identifier la source de cette énergie. La
sourcetransforme de 1’énergie d’une forme particuliére (mécanique, électrique, atomique,
moléculaire, ...) enune vibration qui se déplace dans le milieu environnant. Une premiére
caractéristique est I’énergie émise par la source (joules), ou si le phénomene dure, 1’énergie
fournie par unité de temps, c.-a-d. lapuissance (watts).

v La célérité.

La caractéristique suivante a considérer, est la vitesse a laquelle 1’énergie va se déplacer dans
lemilieu ; on parle aussi de célérité de ’onde. Cette vitesse dépend de la nature de la vibration

dans lemilieu et peut dépendre de la fréquence de la vibration crée.
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v La dimension

L’énergie émise, en se déplagant peut rester confinée autour d’un seul axe ; c’est le cas pour
uneperturbation sur une corde tendue ou un signal électrique dans un cable. L onde est dite a
unedimension. Une seule coordonnée spatiale suffit a la décrire. Si ’énergie ou la
perturbation se répandsur une surface, on a une onde a 2 dimensions (les vagues sur un plan
d’eau). Dans le cas général I’onde est tridimensionnelle, c’est le cas pour le son dans un

espace libre ou la lumiere.

v Types d’ondes (longitudinales ou transverses).

Une onde est dite longitudinale si 1’ébranlement est paralléle a la direction de propagation,
comme le montre la figure (V.1.A). Mais, l'ondeest dite transversale sil’ébranlement est

perpendiculaire a la direction de propagation (Fig.V1I-1.B).

éplacement

=P propagation d :
déplacement ’S% 1 x &gm”mnﬂmn

S Y Y Y Y Y Y Y I s S sss §\S  propagation
(a) dilatation compression (b)

R Te | —————————
i Y

Ty SN ‘"‘»’l."uM~\‘.~~,~.u!.{.‘,‘.'f,‘,l

l\v.l-‘-‘v” ’ .-

P VSN O TN T Y TR0 ANV L,
'.f:::m.“um::w;., SR R ARY LI
viiill!

Figure VII-1. (a) Onde longitudinale, (b) Onde transversale.

VI11-2. Propagation a une dimension
VI11-2.1. Equation de propagation

Dans les phénomenes vibratoires traités dans les chapitres précédents, nous nous
sommesintéressés a des phénomenes ou des grandeurs physiques qui dépendaient d’une seule
variable, (le temps). Nous allons maintenant examiner toute une série de phénomenes qui sont
décrits prune fonction qui dépend a la fois du temps t et d’une variable d’espace, x par

exemple.
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On considére une onde progressive se propageant dans la direction de ’axe desx, telle quele

point d’abscisse x = 0 est soumis a une vibration sinusoidale de la forme :
S(xo =0,t) =S, sin(wt).
Le point se trouvant a ’abscisse x > 0 aura la méme vibration que celle du point x =

Omaisavec un retard égal a% :

S(x,t) = Sy sin [a) (t — ;)]

Dans laquelle V est une grandeur physique qui a les dimensions d’une vitesse et sera

appeléedans la suite vitesse de propagation.Les dérivées partielles par rapport a x donnent :

= 5= (=) socos|w (e=7)]
:g—; = (—?;—2)50 sin |w (t —5)]
9%s

=22 = st (VII-1)

dx2

Les dérivées partielles par rapport a t donnent :

% ~ wS, cos [w (t - %)]

at
9%s 2 . x
=z =W So sin [w (t—;)].
825 — 2
=5 =W S(x,t).
1 92%s w?
ﬁm— —ES(x,t).) (V“'2)
Dapres (VIIL.1) et (VII.2) :
a%s 1 9%s 92%s 1 92%s
o~ vier = o vigm =V (VII-3)

Cette équation est appelée équation de d’Alembert 0u équation d’onde Ou encore équation de

propagation a une dimension.
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VI11-2.2. Onde progressive sinusoidale

Une onde progressive est dite sinusoidale si les

Gmnc:cur F|1951|:| ue lide 3

|a Frc:pasai'nn |:||: !'or::ll:

variations de la perturbation se font en suivant

la fonction mathématique sinus. On peut

identifier ce type de fonction a partir du graphe /\ /\ A

comportant une alternance de "vagues” 7
l:I'RFS

positives et négatives de mémes amplitudes v v v v

comme le montre la Figure ci-contre.

Une onde progressive sinusoidale possede, en plus d'une périodicité temporelle, une
périodicité spatiale (répeétition de la déformation). Si la périodicité temporelle est, nous I'avons
vu, définie par la fréquence, la périodicité spatiale est, quant a elle définie, par la longueur

d'onde.

Comme nous avons vu précédemment, pour une onde progressive sinusoidale se propageant
selon l'axe xet correspondant a une perturbation s'exercant selon l'axe y (onde transversale),

I'expression de la déformation S(x, t)s'écrit sous la forme :

S(x,t) = S, cos [a) (t — %)] = S(x,t) = S, cos(wt — B(x)).

Ou : @(x) = %x, représente le déphasage lié au temps de propagation %.On dit que®(x)

représentele déphasage dii a la propagation. L’onde progressive sinusoidale s’écrit sous la
forme suivantequi permet de mettre en évidence la double périodicité (dans le temps et dans

I’espace) :

S(x,t) =S, cos [271 (% — ;—6)]

La quantité Tz%" est la période temporelle tandis que la quantitéd =V.Test la

longueurd’onde qui constitue la période spatiale.On peut vérifier aisément que :

S(x, t +nT) = S(x, t).
S(x +nA,t) = S(x, ).
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Ou : n est un nombre entier.
L’onde progressive s’écrit souvent :

S(x,t) = S, cos(wt — kx).

Ou : S, : est 'amplitude qui s’exprime en m.
w : est la pulsation du mouvement qui s’exprime en rad/s.

2 , . JE . _
k= % = 7”: est appelé le module du vecteur d’onde qui s’exprime en m™1,

VI11-2.3. Ondes proressives périodiques

Quand la source impose une perturbation periodique, ’onde progressive ainsi générée est elle-

méme périodique. Cette onde est caractérisee par une double périodicité : temporelle et
spatiale.

A. Période temporelle

Considerons la déformation du milieu provoquee par une onde périodique, au niveau de la

source et en un point quelconque M de ce milieu, en fonction du temps.

Y
A
0 < > > ¢
T
Y
B
o — >
T

Figure VI1-2. Mouvement périodique de : (A) la source, (B) d’un point M quelconque du milieu avec

un retard t sur celui de la source.

A la source ou en un point donné, on constate que le mouvement observé est périodique. 11 est
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caracterisé par une période T(exprimée en seconde (s)).

Pour un point donné, la période correspond a la plus petite durée non nulle entre deux états
vibratoires identiques. Autrement dit, sur le graphe, la période T est par exemple le temps

entre deux maximums consécutifs.

La valeur de T n'est pas modifiée lors de la propagation de l'onde. La valeur de cette période

caractérise la source.

Si le point M est distant de la source d'une longueur d (en m), leretard (en s) est donnépar la

. d . Svsoei s .
relation T = —ouc: est la célérité de I'onde.

B. Période spatiale
On considére maintenant le milieu de

. . cpgs ¥y
propagation pour des instants différents "
donnés.Autrement dit, c'est comme si on t=2r || | | e—t
prenait I'onde représenté sur la figure ci- - >
contre : on « fige le temps ». YA
On observe que l’onde possede une 27 <t <37 || \ S —
périodicité dans I’espace, caractérisée o >
par sa période spatiale, que l'on A
nomme longueur d’onde, notée A. Cette i o 5 :
grandeur caractérise l'onde. Sa valeur 2

9 Longueur d':nde T
s'exprime en metres. g;,L o
=wT

Alors, la longueur d'onde est la plus petite distance non nulle séparant deux points du milieu
présentant le méme état vibratoire. La longueur d'onde est ainsi par exemple la distance

séparant deux maximums consécutifs

La longueur d'onde A (en m) est reliée a la célérité V (en m/s~1) et a la période T(en s ) de

l'onde par la relation: A =V.T

C. Freguence
La fréquence de vibration f d'une onde est égale a I'inverse de sa période temporelle T :f = % :

ou f s'exprime en Hertz (Hz) etT en secondes. Autrement, en peut dit que, la fréquence
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représente le nombre d'oscillations (le nombre de périodes) par seconde.
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Exercices

Exercice 01 :

1. Veérifier que les fonctions suivantes :
— A _Xx
A.  u(x,t) = Asin (w(t V)).
B. u(x,t) =Acos(k(x —Vt)).
C. ulxt) =alx+Vt)2.
D

u(x,t) = Aexp (iw(t - 5))
E. u(x,t)=Aexp (iw(t + 5))

F. u(x,t)=Aexp (iw(t - g)) + B exp (iw(t + g))

. y s . 9%u 1 0%u _
sont solutions de I"é¢quation : -— — -5 —— = 0.

ou x, t et V représentent respectivement la position, le temps et la vitesse de propagation.

Exercice 02 : Soit I'équation suivante :
y(x,t) = 10sin 2m(t — 0.005x).
1. Calculer: 4, V, fetk.

dy 9%y _ 9
2. Sachant que x = 2cmett = 0.05s, trouver= , =2 et 2.
ot ' at? ox

Exercice 3 (Superposition des ondes) :

Une onde (1) sinusoidale plane se déplace le long d’'un axe x’Ox suivant les x croissants a
la célérité c.

Pour x = 0,onau,(0,t) = uysinwt

Une onde (2) de méme pulsation se propage suivant les x décroissants a la méme
célérité c avec :u,(0,t) = uysinwt

1- Donner les expressions u, (x, t) et u,(x, t).

2- Dans une région ou les ondes se superposent, on obtient une onde résultante :

( t) Vs . 7Tt
u\x, = Uy COS—X SIN—
0 6 4

Avec x exprimé en metres et t en secondes.
a) Comment appelle-t-on une telle onde ?
b) Calculer sa pulsation et sa période.

c) Calculer salongueur d’onde et sa vitesse de phase.

137




Chapitre VII Propagation des ondes

Solutions

Exercice 01:

A u(x,t) = Asin (w(t - %))

Z—l;= —A%cos(w (t—%)) ﬂ%: —A%sin(m(t—%)) =

ZZTZ —Aw—zsm(w (t—%)) .................... (1)
g—u= chos(w (t—%)) :%: —Aw%m(m(t—%)) =
ZZTZ = —Aw? sin (a) (t - %)) .................... (2)
Alors (1) — V—lz 2)= —A(“/)—z sin (a) (t - %)) - % [—sz sin (w (t - g)) = 0]

: : x - séquation : L% — L 2%u _
Donc la fonction u(x,t) = A sin (w(t — ;)) est une solution de I’équation : 7= — = === 0.

Remarque : Les autres équations pour les étudiants.

Exercice 02:

1. Ona: y(x,t) = Asin (a)(t - g)) = Asin(wt — Kx).....coooiiiiiiin (1)

Et d'autre part,ona:

y(x,t) = 10sin 2(t — 0.005x) = 10 sin(2wt — 2. 0.005x).................. ()
La comparaison de (1) et (2) donne :

A=10cm, w =2nrad/s = 6.28 rad/s, w =2nf = f = % = 01Hz.

1

= 0.005 =V = 200cm/s.

k = 2C.0.005 = 0.01rrad/cm, k= 27” —1=2Z=2 _200cm

kK 0.01m

ay
2. -
at

= 2m.10cos 21 (t — 0.005x) | y=2cmett=0.05s = 60.82 cm/s.

x=2cmett=0.05s

2
>y = —472.10 sin 27(t — 0.005%) |y semesico0ss = —98.03 cm/s.

0t2lx=2cmett=0.05s

ay

ax = 0.005.27-[. 10 COS 27T(t - 0.005x)|x=26m et t=0.05s —

x=2cm et t=0.05s
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Exercice 3 :

(x.0) T nt
u\x, = Uy COS—X SINn—
0" 6 4

1- u(x, t) est une fonction d’onde a variables séparables u(x, t) = f(x) g(t)= c’estune
onde stationnaire (rappeler sa définition).

2- La fonction d’onde dans ce cas est de la forme : u(x, t) = u, cos kx sin wt

Par identification : la pulsation w = %rad/s: la période T = Zf = 8s

3- Par identification : le module de vecteur d’onde k = %rad/m: La longueur

d’'onde: A= 27” =12m

: A ie s y
La vitesse de phase (la célérité) : ¢ = =
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Chapitre V111 La corde vibrante

VIII-1. Equation des ondes des cordes vibrantes

Considérons une corde tendue, rectiligne selon la coordonnéex, et de longueur infinie.
Nousallons étudier la propagation d’un faible ébranlement le long de la corde. Supposons que
cetébranlement se produise suivant I’axeoy, et Prenons une portion de la corde dont les
extrémités sont définit par x et x + dx et ou sontappliquées respectivement deux tensions
(Voir Figure 111V-1).

T
}.i h e

Figure VI11-1. Corde vibrant transversalement.

Etudions 1’équation du mouvement de cette corde. Nous dénoterons par Tla tension
alaquelle est soumise la corde. On considére en un point d’abscisse xun segment trés court

decette corde, de longueur Ax. La masse Amdu segment est donnée par :
Am = ulx.

OU u est la densité linéique de masse de la corde, c’est-a-dire la masse par unité de

longueurqui s’exprime en kg/m.

La deuxieme loi de Newtonnous permet d'écrire :
S = = aT
p.dx.a=T(x+dx)—T(x)= de'

N.B : On néglige la force de pésanteur devant la tension de la corde

donc .d = 27
U Py
Comme il n'y a pas de déplacement selon x, alors, par projection sur I'axe des x on

d
trouve :6—7;‘ =0 & T, =TcosO = cte.

fétant tres petit donc cos 8 = 1, dou : T = cte = Ty,.
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Donc la tension en module reste constante pour de faibles vibrations.

Projetons sur l'axe des y :
\ . o Ly 1
Qest tres petit donc : sinf = tan 0 = oot dou:T, =Tysinf =T, P
La projection donne :

0%u 0%u

atz " O0gx2

Sion définit V= \/% qui a la dimension d’une vitesse, on constate que :

qui est I’équation d’onde de la corde. Vest la vitesse de propagation de cette onde.

La vitesse de particules s’écrit : u

VI111-2. Ondes progressives harmoniques

Une onde progressive harmonique se propageant selon Ox est définie par :
u(x,t) = U, cos(wt — kx).
Ou: k = % = 27” est le module du vecteur d'onde, A étant la longueur d'onde.

VI11-2.1. Force en un point

On appelle force en un point, la projection selon Oy de la force exercée, en ce point, par

lapartie gauche de la corde sur la partie droite :
F=-T2 (VIII-1)
Dans le cas d’une onde progressive sinusoidale, la relation (VIII-1) devient :
F = ikTU,e"@t=kx)
La vitesse de particules s’écrit :
ulx, t) = 3—1: = iwU,e@t=kx)

On constate que pour une onde progressive la vitesse de particules it est en phase avec

la force F.
VI11.2.2. Impédance

On appelle impédance en un point le rapport de I’amplitude complexe de la force a
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I’amplitudecomplexe de la vitesse de particule :

F.
Z(x)=u—i

Dans le cas d’une onde progressive, on obtient :

Z(x) = uV = JuT

La quantité /uTdéfinit I’impédance caractéristique de la corde.

ZC=,LLV=\/,LL_T

On obtient une propriété de ’onde progressive plane :Z(x) = Z Vx

VI111-3. Réflexion et transmission
VI111-3.1. Réflexion et transmission entre deux cordes semi-infinies

Soit deux cordes de longueur semi-infinie, reliées en x = 0. Leurs masses linéiques
sontrespectivement u,etu,. Lorsqu’une onde venant de —co se propage vers x = Odans la
premiérecorde, elle donne naissance au point de jonction, x = 0, a une onde réfléchie et une
onde transmise. L’écriture de la continuité du déplacement et de la force en x = Opermet

d’obtenirle coefficient de réflexion Ryet le coefficient de transmission T, définis

U U
_R, et TU = _T
U; U;

1

respectivement par :R; =

Ou U;, UgetUrsont les amplitudes des déplacements associés respectivement a

I’ondeincidente, I’onde réfléchie et I’onde transmise. On en déduit :

_ Z1—2
U™ 2,42
27
U™ 242,
o | A ::
mcidente réfléchie transmise
T. 1y T, u, *
. [T T
=, =
Y g2
Z1 =T Zy =T

Figure VI11-2. Réflexion transmission dans deux cordes semi-infinies.
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VI11-3.2. Réflexion sur une impédance quelconque

Soit une corde de longueur semi-infinie, de masse linéique y, tendue horizontalement avec
unetension T et terminée en x = 0 par une impédance mécanique Z; . Lorsqu’une onde
harmoniquese propage dans la corde de —oo vers x = 0, elle subit une réflexion en ce point.

Sachant que ledéplacement de particules s’écrit :
u(x’ t) — Uiei(wt—kx) + URei(wt+kx)_

On en déduit la vitesse de particules et la force en un point d’abscisse x

. Ou _ ., i(wt—k , K
U= vl lw[Ul-el(“’t x) + URel(wt+ x)].

Ju . e .
F = —t——= —LkT[Ul-e‘(“’t k) 4 URel(“’”kx)].

F(0,t)
1u(0,t)’

En x = 0, les conditions aux limites s’écrivent :Z; =

On en déduit le coefficient de réflexion R,, en fonction de I’impédance caractéristique Z etde

I’impédance Z placée a I’extrémité de la corde :

UR _ Zc—ZT
R, =& = ZcZt
U; Zct+Zt

VI11-4. Oscillations libres d'une corde de longueur finie

Considérons une corde de longueur L fixe aux points x = 0 et x = L (voir la figure VI1I-3).

Recherchons unesolution de 1’équation d’onde sous la forme : u(x,t) = g(x)f(t).

En remplagant dans 1’équation de propagation, on obtient :

1d%g 1 1d%f

gdx?  VZfde?
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Figure VI111-3. Corde de longueur L fixée aux extrémités

Le membre de gauche de cette équation ne dépend que de x, tandis que le membre de droitene
dépend que de t. Ces deux expressions sont donc égales a une constante qui doit étre
unnombre réel négatif que nous posons égal a —k? car la solution ne doit pas tendre vers

I’infinilorsque t tend vers I’infini. Posons = kV . On en déduit que :

— 2
= kg
af 2
wr =0

Les solutions de ces deux équations différentielles sont de la forme :
f = Acos(wt) + Bsin(wt).
g = C cos(kx) + Dsin(kx).
La solution de 1’équation d’onde peut alors s’écrire sous la forme :
u(x,t) = [A cos(wt) + Bsin(wt)][C cos(kx) + Dsin(kx)].
Tenant compte des conditions aux limites : u(0,t) = 0.etu(L,t) = 0.

C=0

On obtient : {k:n%oﬁnzo,l,z,

La solution de I’équation d’onde qui satisfait ces conditions aux limites est donc la
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sommed’une infinité de termes :

u(x, t) = Yx-ola, cos(wy,t) + by, sin(wy,t)] sin(k,,x).

14
Avec: kn=nz et w, =k,V =n—

Les w, sont les pulsations propres. Les coefficients a, et b, sont déterminés par les
conditionsinitiales du mouvement. Supposons qu’a t = 0 nous imposions a la corde une

certaine formeinitiale u(x, 0) = uy(x) et une vitesse initialew(x, 0) = vy (x).
Dans ce cas nous aurons les conditions initiales suivantes :
Ug(x) = D= Ay, sin(kyx).

Vo(x) = Lnmo —Wpbn sin(ky,x).

On doit inverser ces équations pour obtenir les coefficients a,et b,,. La méthode de
Fourierconsiste a les multiplier par sin(k,,x) et les intégrer entre Oet L. Si on utilise les

intégrales :

fLsin (mﬂ) sin (nE) dx = 0L s n
0 L L Esim =n"

on obtient :

a, = %fOL ug(x) sin (nnL—x) dx.

b, = . Lvo(x) sin (nnL—x) dx.

wnL Y0
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Exercices

Exercice 1:
Soit une corde vibrant transversalement dans le planOxy. L’équation de mouvement est de

formey = f(x, t). Soient Tet u la tension et la masse linéique de la corde a 1’équilibre.

1. Ecrire I'équation de propagation de I'onde.
2. En déduire la célérité V des oscillations.
3. On considere que I'ébranlement original est sinusoidal, déterminer les solutions

de I'équation de propagation en utilisant la méthode des séparations des variables.
4. Maintenant la corde est fixée par les deux extrémités de distancea, lachée sans
vitesse initiale.
A. Déterminer la forme de la solution générale.
B. Montrer que les fréquences de vibration de la corde sont multiples
entier d'une fréquence fondamentale f;.
A.N : Pour la troisieme corde de la guitare de longueur a = 63cm en nylon de masse
volumique p = 1200 kg/m?3 et de section S = 0.42mm?2. Calculer la tension de cette corde

pour qu'elle puisse emettre le son fondamental f; = 147Hz.

Exercice 2:

Partie A : Equation de la corde vibrante:

Une corde Homogene et inextensible, de
masse linéique u, est tendue horizontalement Txtdx)
suivant I’axe Ox avec une tension F constante, N 'le(x+ax, 7]

voir la figure ci-contre.

La corde, déplace de sa position d’équilibre,

acquiert un mouvement décrit a I’instant tpar

le déplacement quasi verticaly(x, t), compté & ¥ xhdx

partir de sa position d’équilibre, d’un point M

d’abscisse x au repos.

A D’instant t, la tension T (x, t)exercée par la partie de la corde a droite de Msur la partie de la
corde a gauche de M, fait un petit angle 8(x, t)avec I’horizontale.

On admettra @petit, faible courbure de la corde, et on négligera les forces de pesanteur.

On considére le trongon de la corde compris entre ’abscisse x et x + dx.
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Chapitre V111 La corde vibrante

1. Etablir I’équation de propagation de 1’onde de la corde vibrante.
2. En déduire la célérité Vde ’onde en fonction deuet F.

Partie B : Analogie électrique :

Soit une tranche d’une cellule électrique sans

perte représentée dans la figure comme suit : ; Linadx 2

ifx,t) ifx+dx,t)
1. Montrer que la cellule électrique —L BT

fcantéa i o : Co i, =
représentée ci-dessus un circuit analogique _— Y — ulictd,t)
d’un élément de corde vibrante de longueur e
dx.
2. Exprimer les correspondants : 2 T
X x+dx

mécaniques de I’inductance linéiqueL;,4, de la
capacité linéiqueC,,, de I’intensité du courant

i(x, t)et de la tension électrique u(x, t).

Exercice 3 : Onde Stationnaire

1) On considére une corde de longueur L = 63cm et de masse linéique p=2.10"2 kg/m.
La corde est fixée en ses extrémités (les points x = 0 et x = L de I’axe Ox) et tendue avec

la tension T,. La célérité des ondes transverses de la corde est € = 500 m s™1.

a) Calculer la valeur numérique de la tension Ty,.
b) Ecrire ’équation d’onde de d’Alembert vérifiée par le déplacement s(x,t).

2. On considére 1’onde stationnaire :
. TX
si(x,t) =A sm(T) cos (wqt)

a) Montrer que la fonction d’onde s; (x,t) est solution de I’équation de d’Alembert de la
question 1.b) pour une valeur de w,que 1’on déterminera littéralement en fonction de L
et C puis numériquement.

b) Déterminer littéralement et numériquement la fréquence f; et la période T, de cette
onde.

c) Dessiner I’aspect de la corde vibrante.

3. On considére I’onde stationnaire :  s,(x,t) = A sin(z%x) sin (w,t)

148



Chapitre V111 La corde vibrante

a) Montrer que la fonction d’onde s, (x, t) est également solution de I’équation de
d’Alembert de la question 1.b) pour une valeur de w,que 1’on déterminera
littéralement et numeériquement.

b) Déterminer littéralement et numériquement la fréquence f, et la période T, de cette

onde.

4. On considére ’'onde :  s(x,t) = A [sin(%) cos (wqt) + sin(z%) sin (a)zt)]

Ou w, et w, sont les valeurs déterminées ci-dessus.

a) Montrer que le signal s(x,t) est solution de 1’équation d’onde de la question 1.b)
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Solutions

Exercice 01:

Py _10% _

1. L'equation de propagation de l'onde :-— — == =

2. La célérité des oscillations est : V = \/%

3. Les solutions de I'équation de propagation en utilisant la méthode des séparations des
variables.

w . w
A(x) = A cos (;x) + A, sin (;x)

A(x) 2 B(x)
y=A(x)T(t)=>—=V—=>{ -
A(x) B(x) B(t) = B; cos(wt) + B, sin(wt)

4. A. La corde est fixée par les deux extrémités de distance a, alors les conditions aux
limites nous donnent :
5.

a

=0 7y = =0 0 = Do = (2)x =>{A(X) = A, sink{Vx
y(t=0)=0 B,=0""% 4 B(t) = B, cos(w,t)

Ainsi la solution finale :

yr(x,t) = Y, Csin k,(cn)x .cos(w,t) avecC = A,B;.

1. Les fréquences de vibration de la corde :
(n) wn 2T fp nm 1 T
== = — = = — |-
kY =on =20 =" = f =nfiavecf; = - |-

AN :f, = %\/g = T = 4a?pSf2 =T =173 N.

Exercice 2:
Partie A :
1. L’équation de propagation de 1’onde de la corde vibrante :
- 2 2
YF=dma=Tkt)=T(x+dx,)=F =9y _19W _

2. La célérité des oscillations est : V = \E
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Partie B :
1. L'équation de propagation de I'onde dans la cellule électrique :
ox aP 2t €lox = Thina 5
9%i _ ..
= axz = L; ndCap 6t2

2. L'équivalence mécanique-électricité :

9% . 0%y _ o’y

o7 = LinaCinsz & TH=433

ay

N 1
Avec: Lipg & 1 .lop &~ et i(xt) & — or

Exercice 3 : Onde Stationnaire

1.a) Latension T, = pV?=T, = 5000N

1.b) L’équation de D’ Alembert : oz vZaz = 0
9%s 9%s 71
2.a) On calcule 6t21 = —w;%s; et ?21 = _(Z)Zsl
L’équation d’onde 1.b) d (E)2 (ﬂ)2 =
équation d’onde 1.b) donne 7)) —\2) [s1=
La pulsation est w, = % =w,; = 2493 rad s~

2.b) La fréquence est f; = % = %:fl = 397Hz

La périodeest T, = fi = E:>T1 = 2,52ms
1

2.¢) Aspect de la corde vibrante

La période T, = 2,52ms est tres petite devant le temps de persistance des images rétiniennes,

la corde apparait sur la figure de droite.

6252 2 a 2
3.a) Oncalcule == = —w,”s, et — —(—) Sz

L’équation d’onde 1.b) donne [(Z—E)Z - (&)2] s, =0
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La pulsation est w, = v 2w, =w, = 4886 rad s~ !
L
3.b) La fréquence est f, = ‘:—; = % =2fi=f, = 794Hz

Lapériodeest T, = % = §:>T2 = 1.26ms

4.a) s = s; +s,est la somme (superposition) de deux solutions de 1’équation d’onde.
L’’equation d’onde étant linéaire, s(x, t) c’est aussi une solution.

4.c) L’onde s n’est pas stationnaire.

L’onde s est périodique de période temporelle T; : s(x,t + T;) = s(x,t)
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