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Introduction

Les mesures ont été introduites par Borel, quelques années avant les travaux de Lebesgue, afin
de quantifier les tailles de certains ensembles, et de construire des fonctions vérifiant certaines
propriétés.

A la fin du dix-neuviéme siécle, les limitations de la théorie d’intégration de Riemann de-
viennent apparentes et plusieurs mathématiciens célébres (Jordan, Borel, Young, ...) se mettent
en devoir de la généraliser. C’est finalement la théorie de Lebesgue, exposée dans une note fon-
datrice de 1901, puis développée dans le Cours

Peccot, qui sera adoptée par ’ensemble de la communauté mathématique. Elle se développe
a partir du concept de mesure, introduit par Borel vers 1895.

La théorie de la mesure et I'intégration de Lebesgue seront ensuite perfectionnées et généra-
lisées par de nombreux mathématiciens au cours du vingtiéme siécle, en particulier (par ordre
chronologique approximatif) Carathéodory, Vitali, Radon, Riesz, Hausdorff, Kolmogorov et Be-
sicovich. L’histoire de la théorie de la mesure est associée au développement de la théorie des
probabilités, a celui de ’analyse harmonique moderne et meme a celui de la logique axiomatique.

La théorie de 'intégration de Lebesgue est une généralisation de la théorie de I'intégration de
Riemann. Elle est basée sur le concept de mesure d’'un ensemble qui est une extension a la fois
de la notion de longueur d’un intervalle réel et de celle de probabilité d’un événement aléatoire.

Cette mémoire constitue une introduction élémentaire rigoureuse et relativement compléte a

la théorie de la mesure et a l'intégation, outil théorique essentiel de I’analyse mathématique.




Chapitre 1

Théorie de la mesure

1.1 Algébre d’ensembles

1.1.1 Algeébres

Définition 1.1 Soit X une collection non vide de sous ensemble de X. ¥ est dite algébre d’en-
semble si :

T :AcL = A c 3,

T, : A, BeY=— AUuBeXY .

Si 3 est une algebre d’ensemble sur X :

aA) XeEX=0¢9ecX (car Ac L= A €Y)

b) ABeY = ANBeX (car ANB=(A°UBY) =AUB\[(A\ B)\ (B\ A4)]
c) A, BGZ:>A\B:A.BEE(carA\B:AﬂBC)

Stabilite par rennion et 1ntersect10n ﬁnle Si ¥ est un algebre d’ensembles sur X :
a-XeY =0l (AcY=AcY = AUA e = XecX=XcY = ¢pc ).
b-A,BeX—= ANBeX (AnNB=AUB—-((A\B)—-(A\B)).
c-cABeX= A\BeX (A\B=ANB%eX).

d- (A,), € ¥ une suite d’élements d’'un algébre ¥ sur X alors: UF_ 4, € ¥ et NF_, 4, € .
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Exemple 1.1 X = {¢, X'} est une Algébre (le plus faible (petite) algébre)

Exemple 1.2 ¥ = P(z) (I’ensemble de toutes les pareties densemble ) (la plus forte (grosse)
Algébre)

Exemple 1.3 La plus petite alg contenant A est {qﬁ, A, A°, X} )

Exemple 1.4 X = {2,4,6,8 10} est ce que . Algébre ¢
a) ¥ ={{2,4}, X, ¢} n'est pas Algébre
b) ¥ ={{2},{4},{6}, X} n'est pas Algébre
c) ¥ =1{{2,4,6,8},{10},X} Algebre
d) ¥ ={{2},{4,6},{4,6,8,10},{2,4,6},{2,8,10}, X, ¢} ...?

Théoréme 1.1 Soit (A,), € ¥ une suite d’elements d’un alg 3 sur X alors il’existe une suite
d’éléments (B,,) € ¥ tel que :

a) B, C Ap,

b) NE_ B, =UF_ A, k=1.2...

)Ly By = UpZ i Ap,

d) B, N B, = ¢, m # m.

Preuve Posons
B, = A
By = Ay N AY
By =, A3 N A N AY

B,=A,NA{..NAY | B,eX

n—1»

a) Par la construction :
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( B, € ¥ parce que : By, Bs,...,B, dans ¥) B, C A,

b) On a :
k k
UB.c 4.
n=1 n=1
démontrons
k k
JA. cUB.
1 1
Soit

xEUAn,EIi::UeAi
1

Posons ng = min {i: z € A4;} ,ng < k signifie que v ¢ A, sin <nget v € A,, & x € A

pour n < ng et x € A,,

r € A, NAYNASN...NAC

no—1
k

= z €| B
1
c) B,NB,,=¢,n#msoitn<m

B, NB,=¢<+=x€ B,

et
T ¢ B,,,Vx € B,

v € By=rcA,NA{N.NAY

&S xé¢ A
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mais

B, = A,NAYN...NnAN..NAY |

1.1.2 Tribus

La théorie de Lebesgue n’est pas construite sur la base des algébres, mais sur celle des
o—algebres, ou tribus. Le préfixe o indique une propriété de stabilité vis-a-vis des opérations

dénombrables.

Définition 1.2 Une Algébre ¥ sur X est dite o-Algébre si elle posséde la propriété d’addivité

dénombrable c’est a dire :
Ty: A A el = JAiex

I=1

Si A,y Ay, €N = (A €D car ([ A)° = JAS Si A1 A, € X tribu alors
=1

i=1 =1
A, €X(C (M2 A =Ur CA,
Exemple 1.5 Les Algébres de exemple 01 et exemple 02 ,sont des o-Algébre
Remarque 1.1 o-Algebre = Tribu.
Remarque 1.2 Un élément de la tribui 3 s’appelle ensemble mesurable.

Remarque 1.3 Si ne veut preciser la tribu ,on dit que l’ensemble est ¥ -mesurable ou mesurable

par rapport a 3.

Remarque 1.4 Le couple (x,X) constitue d’une ensemble X et Tribu s’appelle espace mesurable
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Remarque 1.5 L’ensemble des propriétés (11 ),(1s),(Ts) (resp 11,13, Ty) construie ce que ‘on
appelle le systeme d’aziome des algébre (resp des tribu ) il ya d’autres systemes equivalentes :
Si on pose :(Th) : p € X
(1) tA,Be¥=ANBeX
(T3) : Ay, Agy e eEY=>NA,€eX

On a les equivalences :

T+ T+ 13
— T+ T, + Ty
s TV +T,+1T;

T+ Ty + T3

(s

T+ Ty + Ty
& T+ Ty + T3

pour les algébre et les Tribus respectivement :
Remarque 1.6 L’intersection d’une famille quelqonque des Tribus est encore une Tribu
Définition 1.3 On dit qu’une partie A de R, est une ouvert ,si pour tout x € A,il 3 une e > 0
tel qu’on ait l'inclusion v —e,x + e[ C A

Le complementaire d’un ouvert est ce qu’on appelle fermé plus généralement une partie A de

E est une ouvert si toutes fois qu’elle contient un point x € E ,elle contient an moins, une boule

ouvert ( de rayon r > 0) ayant pour centre ce pointe :

Ve e A,3p>0,By(z:p) C A
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Remarque 1.7 01) Les intervalles ouvert (fermes) sont des ouverts (ferme ).
02) ¢,R sont des ouverts et fermes.
03) Les intervalle semi ouvert ne sont ni ouvert ni ferme.
04) Une rennion glq d’overts est une ouvert.

05) Une intersection finie d’ouverts est une ouvert.

Définition 1.4 On appelle espace topologique E,la donnée d’un ensemble E est d’une famille

de parties T verifiant les proprietes(02),(04) et (05) (i.e)

Définition 1.5 a) ¢, F € 7.
pier,| Jvier

k
c) ﬂ Vier.
i=1
Remarque 1.8 En générale une topologie n’est pas une d-algérbre.

Définition 1.6 Soit (X,7) espace topolosique, le Tribu engendré par T est dit tribu borelien et

le note B(z), T € B(x)

Proposition 1.1 Si ¥ est §-alg engendreé par les fermés d’un espace topologique alore ¥ = B(x)

1.1.3 Classes monotones

Définition 1.7 Les ensemble de type GC;, F,.Soit (X, T) , espace topologique A C X est dit de
type Gy : s’il 3 des ouwverts V,, /A = m V,, et de type Fs: s’il 3 des ferme F,, : A = U F,.

n=1 n=1

Remarque 1.9 01) Toute ensemble de Gs,F, est un élément de B(z) .

02) Toute ouvert est un Gs et toutes fermés est un F,
e.0)

Tout [a,b] est un F, , et [a,b] est un Gs aussi car : [a,b] = ﬂ Jla—Lb4+1].

n n
n=1

Remarque 1.10 |a,b| est un F, et G5 aussi car :

o0

Remarque 1.11 |a,b[ = U [a—l— %,b — ﬂ n € N*.
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Remarque 1.12 [0,0] = | J [a,b = L[ ou bien [a,0] =(")]a— 1,b[.
Remarque 1.13 ¢ est un F, et n'est pas Gs .

Définition 1.8 Les classes monotones
Soit X # ¢ , ondit que collection de parties > de X est classe monotone si :

1) pour tout suite croissante {A,},~, C X on a: ﬂ A, eX.

n>1

2) pour tout suite décroissante {A,},~; C ¥ ona : UA" €.

n>1

08 : Soit ¥ ensemble des parties de X et k ensemble de toutes le C.M (classe monotones )

sur X qui contient > on appelle ﬂ Ck la classe monotones engedrée par X et on le note M, (%)
ick

ou M(X%).

10



Chapitre 2

Espace mesurable,ensemble et fonction

meusrable

2.1 Espace mesurable

Définition 2.1 On appelle espace mesurable le couple (x,%) od X est un tribu , les elementes

de X2 sont dit ensemble mesurable .

2.1.1 Applications mesurables

Définition 2.2 Soit (z,%) espace mesurable et (Y,T) espace topologique ,une application f :

X —Y dite mesurable sur X si :
YWer:fH(V)ex.
Si E € ¥ ,un ensemble mesurable de(x,X) et f:x — y est dite mesurable sur E si :
Wer:fY(V)NEeX.

Exemple 2.1 Une fontion constante est mesurable

11
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pour tout z € X : f(x) =yo € Y soit

. X, siyeV,XeX
Ver [7(v)=
¢, siyo g V,9€X

implique
[l es=f

est une fontion mesurable telle que V' ouvert.

Remarque 2.1 Pour qu’une fonction f : X — R soit mesurable ssi : Vo € R on ait f~'([—o0,af) €

Y.
Preuve Necessité : [—oco0,a est une ouvert de R = f~!([—o00,af) € ¥ implique que f
mesurable.
Suffaisante : démontrons que
[ o000 2= f7H(V) €3,
Soit V ouvert de R
o [—OO, Oz[,
VCR:V=JViouV, =4 Ja,f[,
n=1
18, +0q] .,
On a
18, +00] = G 5+1 +00
) - ~ n?
= 1
n=1 n

12
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donc
Feel) = U e (3]
_ Qc fl([—oo,ﬂJr%{) )
on a |a, B[ = [~o0, B[ N]a, +oc] ouvert deR = f~(Jo, B[ € T. =

Remarque 2.2 01) On note que
[ ([~o0,a[={z €R, f(n) < a}.

02) Une fonction f mesurable sur X mesurable sur toute sa parties mesurable .

Définition 2.3 Une fonction mesurable par raport & B(x) est dite boreliénne ou fonction mesu-

rable de borel .

Remarque 2.3 :Toute fonction continue sur X est fonction mesurable de borel .

f: X =Y [(y,7) espace topologique,
Ver: Y (V)eBx), fYV)er, C B(x).
Théoréme 2.1 (Caracterisation des fonctions mesurable) : Soit (x,%) espace mesurable f :

X —>R.

fest mesurable sur X si et seulment si l'un des quatres énancés suivant satisfait :

1)Va e R: f1([—o0,al) est mesurable ou bien H{z: f(x) < a} €.
2)Va € R: f71(]—oc0,al) est mesurable ou bien {x: f(z) < a} e X.
3)Va € R: f~1(Ja, +o0|) est mesurable ou bein {x : f(x) > a} € X.
4)Va e R: f~([a,+00]) est mesurable ou bien {z: f(z) > a} € X.

Preuve 1) = 2)=3)=4)=1).

13
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1) = 2):
P = 1) [t )
- N [eartes
2) = 3)
F(avtoc]) = F(C[-o0.0]
— Cf (ool €D
3) = 4) -
oo = () o ovee))
= gf_l(}a——,ﬂ)o] €y
4= 1)

]
Corollaire 2.1 Si f: X — R (f mesurable ) alors : Va € R : {n: f(x) = a} € X.(mesurable).

Théoréme 2.2 Soit (1,X) espace mesurable f,g deux fonctions mesurables de X — R et c

une fonction constante alors les fonctions : f £, cf, f+q, f—9,9.f, /g sont mesurables .

Preuve*) f+c={z: f+c<a} €L, Vo € Rmais f+c={z: f+c<a}l={z:f<a—-c} €
Y, a—ceR

Y ef  (evident ) (2 €R).

) fre={r: f(z)+9(r) <a} el

VaoeR: {z: f(z)<a—g(x)} (1)

14
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f(zo) < a—g(xo)

= IreQ: f(zy) <r < a-—g(xy).

{e:f(z) <a—g(@)} = (J{z:fl@) <r<a—g@)}

reQ

= Ulle: f@ <rinfa- g(@))]
reQ

= Ule: /@) <rnfe: o) <a—r}
reQ

Nf—g=f+(-g) €X

*)comme ¢ € ¥
7= z: fA(x) <a}

_ o, a<0
x| f(z) < Vo, a>0

{z:] f(z) |< Va}
= {z:—Va < f(z) < Va}
= {z:f(0) > —va}u{z: f(z) < Va}
V9= {(f+9)*—(f-9)*teT =

Corollaire 2.2 Si une suite de fonctions (f,) mesurable de X — R converge vers f , alors f

est mesurable

Définition 2.4 Soit f: X — R on pose

15
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f(x), =0,
0, r <0,

et soit

F@ = spfo—f) = L)

flx) = fT(z) = [~ (2),
| f(2) [= fT(2) + [ (),

donnent f mesurable = [ et f~ sont mesurable.

f mesurable =| f | mesurable pas en génerale vrai

Définition 2.5 6(z) est dit fonction simple si elle prend qu’un nombre fini de valeurs 6 : si

a1, .., le valeurs distincts de 0 : X — R alors on pose

Ei={r:0x)=o}=0() = Z X (),

St
0.0# 7

T € B = xp;i(v) = o
la=y

Théoréme 2.3 Soit f : X — [0, +o0] mesurable = 3 une suit (§(z)) des fonction mesurable
étagée tel que :

1)0<6i(z) <Os(x) < ... <O,(x) < ... < f(x).

2) f(x) =1lim, o 0,(x), z € X.

3)Si f(x) est borné la convergence est uniforme.

Preuve I- On prend y, , = 2%, k=0,1,...,n2".

16
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Donc

1
Yn,o = 07 Ynmon = Ny Ynk+1 — Ynk = 2_”

On pose
{2 Your < F(2) < Ynpir}, k=0,1,..,n2" — 1.

En,k =
{z: f(x)>n}, si k = n2".

1- E,, est mesurable pour tout k.
2- B, sont disjoints.

3-|J Eni = X.
k>0
II- On construire la suite étagée a partir de E,
n2m

0,(z) = Zyn»kXE k(x) verifier les 3 conditions précedante. ®
k=0 ’

Théoréme 2.4 Soit (X,X) espace.mesurable ,f : X — R mesurable alors il 3(f,) (suit de fcts
mes ) tq :

Q) O<[ frl<.. <[ ful< <[

b) f(n) = lim, .o fu(2).

2.1.2 Mesures positives. Espace mesuré

Définition 2.6 Soit (X, X)) espace topologique tout application p: > — [0, +o0], (R,R,C) qui

posséde la propriété d’addivité denombrable (c,a,d)

[e.o] o0

1( EZ):Z W(E;) et BE;NE; = ¢,  pouri # j
1

1=

=1

est dite mesure positive sur (X,X) ou ¥ est un Algébre ¥ C P(X).

Définition 2.7 On appelle mesure dégénérée toute mesure positive

e Z — RTtq : u(z) = Oetp(A) = +00,VA # ¢ € 3.

17
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Exemple 2.2 Soit X =N, ¥ = P(N) et soit

le nombre des éléments de X ,si X fini
n(X) =:

0o, si X est infini
cette mesure est dite mesure denombrante .

Exemple 2.3 X =N, ) = p(N),

22_", si B fini
:UJ(E) = n=1

00, st non

1 n’est pas mesure car elle ne posséde pas la propriété d’addivité denombrable :si on prend :

E=N=[J{n},n(N) = p(|J {n}) = +o0,
alors o
Sunh =Y 5 =1
donc .
plw) # S n(E)
Conséquence :

01)SidE C Y et u(F) < oo = pu(p) =0,
posons F = FEy, et E;=¢,i=2,...

H(U E) = M(El)+ZM(Ei)
= wB)+ ) u(9)

18
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02) Si
Ela 7E7’L C Za
ENE = ¢=ulJE)=D ulE)
=1 i=1n
03) Si
ECF=pE) < u(F)
de plus
p(E) < oo = F=pu(F - E) = pu(E) — u(F)
Preuve

F = EU(F-E),EN(F-—E)=¢

= W) = p(E) + p(F — E) = p(E).

04) Propriété 01 de la convegence :

Si B € X, Ey C Es...({E;} suite croissante de X)) alors

p(J E:) = lim p(E,).

) n—00
=1

Preuve D’apres "«" il 4 B, C ¥ : =m

k k
bl B =JE
= =1

_1 —
C)BlmBJ:(b Z#],

19



Chapitre 2. Espace mesurable,ensemble et fonction meusrable

donc

= lim p(E,)

05)Propriété 02 de la convergence :

SiE;e€¥,tq By D Es....... (suit décroissante ) et p(E7) < oo alors

p(()Ei) = lim u(E,)
i=1
Preuve : 1l suffit de poser A; = E; — E;.
06) Sous additivité denembrable :

Définition 2.8 Soit (X, X, 1) espace mesuré alors :

1) On dit que A est négligéable si (A) = 0 (de mesure nul) toutes sous ensemble d’une
ensemble négligéable est dit p négligéable

2) On dit que (X,3, 1) (ou u) est compléte si toute ensemble j1 négligéable est une ensemble
mesurable .

8) On dit que (X, %, ) (ou p) fini si p(x) < oo et d finie si il I{Ey,}, 5, C X tq pu(E,) < oo
Vn et X = U E;

n>1

20
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Théoréme 2.5 de completion : Soit (X, X, ) espace mesuré arbitraire alors il existe mesure

complete (z,3, 1) tq XCTet . = 1 (@ et la complementaire de ).

Théoréme 2.6 de Hann : Toute mesure positive i sur algébre ¥ C P(x) accépte une pro-

longement 1 & 6,(X), de plus cette prolongement est unique et § finie si p est mesure § fini

2.1.3 Mesure extérieure

Définition 2.9 Une application p* : p(x) — [0,400| est dite mesure extérieure si :
1y (¢) = 0.
2SI E C F = p'(E) < ' (F),
3’),u*(U E;) < Z p*(E;) une mesure.extérieure n’est pas en générale une mesure positive ,et
i=1 i=1

une mesure positive si X = p(x).

2.2 Mesure de Lebesgue

Mesure de Lebesgue dans R™ est la mesure de référence naturelle dans un cadre euclidien.
Elle correspond aux notions habituelles de longueur
(n = 1), surface (n = 2) ou volume (n = 3). On peut la définir en spécifiant le volume des

pavés, ou celui des boules, selon les formules dont nous avons

I’habitude.

Définition 2.10 Soit E espace topologique, on appelle R(E) reconvrement de une ensemble de

partie de E tel que toute point de E appartiennet au mois & 'une d’entre elles.
Exemple 2.4 L’ensemble des intervalles In — 1,n + 1] lorsque n parcourt Z est un recouv de R.

Notation 2.1 II ensemble de tout les intervalles de R(¢ = la, al).
IT :ensemble de tout les intervalles de R.

E CR et R(E) ensemble de tout les recouverment de denble de E par les éléments de 11.

21
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{I.Yo, €R(E), J,eTEC| e

n=1

I(J) : longueur de lintervalle J.

2.2.1 Mesure interieur de Lebesgue :

Théoréme 2.7 L’application :m* : P(R) — [0, +00| est définit par :

m*(E) = inf {ZZ(j),{Jn};‘;l C J(E)}/E CR.

L’application m* est un mesure extérieure

Preuve Vérifiant (1), (2) et (3)

1) m*(¢) = O,car ¢ € (0,¢), Ve.

2)Si £ C F = J(E) C J(B) = m"(E) < m"()
By (me(8) < 3" m ().

*Si Eliol/m*(EiO) = olo =1'inégalité est vrai.

[e's)
n=1"

*Si Vi m*(E;) < oo = Ve > 0,3 un recouverment {.J,,;} tel que

tm*(B) +e> ) (o)
n=1

oo
{Jni}.2 recouverment de E; implique E; C U i

n=1

o oo o0 oo
U E; C U U Jni ~ {Jn,i}o.recouverment de U E;.
=1 n=1

n=1n=1
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m*(U E;) < Zl(Jn,i)

n,i=1

= 2.2 1)

donc

2.2.2 Propriétés du mesure de Lebesgue

1) m*({p}) =0,pe (p—e,p+¢) = m*({p}) < 2.

2)Si J € J = m*(J) = I(J).

3) m* est une invairante par trenslation (c & d) m*(E + a) = m*(F)

{J.} est recouverement de FE < {J, +a} rec de E +a < I(J, +a) = 1(J,).
Posons

L+{ECR:m"(a)=m"(ANE)+m*(ANE°)VA CR}

On note que :

A=(ANE)U(ANE°)

d’aprés le sous addivité de m* on peut ecrire :

m*(A) <m*(ANE)+ m" (AN E°),

et on a:
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Ee L& m (A >m"(ANE)+m" (AN E°).
Si e L= E°€e L.
Théoréme 2.8 L est une tribu que contient B(R)

Preuve " utiliser le lemme suivante"
a) d’aprés "1" il suffit de demontrer que si Fy, Fy € L = E; U E5 € L.
Soit A C R alors

m*[AN (Ey U Es)] +[AN (£ U Ey)°]
m* (AN Ey) +m*(AN E{N Ey) +m*((AN EY) N ES)
m* (AN Ey) +m* (AN EY)

= m"(A),

donc L est un Algebre. m

Lemme 2.1 Si E, € L, E;NE; = ¢,1# j,VA € R alors

AN (O)Ez

=1

= Z m*(E; N A) (%)

Preuve Si n =1, (x) est vrai.
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Admetons le resultat pour n —1: FE, € L =

n—1

(AN (U)Ei)ﬁEn]

=1

n

AN (U)Ez

=1

(Am(O)Ei)mE;

i =1

n—1

(an(UE)

i =1

= m"(ANE,) +m

= m*(ANE,) Zm (AN E;)

= Zm*(A N E;)

cl) Si E; sont disjoint et E., € L alors E = AL>J1E,~ et

On pose : F, = ‘61Ei’ F,, € L pour tout n
7, =

A CR= m"(ANF,) Zm (AN E;)

i =1

d’aprés (b)) puisque

F, € L= m"(A)= m*(ANE,)+m*(ANEy)

> m (AN E;) +m* (AN FY).

i =1

Mais
F,CEF= E°CF}
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= m* (ANF;) >m*(AN E°)

donc
m*(A) =) “m*(ANE;) +m*(AnE"),

i=1
pour tout n € N
n—oo = m'(A) > Zm*(Aﬂ E;)+m*(ANE°)
i=1

D’aprés la sous addivité de m* on peut écrire

J@ng)

i =1

= m'(ANE)

Zm*(A) > m"

i =1

de (3) on obtient
m*(A) >m* (AN E)+m"(AN E°)

donc £ € L

Si on pose dans (3) A= IOL_le,- on obtient

m (D) = 3 m'(B) +m(9)

i=1

d’autre part
(0] B < *( .
m*(U E)< Y m"(E)

i =1

c2) Si E; € L alors .OL(J)IEZ- € L on xonstruit la suite
—

BieL UBj=UFE,BNB=6,i#]
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00 00
‘UIBZ‘EL:>S‘U1EZ'€L
1 = 1=

2.2.3 Mesure de Lebesgue

Les éléments de L sont dit ensemble de Lebesgue (R, L) espace mesurable de Lebesgue .

(R, L,m*) = (R, L,m) ou, m, m* est la mesure de Lebesgue .

Remarque 2.4 La restriction de m* a L est une mesure positive dite mesure de lebesque ,on le
note par m,aussi m(E) = m*(E)

I'cJcB(R)cLcPR).
Définition 2.11 Ainsi la mesure de Lebesque est definit par :*

Remarque 2.5

m(E) = m*(E) = inf {Zz (J,) {Jn} C J(E)} ,

L={ECR:m*(A) =m"(ANE) +m* (AN E°),YA C R},

et comme toutes mesure positive m on a les propriétés suivantes :
1) m(¢) = 0.
2) EC F=m(E) <m(F).
sim(F) <oo=m(F—FE)=m(F)—m(E).
3) Les deux propriétés de la cge sont vérifiées.

4y m(JE) <) m(E) Er C L.
i>1 i>1
et posséde encore quelques propriétés speciales .

5) m({P}) =0 ({P} € L) = m(F) =0, si FE est dénombrable.
6) m(J)+1(J),J € L.

7) m prolonge L.

8) m est invariante par translation .

9) si m(c) =0,et B C C alors B € L et m(B) =0.
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2.2.4 Les ensembles mesurables de Lebesgue :

Ces ensembles sont les eléments de |.
Proposition 2.1 Sim*(B)=0= B C L.

Théoréme 2.9 Les condition suivantes sont équivalentes :

1)EelL
2)

Ve>0,aVeR:ECV etm*(V—-F)<e.
3)

Ve>0,3F€R:FCE etm*(E—F)<e.
4)

G de type G5 : E C G etm*(G — E) =0.
9)

JF de type Fs : F C E et m*"(E—F)=0.
Donc

1==2=4=11=3=5=1.

Preuve 1 =2si E€c L=m*"(V-E)=m(V —FE) <e.

a) si m(FE) < oo. alors

m(V —FE)=m({V —-FE)=m((V) —m(E) <e.

WV CR:ECVetm(V)<m(E)+e¢

mais

m(E) = m*(E) = inf {an), {J.} € J(E)} ,
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= Ve > 0, 4 une recouverment .J,, :

Ec GJn, m(E) + e > f:z(Jn).

OnposeV:UJnCR,ECV.
1

m(V) <> m(,) =Y U(Jn) <m(E)+e.

b) si m(F) = co. on pose

E+|JE.={J(~nnnE),

1

m(E,) < 2n < oo,

d’aprés
a/3V, D E,:m(V, — E,) < 2%
On prend V = JV,,EC V.
1
m(V-E) = m*(( V.- JEn
1 1
< m || JV,—E)
1
1
< 3=
2n
1
= e—1

2 = 4 : prenons %, = %, vV, et m*(V,, — E)
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OnposeG:ﬂVn,ECG:
1

m*(G—-E) = m*((\V.—E)

AN
3*
&
£

IN
|
<
S

= m(G - E)=0,n — oo.

4=1prenonsl =G—-FEecL GCBR)CL:

E+G—-(G-FE)elL,

1=3:
EFECcL=FE¢€L,
d’aprés 2/
WV CRE e Vet m(V—E)<X.
et
EcCcV=FEDV°CR,
Posons F' = V¢

V-E = V'—E

= F-E=m(F-FE)<ZX.

Conséquence 01 :

ECL&Ve>0,d3VCR,FCR,
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donne

FCECV:m(V—-F)<e.

2)E € L <= 3G de type Gs et F de type F, :

FCcFECQAG.
m(G — F) =0.
D’aprés (2) et (3) ona IV et F:

X
m(V —FE) < —,

2
m(F — E) < §

2

11 suffit de noter que (V — F) C (V — E)U(F — F

FCECV=V-ECV-F,

donc

m(V—FE)<m(V —-F)<e.
On demontre 2) de méme fagon analogue . m

Proposition 2.2 Si
m(E) <oo,Ve >0,3k CR:RCFE

et

=
=
N
2
&

IA
3
=
+

™
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Preuve £ C L = d’apres (3) = 3F C E:

m(E —F) <

DN ™

Mais
F=U([-n,n|NF)=UF, (borné)

implique F,, C R, Vn F, :

et
FCcE=F,CL,
E—F,OF—F,;1D.... ,
donc
m(E — Fy) <m(E) + oo
n

Proposition 2.3 De la propriété (02) de la convergence on a

m (ﬁ(E - Fn)) = lim m(E — F),

n—00
1

mais
(WWE-F)=E-|JF,=E-F
1 1
m(E — F) = lim m(E — F) = 3ng : m(E — Fyg) — m(E — F) < g
posSons

m(K) <m(E) <m(K)+e.
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2.2.5 Mesure interieure :

Définition 2.12 On vérifiés que
m* = inf {m(V), E C R}

On pose
m. =sup{m(F),F C E et F C R},

m, est dite mesure intérieure.

EeL=m"(E)=mE).

2.3 Fonctions mesurables de Lebesgue :

Définition 2.13 On dit qu’une propriétés a lieu presque par tout si l’ensemble des points od

cette propriété n’a pas lieu est de mesure nulle

Exemple 2.5 Ainsi on dit que :f = g pp si

p{z: f(z) #g(x)}) = 0.

Exemple 2.6 f, — f pp st
pz: fulz) » f(2)}) = 0.

Exemple 2.7 Si (X, X, 1) espace mesuré complet f : X — R mesurable et f = g, pp alors g
est ainsi mesurable .

On pose
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f mesurable sa implique que :
{z:9(x)<a}={reA:g(x)<a}lU{zreA%g(x) < a}

donc g mesurable .

Proposition 2.4 Si {f,} une suit de fonctions mesurable converge presque partout vers une

fonction f et l'espace (X, %, 1) est une espace mesuré complet alors f(x) est mesurable .

Preuve On pose

A=A{z: f,» f} = ulA)=0.

1(A) = 0 implique toute fonction mesurable sur A imlique que f mesurable sur A

{reAd: fa)<a}CA={recA: f(z)<a}ekX

AC
etona f, = f donc f messur A = f mes sur

X = AU A°,

Théoréme 2.10 de Eggorof :
Soit (X,%, 1) espace mesuré complet E C ¥, u(F) < oo
Si la suite (f,) converge presque partout sur E vers une fonction f alors
Vn>0,dA C E tel que
(1) u(4) <n
(2) sur E\ A: f,— f.

Preuve 1) Au conditions de la théoréme :
Ve > 0,Vn>0,dJA C E et dgy € N tel que :Vq > qo
On ait :
|fo(x) — f(2)] <e,Vx e E— A,
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et

Posons

implique

Mais

implique

n(A) <.

Gn = {:L’ € E/’fn(x) - f(.%")’ > Z}’

b)E; D Es..oel.
w() Eq) = lim p(Eq)
q=1

(VEqC{n€E: fu(x) » f(z)},

q=1

() = f(2)] 2 5 & fol2).

Et d’aprés les conditions

p([)Eq) =0

(car [VE C{z € E: fu(z) » f(x)})

Donc

on pose

lim u(Eq) = 0.

q—0o0

pour 7 > 0.3q0 : u(Eqo) < 1,

A= Eq /1 (A) <.
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Soit
reE—-A=cv¢A=0¢e€ Eq=x¢ Gq,Vq> q,

donc

|[folz) = flz)] < %

2)On prend ¥ = %, ¥ = 5+ d’apreé 1).
JA, et ¢, € Ntq:

)
et Vg > q,
1
[fo(x) = f(2)] < =, Vne B~ A,
On pose
A=]A,
n=1
donc
1(A) < Zp(An) <.
Ou
reE-AsscE-|JA,ore[|(E-A,) ©neE-A,vn,
1 1
donc

Va2 g, fia) = flz) < 2. n

si € > 0, donné

1
dng, — < X,
o

alors Vg > g,, on a

| fo(z) = f(z)] < nio <Y, VreE.A

1)On demontre que la convergence presque partout est un convergence presque uniforme
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2)Consequence : si aux conditions de théorem (z,¥.u) = (R.L.m)
Vn>0:3KCE:N

1) sur K f, — f. convergence uniforme

Vn>0dACE

1) m(A) < 3.

Qysur E—A f,— f

m(E — A) < oo,

implique dK C E — A :

Y

A(E-A-K)<

(N

—

KCE-A=KCE etsur K fo—f

On a
E-KCAU[E—A-K],
et
m(E—-K)<m(A)+m((E—-A-K),
=2+d=n=
m(E— K) <n,
[ |

Proposition 2.5 Si F € L :m(E) < co. et 0 un fonction étagée mesurable de Lebesque alors

Ve>0,Fk C E:m(E—-K) <e,

et 0 continue sur k .

(x)= Z a; Xg, (n) E;

sont mes (car 0 est mesurable ) m (E;) < oo et E; N E; = ¢.i # j.
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7’TL(EZ)<OO:>E|[<ZCE'Z

by
Ui
On pose
k= UKl,G(n) = Qy,
i=1
st x € Kz
kiNk; =¢,i=j= O continue sur (K) ( car 0 une constant sur K; compact disjont )

& - Ki)]

IN

Proposition 2.6 Si F C L : m(F) < oco.f est foncion mes de lebesque :f : E — R.alors
Ve = 0,dK C E tel que :

m(E - K) <3,

et f est continue sur k .

1) d’apres (le théoréme d’approximation ) 3 (f,) suit de fonctions étagée mesurable tel que :

fo (@) = [ (2).

2) Consequence du théor d’Eggoraf = Ve > 0,3Kq C E tel que

m(E — Ko) <

Y

DO | ™

et sur
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3)(Proposition01) implique Vn : 3K,, C E tq

m(E — K,) < TS
et fn(n) est continue sur k.
On pose .
K =) Ku
n=0
alors
K C K,,Vn

donc 2°/ et 3°/ sont vrai sur k (c a d ) les fonction f, sont continues sur k et la suite

fo—= f=f, continue surk .

0

(s

m(E—-K) = m(E—ﬁKn)

Théoréme 2.11 de Lesin :
Si EeL, m(E)<co.

[+ E — R (mesurable) alors .¥e > 0.3g continue sur E tel que

m({x e E.f(x) #g(x)}) <e

Définition 2.14 (f,,) est dite suite mesurable convege en mesure vers une fonction f :
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Si Ve > 0,0n a :

lima ({n: | f, (n) = f (n)] > 0}) = 0.

Ou bien

Ve >0,3dng € N:Vn >ng,u({z:|fu— fl > e}) <e.

Tel que (X, X, u) espace mesuré complet .

Théoréme 2.12 1)Si f, = f et f=g p.palors f, = g aussi.
2)Si fo=f et f,=g alors [ =g presque partout

Preuve 1)Si
E={f(x) #9()}, p(E) =0,

{n:]f(z) —g () = X}
# {reE:|fa—gl =23 U{zr e E: |fu—yg| =X}

C EUfe:fula)—f(2) 25},

donc
pfe | fa(@) —g(x)| =22} < p(BE)+p({z:|falz) - fl|=X})
< X+0.
2) Poson
E={z: f(z)#g(x)},
donc
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donc il suffit démontrer que

Mais
1
{oir-az2l o {air-piz o}
m
C {xC|fk—g|2—} m >n:Vk..
On a
1 (B < 1 (An) + 1 (Ba)
or
p(Am) = (Bn) =0
Donc
p(Ey) =0
n
Théoréme 2.13 de Lebesgue :
Si
p(z) < oo
et
fo— 1
alors
Jn— [

Théoréme 2.14 de Riesz :
Si fn=f alors 3 une sous suite fn, = f
Si (fn) -suite de Cauchy converge en mesure alors il exist sous suite de Cauchy (fnx) convege

presque partout.
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Remarque 2.6 Suite de Cauchy converge en mesure :

fo—= 1

équivalent

Vn, % > 0,3ng,Vn,m > ng :
p{n € E:|fn(z) = frn (x)| 2} < X

Remarque 2.7 1)La convergence simple

fo—= f

équivalent

Vee E:VYX>0dngeN:

Vn = ng |fn (:L‘) —Im (l’)’ <e.

2)La convergence uniforme

fo—= f

équivalent

Ve € E:Ve>0.dng € N:

Vi > no: [ fu(2) = fn (2)] <€

3)La convergence presque partout

fo—= f

équivalent

p{z: forfh)=0

4)La convergence presque uniforme

fo—= f
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équivalent

Ve > 0,Yn >ng: |fm (z) — f(2)| <e,Vz € E.

5)La convergence en mesure

fo—= f

équivalent

v > 0. lim p({z:[fu = fI = n}) = 0.
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Chapitre 3

Intégrale de Lebesgue

3.1 Introduction

3.1.1 Intégrale de Riemann

Soit p = (xg, x1, ..., T,,) est une partition de [a,b] sia = xg < x1 < .... < 2, = b.
Désignons P = Pla, b] ensemble de toute les partitions de l'interval [a,b].

Soit  f:[a,b] — R une fonction borné

Tp = ZM i — i), M; = sup f(x),

[—1,24]

Sp = ZmZ —z;q),m; = inf f(x),

[ —1,24]

(T'p, Sp somme sup et inf de Darbou Sp < T'p)

Proposition 3.1 Sip C q:p,q € p alors;
Sp<Sq<Tq<Tp.
1l suffit de considére le cas

D= (L0, T1y ooy Tiy Tig 1y ey Tn),s
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/ )
q = (T0, X1,y ooy Ty T Tji 15 ey Ty

et
Tp= My1(@ig1 — ).
alors
Tq = Mra(xig —2') + M (2 — ;)
< My (2 — i) + My (24 — &)
= Miy1(zip1 — )
= Tp.
Conséquence
Vp,q:Sq < Tp(x)
implique

sup Sq < infTq ,p € p,q € P.

Définition 3.1 sup Sq est appelé intégrale inferieur de f sur [a,b] on note par

b b
[ e = [ 1)

inf T'p est lintégrale superieur de f sur [a,b] et on note

/bf(x)dx = /bf(x)dm

Définition 3.2 Une fonction bornée sur [a,b] est dit integrable de Riemann sur |a,b)] :

St
b

—b
/f(x)dx = /f(x)dx < supSqg =inf T'p

—a
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Critére de Cauchy d’intégrabilité

Une fonction f bornée sur [a, b] est intégrable de Riemann ssiVe >03dp € p:Tp—Sp<e
en utilisons le critére :

1— Tout fonction continue est intégrable de Riemann.

2— Tout fonction monotone est int"grable de Riemann.

3— Tout fonction qui admet une nombre finie de point de discontinuté est intégrable de

Riemann.

Exemple 3.1
AMz) = {0, stz ¢Q,

1, six €Q.

Nest pas intégrable au sens de Riemann sur |a, b].

Vp Tp— Sp=1<« e mais

Fonction a variations bornée :

On dit quef : [a,b] — R est une fonction a variation bornée (f € V?) :

Si

VIfl = SUP{ZU(%‘)—f(fi—1)|(I07$17~-~7In)GP}

< o0
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V[ f | est appelé variation total de f sur [a,b] en peut demontrer la propriété suivant :

1— Si f wun monotone alors

VI = | f(b) = fla)l

2— Sia < ¢ < b,alors
VOIS = VIS + V2L

3—Si f et ge VPl alors f4g, Af; f—g, € VP de plus

VL + 9l < VIS + Vilg).

Vo] = A VLS

5— Si f € V! alors

® continue si f continue.

6—

8 — f € VP = f bornée sur [a,b]
9-Si feLip=f=V" /[feLips

[f(2) = g(2) |< kz —yl].
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L’intégrale de Riemann-Striltjes

Soi f une fonction bornée f : [a,b] — R, g € V?,

Tp = Z Mi[g(x:) — g(wi1)],

Sp= Zmz[g(l’z) — g(wi1)]

On dit que f est intégrable sur [a,b] par rapport & g si:

b
sup Sp = inf Tp = /f(l’)d(g(l“))
La valeur commune alors est dite integrale de Riemann Sstriltjes de f sur [a,b] par apport

g si g(x) =z, on obtient l'intégrale de Riemann

3.2 Intégrale de Lebesgue

3.2.1 Approche analytique

Soit (X, X, ) espace mesuré, £ C ¥ : pu(z) < oo, f:E — IR, fonction bornée et soit
m < f(z) < M.

1—On prend [A, B] qui contient |[m, M|, A<met B) M.
2—Soit p = (Yo, Y1, ---., Yn) une partition de [A, B].
3— On pose

Er={recFE=y1 < f(z) <yp ,k=1.n},
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Ex mesurable E;NE; = ¢, i # j, donc |J By = E =
k=0

p(l By = > wE)

= wWE).
4—0On pose
Tp = ypn(Ex),
Sp="> ye_r.nu(Ex),
donc

Sp < Tp.

Proposition 3.2 sup Sp = inf T'p,

Tp—Sp> (Yr — ye—1)-1(Ex)
k=1

< max(yp — ye1)- Y p(E),
k=1

max(yr — yr_1)-4(E) — 0,

St

max(yr — yr_1) — 0.

Définition 3.3 sup Sp = inf T'p est dite intégrale de Lebergue sur E , on le note par :

E/ f(@)dz, E/ fdz, E/ fdp, E/ 2

Exemple 3.2 \(x) est une fonction intégrable de Lebesgue :
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_J0,siz £Q B
)\(:1:)—{1, siz €Q =01

3.2.2 Présentation modérne

L’intégrale de Lebesgue d’une fonction étagées bornée sur un ensemble de mesure

finie

Définition 3.4 (X, X, ) espace mesuré , u(X) < oo, E C 3,0 : X — R fonction mesurable

etagées :
= Zai'XAi(x)
-)[Q(ﬁ)dﬂ = > . u(Ay),
'g O0(x)dp = [ 0(x)xp(x)dp =3 . p(AN E;).

Propréitiés de ’'intégrale

1-[(0 + W)du = [Odu+ [ Wdu.
2 [ N0 du=\[0du, )€ R
3-0 <V pp:>f9du<f\11d,u

4Uﬁwq<fwm4

Intégrale de Riemann exprimé par des fonction étagées

Soit f :[a,b] = R, p= (xg,21,...., T,) € |a,b],
T

p:ZMZ( _le Sp Zmz z_le
=1

= Z M;.x(x), ¥ (z) = Zmi X ()

0 et U sont des fonction étagées par intervalles 0(z) < f(x) < ¥(x),

20
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de meme fagons

Sp = Zmi(xi—xi_l) :Zmi / dx
i =1 i=1 7
= i / mzdx:i / 0(z)dx
1:1z171 i:lxi*l

On designe par

Ji[f] Vensemble de toutes les fonction inferieur ou égale & f sur [a, b].
Js[f] Pensemble de toutes les fonction superieur ou égale & f sur [a, b].
&il
3 (

]
f) Pensemble de toutes les fonction étagées infeieur ou égale & f sur [a, b].
()

f) Pensemble de toutes les fonction étagées superieur ou égale a f sur [a, b].

= [a,b], Ji(f) C&(f), Ji(f) C&;(f) si f est intégrable de Riemann sup Sp = inf T'p.

b b

sup / 0(x)dz § = inf / U(z)de

a a

Si f n’est pas intégrable de Riemann sup Sp < infTp
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Intégrale de Lebergue d’une fonction mesurable bornée sur ensemble mesurable de

mesure finie

Théoréme 3.1 Soit (X,X, 1) espace mesuré \E C X, u(E) < oo, f: X — R, bornée sur E

fest mesurable < sup /Q(x)d,u = inf /\I/d,u

E

Preuve =)
If <M surE,M>o,Ek={er,W§f(x)gw}

n

kM
S < T</\Ifn_2—,u(EK),
E
0 < T—SS%,
n

3.2.3 les propriétés de intégrale de Lebesgue :

Toutes les fonction considérés sont mesurable bornée et les ensemble mesurable de mesure

finie, (E C 3, u(F) < 00), f mesurable bornée
f(f+gdu ffdu+fgdu
2—f>\fd,u )\ffdu )\ER.
a—)\>0,g)\fd,u:sup{f)\ﬁd,u}:Asup{fedu}:/\ffdu.

52



Chapitre 3. Intégrale de Lebesgue

b— A <0, [Af du=inf {\du} = /\inf{fllfdu} = Xinf { [ Wdu}.

3—Sif <g alors [fdu< [gdu.

A— [ fdu| < [o1f dul.

5— Théotéme de la moyenne : Si m < f(z) < M = mu(E) < [ f(z) < Mu(E).
6— Si.u(E)=0= [fdu=0. "

7— Théoréme de la convergence uniforme

Si fr = f = limy oo [ fo = [plim frdpu.

Si fr — fsur E = lim, oo [, fu = [ f dp.

Preuve Preuve : Dementrons que : Ve > 0, dng,n > nyg : UE fn— fE f} <e
Sip(E) = 0= [ fodu=0= [ fdu=|fyfu— [, | =0,

Si u(E) soit =5 s i

13
w(E)

Ino, Y > no | fa(z) — f(2)] < mv €L,

7) S/E|f—fn!du-

D’apres la théoreme de ’approximation < ( 5} p(E) pour une fonction mes bornée

Efdu—/Efndu‘:

Il exist une suit des fonction étagées (f,) — f si f, — f alors d’apres (7), m

8—Additivité denombrable d’ensemble disjoint : Si

E=|JE.ENE =¢i#j

1=0

[Efzif;[Efdu.

9—Si f=g pp sur E alors [, fdu= [,9dpu.
Soit A = {SC 7f+g}:>,u _O_fAf ng_O
Jpfdu= [, f+ [,f=[19=)19=Jz9 duon particuliersi f =0 pp= [, f du=0.

Mais la reciproque n’est pas vrai.

alors
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Exemple 3.3 [, sinz dz =0 sinz =0

10-Sif >0et [fdu=0= f=0ppsur:
Siu(B)y=0= [f=0=f=0pp

Si ju(E) = 0 jon pose A= {& ; f(x) # 0} ju(A4) =" 0,
Supposons le contrair (c- a-d) , u(A) >0

Posons A,, = {:U f(z) > %} JA= fj A, C Al C o
3(A) = Timy oo (A > 0= Fn i(Ay) > 0

Donc [ f dp= [y f +[ane f = Japy [ = 7g1(4) >0
Donc [, f du > 0 contradiction

Théoréme 3.2 de convergence bornée

Si fo— f, et fu(x) est uniformément bornée (|fn(x)| < M,Vn,x) alors
i [ fud = [ fau
n—oo E

0, si x € [1/n,1],
Exemple 3.4 f,(x) =< 0, st x =0,
n, stz €]0,1],

lim, o fr=0,Vz €[0,1] = lim, . f fn — f 0x =20

[0,1] [0,1]
[ fa(@)dz =nm(]0,1[)=1-»0
[g;]u(E) > 0 ,on note que |f(z)| < M, Vxe€E,
D’apres la théoreme d’egoraff on prend ;7,3 A€ E tel que
VA <zp0 2/ fn—=f
o = Jefadul < [olf=al = [ilf =l + [ac|f = Ful < [y2Mdp + [io|f = ful <
2Mp(A)+ 5 =¢

3.2.4 Intégrale d’une fonction positive

Définition 3.5 Soit (X, X, u) espace mesuré ,\E C ¥, 0(x) =Y ai.xa; (fonction étagée mesu-
i=1
rable)
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0(x) >0 sur X, o; >0 ;f:E—[0,00,f>0mes; [0 du= iai.u(AIﬂE)...(l)
i=1
Alors [, f du = sup{f Hdp} = inf{f \I/d,u}

Remarque 3.1 Si dans l'inégalité (1) si o; = 0, u(ENA;) = 00 ou bien a; = 0o, p(ENE;) =0,
-Admettant par convention que 0.00 = 0

-par les définition,toutes les fonction mes > 0 est integrable de Lebesgue meme si fE f=0.

Propriétés de ’intégrale

1-Si0< f<g= [, fdu< [pgdp

2-Si f>0,ECF= [,fdu< [, [ du

3-Sic>0,f>0= [,cf =c [, f

4-Si f=0 pp sur E alors [ f du=0, memesi u(E)= .

5—Si u(E)=0,f>0= [, f=0memesi f(zx)=o0,Vx € E.

6—Sif>0, [fdu=0% f=0ppsur E.

7 — 0 > 0 (fonction étagés) A(E) est un mesure positif sur 3.

8— Théoréme de convergence monotone (de Lebesgue) : Si (f,) suit de fonctions
mesurable

a/ (fn) 20,

b/ fu T,

o/ fulz) = [ sur X,

Alors limy, oo [ fru(x) = [ f (x)dp.

9—Addivité f)i(nie des fonctions : soit f,g > 0;

J(f +g)dn= [ f dp+ [gdu,

Jx [ dp =1lim, . [0, dp,

fX g dp=1lim, .o [ On2 dp,

J(f +9)dp = [(On1 + Ona) du =limy, oo [Op1 dp+limy, oo [Opa dp= [ fdu+ [gdp

10— Addivité total des fonctions (o0— add des fonctions) : Si f; > 0 mesurable alors

i 3 b @) = 3 [y fla)in

preuve : f; > 0 mesurable alors S, = > fi () 1
k=1
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Donc on peut utilisie les théoremes de la cge monotone

fok Jdp = [ limy o ka ( )du—hmnﬁoonfk )dp = fok

11 Add1v1te total denembrable disjoint : Soit f >0, F; mesurable tel que :
1) E;NEj = ¢,i # J,

2) E= | E..

i=1
Alors [, f = ;szf dp.
f,si veEk,

Preuve on note que [, f du = [, f xg,dp si on pose g; = f xp, =
0, si x¢FE;

alors f F(&) xp, (x) = f(z) (car :E; N E; = ).
gi(x) >0;‘IE291du Zlggzduéf,;fdu ZfEfdu ]

Lemme 3.1 de Fatou Soit f > 0 mesurable alors

/ lim fu(e) < Tim | fule)dn.
X

n—oo n—oo

b
lim U, = lim inf{U; ,i>1}.

n—oo n—oo

3.2.5 Fonctions sommables

Soit f : X — [0,400] :
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Définition 3.6 f e L' (X,u) & f + | f € L' (X,pu) et dans ce cas on a : si f € L' (X, p)

/fduz/f +du—/f “dp.
X X X
Propriétés :

1-Si f mesurable , f € L' (X,p) & |f | € L' (X,p) et | [ fdu| < [|f |dp,

=] fel'= [ f T <ooet [ fdu<oo= [, f ++fo‘<§o:>f]f|du<oo:>
e nt (X, p) )

SHTeLb JIfI=Ixf T+ [xf = <oo=fell,

s fdul =[x f "+ [ f [ < f I+ f TI=0f T+ =11 ldn

2—Addivité totale d’ensemble disjoint

Si fe L (B E= U E , BNE; = ¢,i# j alors f € L1 (B.p) Yiet [y fdu=3" [, f
du - -

3—SiaeR, f,ge L' alors f +g € L.

alors

4—Théoréme de convergence dominée :

Soit (f,) suit de fonctions mesurable : X — [0,00] et f, — f, s’il existe §: X — [0, +o0]
Tel que O(z) > 0,0 € L' (E, ) et |f.(z)] <60(x) ,Vn alors

a/ limnﬂoo)j(ﬂfn = [ [ dp.

byttt f 1) = )] dt =0

Définition 3.7 Soit (X, Z, i) espace mesuré f >0 on dit que f est sommable (f € L' (X, p)
L) = INX) = L) si [ f dp < oo,
2—si f € L alors f est finie partout, A ={z , f(x) = oo}, u(A) =0

Suposons p(A) > 0= [, fdu> [, f du= oo contradiction

W(A) = oo (f € L)

3.3 Les espaces de Lebesgue L7

Définition 3.8 L7 (X, u) = L7 (X) = {f(z),f mesurable, [ |f [Pdp < oo} =|f |Lr.
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Ppropriétés

1— f C LP = f est finie pp.

2—Si u(X) < oo alors L? C L*.
3—LP DL si p(X)<oo, /p<gq.

4 — [P est espace vectoriel.

Définition 3.9 f € L', |If ||, = [ f 17 oullf [2= [y |f Posil <p< oo, FgeRF /141
1

Lemme 3.2 (Inégalité de Holder) Sip;q >0 /]lJ + % =1, f € LP alors :
a/ fgeL.
o/ [If gl <Ifl,Nall,-
o/ N glly < 1 Nl -

Preuve Va,b > 0,a,b < asz T % Prenons a = ||‘J{||‘ , b=
P

1If [P 1 g
S gl S/_’f|p+/_‘9’q
[ plIf I qllg Il

implique
LIFP gl
VMSWHMMH(/— +/—
/X P ) opllf I qllg I
V4 q
Srwm/ Ulﬁwa/ d
p ST e ) el
1 1
= ol 0+ 2 07 Dl
1 1
= N - 17 W o+ =l - 17 1,
[ ]

7—Inégalité de Minkawski : Si p;q >0 /}D + % =1, felP,ge L? alors:

I +g 1, < I 1, +llg Il
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Preuve
Ft+al, = /|f+g|p=/|f+g||f+9|pl
e X
< /If\|f+g|p1+/!g||f+g!“
X X
< W1, 149 17 g 1 L 17+ 1270
X X
donc
WF4g B <UL I+l I I1F +g 1
[ ]

8 — LP est un espace normé.

Théoréme 3.3 de Riez-Ficher : LP est espace de Banach pour p € [1,4+00[ (e v.n complet)
Preuve Dementrons que LP est complet
1- construction d’une sous suite converge pp

Soit (f,) suite de Couchy de LP équivalent

Ve > 0, Eln07vm'n > n(),/ an - fm ”p S €

On prend e = QL on trouve
T

1
I, Vman >ng [ fo = fu ll, < 5

On pose

my = mni,mg=max(ng,m; + 1), .....,

my = max(ng,mg_1+ 1)
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d ot
my < Mo < wovernn <m;>n
donc
1
}lmel fmz ’p = 5

Dementrons que cette suite converge pp onpose

k
gk('x) - Z ‘fmi.;,.l - f?TLZ
i=1

g(ZL’) = Z‘fmi-o-l_fmi

On a :

gk(®) = 0, 9k(2)k—00 — g(),

k - X

i=1

IN

gw I,

Donc [ |g "du<1=|g|€ Ll = g est finie pp
implique

k

Z ‘fmi+1 — fm, | converge pp

=1

k
= fm1+z‘fmi+l _fml |COTw€Tg€ pp
i=1
Soit f(z) sa somme f; — f(z) pp
Sim; — 0o = f(x) est mesurable
2_||fn - fm ||n—>oo - O’ et f € Lp
Puisque f, etant suite de Cauchy :

pSE

Ve > 0, 3ng, Vm.n; > no || fon — [,
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(ie)

P
Jlin=nl| < mzn g - £, <
X
= fn_feLp7f:fn_(fn_f)eLp

donc LP est compet.

Définition 3.10 Sip=o00: L>® ={f(z),IM : p{x: |f(x)] > M} =0}
Soit S(E) =sup{|f(z)|,z € E}
If lloe = nf {S(E), E € X, p(E) = 0} = inf {M : p{z : | f(2)] > M} = 0}

Propriétés :

L=/ 1< |If lls o

2= |[If lo=0=f=0 pp.

3= [IAf Ml = IATIf Moo -
A=[lf+ 9l <If o +llg ll-

Théoréme 3.4 L*° est un espace de Banach et L C P,V 1 < p < o0

Définition 3.11 Soit V e v, (.,.); V *«V — R est diste produit scalaire ¥ f,g,h € V :
1=(f,9)= (9.1 )
2—(Af,9) =Xf,9),VAER.
3= (f+hg)=(f,9)+(h9g)
A= (f,f)=20,(f.f)=0%f=0.
(V ,(.,.)) est dite espace préhelbertiéne
||| est un application continue (c a’ d)

Ve>0,30>0,|lf = fo | <0 =[IF = llfolll <e de plus [[[f]| = [[folll < LA = [lfoll

Théoréme 3.5 Pour qu’un espace (X | ||.||) soit préhelbertiéne ssiVf,g € X,

1+ gll* +11F = gll* = 2[1f 1"+ llg Y] (*)
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Si (%) a lieu alors :

(F,9) = 7117+l +1F = olP) /1 1| = /T T)

p # 2, LP n’est pas préhelbertiéne.
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Exercices corrigés

4.1 Seérie 01

Exercice 01 :

Soit X ={2,4,6,8,10} et

a- ¥ ={{2,4,6,8},{1,10} X, ®}.

b- ¥ = {{2,4}, X, P} .

¥ = {{2}, {4}, {6}, X}.

d-¥ = {{2},{4,6},{4,6,8,10},{2,4,6},{2,8,10} , X, ®} .

Est ce que X est Algebre ?

La solution :

a-Tous les complémentaires existe et tous les conditions sont vérifiées donc ¥ est algebre.
b-N’est pas algeébre parce que sa complémentaire {6, 8,10} ¢ 3.

c-® ¢ ¥, donc n’est pas algebre.

d-N’est pas algebre parce que lacomplémentaire de {2,4,6} = {8,10} ¢ .
Exercice 02 :

Soit X = {a, b, c,d}, Trouver ’Algebre engendré par C si :

1/ ¢ ={{a,b} {c,d}}.

2/ C={{b}}.

3/ C={{a} ,{b,c}}.
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La solution :

1/3. ={X,®,{a,b},{c,d}}.

2/, ={X,®,{b}.{a,c,d}}.

3/X. ={X,®,{a},{b,c},{b,c,d},{a,d},{a,b,c}{d}}.

Exercice 03 :

Soit X ={1,3,7,5},C = {{1},{3,5}}

1- Trouver la topologie engendré par C.

La solution :

1re = {X,8,{1} ,{3,5} ,{1,3,5}}

Exercice 04 :

Soit X = N* et ¥ = {®,N*,{2,4,6,8.....} ,{1,3,5....} }.
1- Est ce que X est Algebre tribu?

La solution

Oui est un tribu parce que tous algébres finie est tribu.

4.2 Série 02 :

Exercice 01 :

Soit X =R et & = {®, X}

f:X — X, f(x) = X, est elle mesurables ?

Si (X, P(x)) est mesurable f : X — Y est elle mesurables ?
La solution :

1-

fmes < Yoer:f'(v)eX
< VacR: f'(a,+x0]) €T

— {re X, f(x)>a} eX.
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alors

Flw)es= [T@)=2el
i X)=Xex

donc f est mésure

26 X=Y: X—>Y=R

fmes <= YweR:f'v)eX={o X}
< VacR, f(~-00,a]) =]-00,a[¢ X
< Va,b € R, f(Ja,b]) =]a,b[ ¢ =

< VbeR,f (b +oo]) =]-00,a[¢ T

donc f n’est pas mésure

Exercice 02 :

Soit (X, X) est mesurable f : X — Y , montrer qu’il existe une topologie 7, sur y telle que
f: X — Y est mesurables a cette Topologie

La solution :

fmes<=Yoer,: fv)eX

on a
Fessd T (@) =X
[ Y)=Xex
et
T, #{®, Y}

alors n’est pas mesure
Exercice 03 :
Soit ¥ = {A C F finie ou C'A finie} .

Démontrer que > un Algebre et tribu ssi E est finie
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4.3 Série 03 :

Exercice 01 :
Soit ¥ = P(N) et u, f : ¥ — Ry, f(zr) = X, deux opperateurs définie comme suites :
VACN, p(A) = Y &

neAn‘
Zni‘, si card A < o0
fa) = { e

1 sicard A= o0

est ce que (f, ) mesure positive ?

La solution :

i mesure positive < E; € X1 (iLZJOEZ) = Z,u (Bi) eX

i>0
on a
1
Sue) = Y (S
i>0 neUE; \ncA
i>0
. 1
= 5 |
(=
= e
Donc i n’est pas mesure positive.
Exercice 02 :
Soit X = {-2,-1,0,1,2}
1-Trouver B(z)?
2-Démontrer que f est mesure telle que
1, si ze€{0,1,2}
f(X) =
2 si xe{-1,-2}

Exercice 03 :
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Soit £ € ¥, 1=1,2,..., si f est mesur sur F alors

a- F = Ul;Z
c- B = CEl

Les Séries :

4.4 Série 04

Exercice 01 :

Soit X ={2,4,6,8,10} et

a- ¥ ={{2,4,6,8},{1,10} X, ®}.

b- ¥ = {{2,4}, X, d}.

¥ = {{2},{4},{6}, X}

d-¥ = {{2},{4,6},{4,6,8,10},{2,4,6},{2,8,10}, X, ®} .

Est ce que X est Algebre ?

La solution :

a-Tous les complémentaires existe et tous les conditions sont vérifiées donc X est algébre.
b-N’est pas algeébre parce que sa complémentaire {6,8,10} ¢ X.
c-® ¢ ¥, donc n’est pas algebre.

d-N’est pas algebre parce que lacomplémentaire de {2,4,6} = {8,10} ¢ .
Exercice 02 :

Soit X = {a, b, c,d}, Trouver ’Algebre engendré par C si :

1/ ¢ ={{a,b} {c,d}}.

2/ C={{b}}.

3/ C = {{a}  {b,c}}.

La solution :

/3. ={X,®,{a,b},{c,d}}.

2/%. ={X,® {b},{a,c,d}}.

3/8. ={X,®,{a},{b,c},{b,c,d},{a,d},{a,b,c}{d}}.
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Exercice 03 :

Soit X ={1,3,7,5},C = {{1},{3,5}}

1- Trouver la topologie engendré par C.

La solution :

1/re ={X,®,{1},{3,5},{1,3,5}}

Exercice 04 :

Soit X = N* et ¥ = {®,N*,{2,4,6,8.....} ,{1,3,5....} } .
1- Est ce que X est Algebre tribu?

La solution

Oui est un tribu parce que tous algébres finie est tribu.

4.5 Série 05 :

Exercice 01 :

Soit X =R et ¥ = {®, X}

f:X — X, f(x) = X, est elle mesurables ?

Si (X, P(x)) est mesurable f : X — Y est elle mesurables ?

La solution :

1-
fmes & Yoer:f'(v)eX
<~ VacR: f'(a, +x0])ex
— {re X, f(x)>a} eX.
alors

[l @)=deX

fto)yer =
FfX)=XeXx

donc f est mésure
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26iX=Y: X—>Y=R

fmes < YweR:f'v)eX={o X}
< VaeR, f(~-00,a]) =]-00,a[ ¢ X
< Va,beR, [ (a,b]) =]a,b[ ¢ X

< VbeR,f (b +oo]) =]-00,a[¢ %

donc f n’est pas mésure

Exercice 02 :

Soit (X, X) est mesurable f : X — Y , montrer qu'il existe une topologie 7, sur y telle que
f: X — Y est mesurables a cette Topologie

La solution :

fmes<=Yoer,: f1v)eX

on a
ffhyex= [ =2eX
FlY)=Xex
et
T, #{®, Y}

alors n’est pas mesure
Exercice 03 :
Soit ¥ = {A C F finie ou C'A finie} .

Démontrer que Y un Algebre et tribu ssi E est finie

4.6 Série 06 :

Exercice 01 :
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Soit ¥ = P(N) et u, f : ¥ — Ry, f(zr) = X, deux opperateurs définie comme suites :

Zni‘, si card A < o0
FA) = { e

1 sicard A=
est ce que (f, ) mesure positive ?

La solution :

1 mesure positive < F; € X1 (z‘goEZ) = Z,u () eX

>0

on a

i>0 neUE; \ncA
i>0
> -
eu{k}n|
S0
= €

Donc p n’est pas mesure positive.
Exercice 02 :

Soit X = {-2,-1,0,1,2}
1-Trouver B(z)?

2-Démontrer que f est mesure telle que

1, si xe{0,1,2}
2 si xe{-1,-2}

f(X) =

Exercice 03 :

Soit £ € ¥, 1=1,2,..., si f est mesur sur F alors
a- F = UE;

b-E =NE;
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C—E:CEl

4.7 Différents exercices résolus et non résolus

Cette série d’exercices est proposée par le professeur Barbara Tumpach avec quelques modi-

fications.

Propriétés de l’intégrale de Riemann

Exercice 1

En utilisant la définition d’une fonction intégrable au sens de Riemann, montrer les propriétés
suivantes :

1. Si f et g sont Riemann-intégrables sur [a, b], alors f + g est Riemann-intégrable sur [a, b].

2. Si f est Riemann-intégrable sur [a,b] et A € R, alors A\f est Riemann-intégrable sur [a, b].

3. Si f et g sont deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] telles que, pour tout ¢t €
la,b], (1) < g(t) , alors [} f(t)dt < [} g(t)dt.

4. Une limite uniforme de fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] est Riemann-intégrable sur
la,b].

5.Quelles sont les fonctions Riemann-intégrables 7

Exercice 2

Montrer qu'une fonction monotone sur [a, b] est Riemann-intégrable sur [a, b].

Exercice 3

Montrer qu'une fonction continue sur [a, b] est Riemann-intégrable sur [a, b].

Exercice 4

1. Montrer que la fonction f : [0, 1] — R définie par :

1 size@Q
0 sizeR\Q

fz) =

n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1].

2. Montrer que la fonction g : [0,1] — R définie par :
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six = § avec p et ¢ premiers entre eux

1

gl) =g *

0 sizeR\Qour =0
est Riemann-intégrable sur [0, 1].

Exercice 5

On dit qu’une partie A de R est négligeable si, pour tout nombre réel € > 0, il existe une suite

(In)nen d’inter- valles I, =| ay,, b, [telle que :

AC UpenIn et D, en(bn —an) < e

1. Montrer qu'une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est un ensemble négligeable.

2. Montrer qu’une fonction bornée f : [a, b] — R est intégrable au sens de Riemann sur [a, 0]
si et seule- ment si I’ensemble des points ol f n’est pas continue est négligeable.

4 Peut-on intervertir limite et intégrale ?

Exercice 6

Pour tout n € N, on définit f, :] 0,1] — R par : f,(x) = ne ™. Montrer que la suite (f,,)ncr

converge simplement vers une fonction fsur] 0, 1] mais que

1
[ e 2 i [

Veérifier que la convergence de (f,)nen vers f n’est pas uniforme sur] 0, 1].

Exercice 7

Montrer que, si f : [a,b] — R est une fonction intégrable au sens de Riemann, on a :

! /bf(t)dt— lim —Zf +k:b_a)
b—a /,  nofoon ¢ '

En déduire les limites suivantes :

n 1
a) lim — tan —b) lim ———— ¢) lim log( )n
nﬂJrconZ nﬂ+ookz:;n2+k2 z:; gn—i-]{

Exercice &8
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1. Montrer que si f : [a,b] — R est Riemann-intégrable, alors

/ab f(x)dz = /ab fla+b—z)da.

2. Calculer (en utilisant 1.) les intégrales suivantes :

™

a) / _TSE g b) /4 log(1 + tan z)dz.
0 0

1 + cos2x

Rappel : tan(a — ) = %

Correction de 'exercice 1

1.

Soit € > 0 donné. Puisque f est Riemann-intégrable sur [a, b], il existe une subdivision o7 =
{ap = a < a1 < -+ < a, = b} de [a,b] telle que ?;1 < 8% + 5. Puisque g est Riemann-
intégrable sur [a, b], il existe une subdivision oy = {by = a < by < --- < b, = b} de [a, ] telle que
Sy < 87+ 5. Onmnote 01 Uoy = {cg =a < ¢ < - < ¢y < ¢ = b} la subdivision de [a, ]
obtenue en ordonnant 'ensemble {aq, ...,a,,bo, ...,b,} par ordre croissant, puis en identifiant
les points qui apparaissent plusieurs fois (on obtient une subdivision de [a, b] en ¢ intervalles avec

maxn,pt < ¢ <n+p) . Puisque 01 U gq est une subdivision plus fine que o1, on a :

—01Uo =0 o o1Uo
Sy < S etST < 5§ (1)

De méme,

o1Uo2 o2 o2 o1Uo2
Sg'~7% < SgfetSy? < S5g7%. (2)
De plus, sur un intervalle] ¢;_1, ¢ [donné, on a :

sup{f(z) + g(z),  €]ck1, e[}
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De méme :

inf{f(z) + g(v), © €ck—1, e[}

< sup{f(z), 2 €]ee-1, ck[} + sup{g (@), x €]ee-1, ¢

> inf{f(x),z €|ck_1, ek} + inf{g(z),z €]ck_1, ck

On en déduit que :

Sly " S48, )
et
§;1UO’2 +§Z1U02 < ﬁ;i;”. (4)

En utilisant les inégalités (1), (2), (3) et (4), il vient alors :

STy ST S <SP A S5 ke < ST e
D’apreés le théoréme rappelé en introduction, on en déduit que f + g est Riemann-intégrable sur
[a, b]. De plus, de I'inégalité

o1 o2 o1Uo2
§f +§9 S§f+g ’

on déduit que

sup (ﬁ;l +§gz) < sup S92

f+g
01,02 01,02

Or .
b
sup (ST + 597) = sup S + sup $72 — / f(2)dz + / g(w)da

01,02
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et

b
sup S%97: = sup §%, = / (f(2) + gla))do.

Ainsi
/ab f(x)dr + /abg(a:)dx < /ab(f(z) + g(2))dz.

De méme, I'inégalité

—o1Uo2

SH <y sy

implique fab(f(x) + g(x))dx < fab flz)dz + f;g(x)dx En conclusion, fab(f(x) + g(x))dx =

2 f(w)da+ b
/ g(x)da.

2. - Pour A =0 il n’y a rien a démontrer.
. Si f est Riemann-intégrable sur [a,b] et A > 0, alors pour tout subdivision 0 = {ay = a <

-+ < a, =0b} de[a,b],on a:
inf{\f(x), = €lax_1,ar[} = Ainf{f(z), = €|ag_1, ax[}

sup{Af(z), = €]ag_1,ax[} = Asup{f(z), = €lar_1,ax[}.

Par conséquent, ST, = AS7 et gi = )E;. On en déduit que
b -0 -0
sup S%; = Asup S = )\/ f(z)dx = Ninf S} = inf S, ;.

En conclusion, Af est Riemann-intégrable et fab A(z)dx = A\ ff f(x)dz.
. Si f est Riemann-intégrable sur [a,b] et A < 0, alors pour tout subdivision 0 = {ay = a <

-+ < a, =0b}dela,b],ona:
inf{\f(x), x €lax_1, ax[} = Asup{f(z), = €]ag_1,ax[}

sup{\f(x), = €lag_1,ar[} = Ainf{f(z), x €lak_1,ax[}.
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Par conséquent, ST, = )\gj et S 5 = AS%. On en déduit que
-0 b -0
sup S5, = Ainf S, = )\/ f(z)dx = Asup S = inf S ;.

En conclusion, A f est Riemann-intégrable et fab Af(x)dz = X\ fab f(x)dz.
3. Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur [a,b] telles que, pour tout t €

la,b], f(t) < g(t) . Soit 0 = {ap =a < --- < a, = b} une subdivision de [a, b]. Alors
inf{f(z), = €lag_1,ar[} <inf{g(x), = €lar_1, ar[}.
Il en découle que
sup S5 < sup 7,

c’est-a-dire fab f(x)dx < f; g(z)dz.

4. Soit {f;}ieny une suite de fonctions Riemann-intégrables, qui converge uniformément vers
f sur [a,b]. Soit € > 0 donné. Il existe N > 0 tel que Vi > N,supj,, |fi(t) — f(¢)] < e En
particulier, f;(t) — e < f(t) < fi(t) + €. Pour un tel 7, on en déduit que pour toute subdivision
c={a=a<---<a,=0b},ona

sup f <sup f;+eetinf f >inf f; — ¢
]ak—luak[ ]ak—laak[

]ak—luak[ ]ak—laak[

En particulier :

sup f — inf f < sup f; — inf f; + 2e.
]akfla ak[ ]akfla ak[ ]akfla Gk[ ]akfly ak[

Il en découle que :

S —S7< S f—Sf+2eb—a).

Comme f; est Riemann-intégrable, d’apres le théoréme de I'introduction, il existe une subdivision
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o de [a, b] telle que E;z — 8% < €. On en déduit que
S — ST <e(l+2(b—a)),

ce qui implique que f est Riemann-intégrable.

Correction de ’exercice 2

Soit f une fonction croissante [a, b]. Pour montrer que f est Riemann-intégrable, il suffit de
trouver, pour tout € > 0 donné, une subdivision de [a, b] telle que §; — 8% < e Soit 0 = {ag =
a < -+ <a, = b} lasubdivision réguliére de [a,b], de pas (%) . On a

inf f = f(ay-1) et sup f = f(ax) .

a1,
a1,
Ainsi :
5 55 = < — ) () — o)
= S )~ fleu)
-

Pour n assez grand, la subdivision réguliére de [a,b] satisfait 3; — S} < e. D’autre part, si g
est décroissante, f = —g est croissante, donc g est Riemann-intégrable par ’exercice précédent
(question 2.) avec A = —1.

Correction de 'exercice 3

Une fonction f continue sur [a, b] est uniformément continue sur [a, b]. En particulier, pour

tout € > 0, il existe n > 0 tel que

o=yl < () = 17@) - 1) < e
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Soit 0 = {ap =a < -+ < a, = b} la subdivision réguliére de [a,b], de pas (=2) . On a :
sup f — inf f < 2e.

]a/k‘—la ak‘[ ]a/k‘—la ak‘[

Il vient alors :
—0o o b —Qa L
Sy =87 < () 2e=(b—a)2e,
k=1

ce qui permet de conclure grace au théoréme de l'introduction que f est Riemann-intégrable sur
la,b].
Correction de I'exercice 4 A

1. Considérons la fonction f : [0,1] — R définie par :

1 size@Q

fz) = _
0 sizeR\Q.

Pour toute subdivision o de [a,b], on a :

Sp=1et 57 =0.

On en déduit que 1 = sup, ?; # inf, S = 0, ce qui implique que f n’est pas Riemann-
intégrable sur

0, 1].

2. Considérons la fonction g : [0, 1] — R définie par :

six = § avec p et ¢ premiers entre eux

1
glz) =4 *
0 siz e R\Qour=0

Pour toute subdivision o de [a,b], on a :

57 =0.

€

Pour tout € > 0 donné, la fonction g prend des valeurs supérieures a ;- en un nombre fini de
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points seulement (les points g, avec % > < ce qui équivaut a ¢ < b_Ta) . Notons z;,i =1,...,p
ces points ordonnés par ordre (strictement) croissant.
Sur [0, 1\{x1, ..., z,} la fonction ¢g prend des valeurs < € et > 0. Ainsi avec la subdivision

o = {1, ...,x,} nous obtenons :

€
b—a

0<8Sy < (b—a)=c¢
Comme On en conclut que g est Riemann-intégrable sur [0, 1].

Correction de ’exercice 6

Pour tout n € N, on définit f, :] 0,1] — R par : f,(z) = ne ™. Pour tout x €] 0,1], on
a lim, o fu(x) = lim, . ne™™ = 0. On en déduit que la suite de fonctions f, converge
ponctuellement (ou simplement) vers la fonction identiquement nulle f = 0. On a fol f(x)dx =0
mais

[ sz =1
0

et lim,, o fol fn(z)dx = 1. La suite (f,)ner ne converge pas uniformément vers f sur0, 1], car

pour tout € > 0, et pour tout n € N, on a :

sup | fulz) = f(2)] > €
10, log ()]
Correction de I'exercice 7

Soit f : [a, b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann.

Notons =, = a + k:b_T“, k=1,...,n les points ou

Soit ag = a,a,11 = b et ak:a+% pour k=1,...,n.

Considérons la subdivision ¢ = {ag =a < -+ < a < -+ < a,, = b} de [a, b]. Cette subdi-
vision est presque réguliére, seul le premier intervalle et le dernier ont des longueurs différentes.
Pour k =1,...,n — 1,z est le milieu de] ag, axs1 |-

Notons my, = inf{ f(x), x €] ar_1, ar[} et My = sup{f(z),z €] ax_1, axl.

Donc pour £k = 1,...,n — 1 on a my < f(zx) < M. Mais il faut aussi tenir compte de
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f(z,) = f(b) et des premiers et derniers intervalles. D’ot pour la minoration :

b—a b—aw
S5 = .
2y (m0+m) om + " ;mk

b—a b—a3
k=1

2n

Cela donne

87— (mo + ma +2£0) "0 < P03 fla)
k=1

Quand n tend vers +oo on trouve que S} — fabf et (mo + my, + 2f(b))%5% — 0 cela donne

I'inégalité :

b b—a <
f < lim > fla) -
a n—-+o0o n
k=1
—0 . N e . < qee o, . N
La somme S, conduit de maniére similaire & I'inégalité inverse, d’ou :

b—a b—a

[ Haddn = tim S pas k.

On a:

n n
n ™

) 1 k '
a) lim — ;tanﬁ = —log(cos1) b) nEIJPookz:; T =3

¢) lim Zlog( Zk)%:—21n2+1.

Correction de l'exercice 8 A

1. b b
/ f(a+b_x)d$:_/ fla+b—x)(a+b—2x)ds

o(

b) a b
= — | f(t)dt:—/b f(t)dtZ/a f(t)dt

w(a

ou ¢ : [a,b] — [a,b],o(z) = a+ b — x est une fonction de classe C.
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2. a)

—[::/7r xsinz dx:/”(ﬁ—a:)sin(ﬂ—w)dxz/“(W—:U)sinacdx
o 1+cos?x o 1+cos?(m—x) o l+4+cos?x
:W/ ST g
o 1+cos?x
[:z/”ﬂdx:_z/”ﬂdx:_z/“’(”);dt
2 Jy 14cos?x 2 Jy 14cos?x 2 Jo) 1+t

—1 1 2
:_f/ 1 dt:z/ L
2 ), 1+ 2 1+ 4

ou ¢ : [0, 7] = [~1,1],o(z) = cos x est une fonction de classe C"*.

b)

w/4 w/4 T
J = / log(1 + tanz)dz = / log(1 + tan(z —z))dx
0 0

m/4 1 —tanx /4 2 ™
/0 g +1+tanm) v /0 Og(lthanx) YTy ©8

d’ou la valeur de l'intégrale est J = ¢ log2.

Intégrales généralisées

Exercice 1

1. Le but de cette question est de montrer que f0+°° Sitﬂdt n’est pas absolument convergente.

e [ Ll

Pour n € N, on pose :

vy

Montrer que pour n > 0, ﬁ < u,. En déduire que f0+°° |Sit—nt‘dt est divergente.
2. Deuxiéme formule de la moyenne. Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur
la, b], admettant des primitives notées F' et GG respectivement. Supposons que F' est positive et

décroissante. Montrer qu'il existe y € [a, b] tel que :
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3. En déduire que f0+°o Si?tdt est convergente.

4. Le but de cette question est de calculer la valeur de cette intégrale. Pour tout nombre réel

A > 0, on pose :

(a) Pour 0 < = <y, démontrer que l'on a :

Y 2
| / F(tN)dl] < 2o
x T

(b) En déduire que les intégrales généralisées f0+°° f(t, A)dt sont convergentes, uniformément pour

A > 0. On pose, pour A > 0,

+oo ;
F(\) = / et gy
0 t

Démontrer que la fonction F' est continue pour A > 0.

(c) Démontrer que la fonction F' est dérivable pour A > 0 et que sa dérivée est égale a
I'intégrale généralisée convergente

F'(\) =— 0+°° e M sint dt.

(d) Calculer cette derniére intégrale généralisée, par exemple en intégrant par parties sur [0, z]
et en calculant la limite quand x — +o00.

(e) En déduire la valeur de F'(\) pour A > 0 a une constante additive prés. Démontrer que
F(A\) — 0 quand A\ — +o0. En déduire la valeur de la constante additive, puis la valeur de
I'intégrale fOJrOO %dt.

Exercice 2
Montrer que A est une o-algebre si et seulement si A est une algebre et une classe monotone.
Exercice 3

Soit (, X) un espace mesurable (i.e. un ensemble 2 muni d’une tribu ¥ C P Soit pu une

mesure finie sur (, ¥) . Montrer les propriétés suivantes : (A, B, A; sont des élements de X)
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1. Si Ay, Ay, ..., Ag sont deux & deux disjoints, alors

2. 51 B C A alors pu(A\B) = u(A) — u(B) .
3. Monotonie : Si B C A alors u(B) < u(A) .
4. Pm'ncipe inclusion-exclusion : (AU B) = u(A) + u(B) — n(AN B) .
5. u(U A) < 7% u(A) . (Rappelons que I'on a égalité si I'union est disjointe.)
Correction de ’exercice 1

1. Pour n € N, on pose :

(n+D)m | o3 ¢
un:/ |Slt—n|dt.

Pour n > 0, on a (n+11)7r < %, donc
1 (n+1)m (n+1)m | o2 ¢
—/ | sin t|dt §/ Mdt.
GRS . t

Or |sint| = (—1)" sint sur [nm, (n+ 1)7|. Ainsi

(n+1)m
/ Isintdt = (—1)"[— cos {7 — 2

™

Il en découle que ﬁ < u, et

o0 | sin ¢ <= 2= 1
—dt = Up > —
[

n=0

est divergente.
2. Deuziéme formule de la moyenne. D’aprés ’énoncé, F est une primitive de f et est positive
et décrois- sante. Puisque la fonction g admet des primitives, la fonction G(y f Y g(x)dx est

la primitive de ¢ s’annulant en a. D’aprés le théoréme des valeurs intermedlalres, pour montrer

83



Chapitre 4. Exercices corrigés

qu’il existe y € [a, b] tel que :

il suffit de montrer que

b
F(a)yejap min G(y) < / F(z)g(x)dx < F(a) max G(y) .

y€la,b]

Par intégration par parties, on obtient :

b b
/ F(z)g(x)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / f(z)G(x)dx

avec F(a)G(a) = 0. Comme f est négative sur [a,b], on a :

y € la,blminG(y) / —f(z

/f D) < max Gy )/ab—f(a:)dx

<y € la,blmin G(y)(F(a) — F(b))
/ F(@)G(2)dz < max Gy)(F(a) — F(b)) -

y€la,b]

On en déduit 'encadrement suivant :
FO)(G(b) =Y € [a,b]

< FB)(G(b) — max G(y))) + F(a) max G(y) -

Les inégalités G(b) — minyepo5 G(y) = 0 et G(b) — maxyec,y G(y) < 0 et la positivité de F

permettent de conclure.

3. D’apres le critére de Cauchy (voir la proposition des rappels), pour montrer que f0+°° Si’t“dt

est conver- gente, il suffit de montrer que f;l %dt tend vers 0 lorsque z et 2’ tendent vers +o00.
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D’apres la formule de la moyenne appliquée & F(t) = % et g(t) = sint, il vient :

@' t 1 [Y
/ Ed / sin tdt

pour un certain y € [z, 2']. On en déduit que
| [ tdt| = L] cosy-cosz| < 2
Ainsi lim, g/ [0 32dE =0 et f0+°° Lt est convergente.

4. (a) Posons pour t > 0,U(t) = (t)=U'(t) = —%(/\t + 1) < 0. Ainsi U est

positive et décroissante sur] O, +00|. D’apres la deuxiéme formule de la moyenne, pour 0 < z <y,
il vient :
. -z o
| [Y f(&,N)dt] = | [P U(t) sint dt| = [<— [V sint di],

pour un certain y’ € [z,y]. On en déduit que

(b) On remarque que, pour tout x > 0, la fonction t— — f(¢, \) est continue sur [0, z], donc

Riemann- intégrable sur cet intervalle. D’apres le critére de Cauchy et la question 4. a), les inté-

“+o00

o f(t, A)dt. Pour montrer

grales généra- lisées f0+°° f(t, N)dt sont convergentes. Soit F'(\) =
que les intégrales généralisées f0+°° f(t, N\)dt convergent uniformément en \ > 0, il faut montrer

que pour tout € > 0, il existe xg > 0 tel que pour tout = > x( et pour tout A > 0,

- /xf(t,/\)dﬂ <e.
0

Or, d’apres la question 4. a),

T 2 -z 9 ) 2
—/ fitNd < =— <X — < 2
0 X Zo Zo

Ainsi pour xg > %, on a l'inégalité désirée, et ce indépendamment de la valeur de \. Posons

= [o f(t, A)dt. D’apres ce qui précede,

sup |[F()\) — F,(\)] <2
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A € [0, 4+o00]

i.e. I}, converge uniformément vers F' sur [ 0,4+o0co[. Comme les fonction F), sont continues, il en
découle que F' est continue. On peut aussi revenir & la définition de continuité : pour montrer
que la fonction A— — F()) est continue en un point A\g € [0, +oc[, il faut montrer que pour tout
e > 0, il existe un voisinage de \g tel que |F(\) — F(Ag)| < € pour tout A dans ce voisinage. Soit

e > 0 fixé, et posons x. = g. On a:

Te +o00 400
FO) — F\)| = | / FEN = feodt+ [ feNd— [ f o))
Te 400 400
<| /0 GEN = faed + | [ paena+1 [ fe o

< 10N = s + e

Pour conclure, il suffit de trouver un voisinage de Ao tel que | [;“(f(t,\) — f(¢, Xo)dt| < &
pour tout A dans ce voisinage. L’existence d’un tel voisinage est garantie par la continuité de
la fonction A— — fome f(t, A)dt donnée par le théoréme de continuité d’une intégrale dépendant
d’un parameétre (voir les rappels). On peut également déterminer 1’existence de ce voisinage a la

main de la facon suivante :

ot 'on a utiliser I'inégalité |sint| < |¢|. On a :

/0 TN — £t o)t

Te : t
< sup e N —e M / I%Idt,xe sup e — e,
te(0,z¢] 0 te[0,z¢]
|€—/\t _ e—Aot’ _ ’6_(/\+2>\0)t (6_ (M;Mf . €<)\0 ; )‘)t)|
A — Nolt A — Nolze
< QSiIlh(‘ 5 o ) < 2si h(%) :
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car la fonction sinh est croissante. Ainsi le voisinage de Ao déterminé par |A — | < § arg smh(é—)
convient.

(c) Pour = € [0, +ooletA €]0, +00 [, posons

Fla, ) = /0 " Nt

D’apres le théoréme de dérivabilité d’une intégrale dépendant d’un parameétre (voir les rappels),

la fonction F' est dérivable par rapport & la deuxiéme variable et sa dérivée partielle vaut :

N

Lorsque x — +o0, F/(z, \) tend vers F'(\) . D’aprés la question 4. b) cette convergence est uni-

forme pour A > 0. D’autre part, lorsque z tend vers +o0, gf(x A) tend vers F'(\) := — 0+°° e A

sint dt. On peut montrer comme dans la question 4. b) que cette convergence est uniforme pour

A > 0 (attention il faut exclure A = 0 ici). Il en découle que limy, g w =F'(\) .

(d) Soit > 0. On a :
—fome sint dt = [

fo

~ [ /\2 cost +f0 /\2 " sint dt = /\2 cos T —
Ainsi
—(1+5%) [, e sint dt = )\2 - COST — 3.
On en déduit que
F'(A) = limyyoo — [y €M sint dt = H)\Q

5

(e) De la question précédente, il découle que
F(\) = —arctan A + C,

ot C' est une constante réelle. Montrons que F'(\) tend vers 0 lorsque A tend vers 4+00. Soit € > 0

etx>%.0na:
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< / e Mt + <
; 2

ot on a utiliser que |sint| <t et la question 4. b). Ainsi

1 — e Ao €
FO < ——Mm + —.
FO) < =———+ %

L—e ™0 _ () il existe Ao > 0 tel que pour tout A > A, @ < 5. On en déduit

Comme limy ;o =5

que pour A > Ao, |F(\)| < ¢, c’est-a-dire limy_, o F'(A) = 0. Alors C' = limy_,, o arctan A = 7.

Ainsi

400 o; t
F()\):—arctan)\—i—iet/ ﬂdt:F(O):z.
2 J t 2
Fonctions mesurables, intégrale de Lebesgue
Exercice 1
Montrer les égalités ensemblistes suivantes :
= 1 1 = 1 1
b] = — —, b+ —let]a, b|= —b——
0.8 = (Yo = b+ Cletostl= Ula+ 10— )

Exercice 2
Soit (£2,3, u) un espace mesuré et f : 2 — R une fonction (X_B())-mesurable. Montrer que

la troncature f4 de f définie par :
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—A sif(r) < —-A
Alr) =3 f@) sif@) <A
A si f(z) > A
est (X_B())-mesurable.
Exercice 3

Soit Q@ = N, 3 = P() et p la mesure de comptage sur N définie par :

WE)=#E=> 1,
keE
ou £ € ¥. Soit f : N — R une fonction positive ou nulle. Montrer que f est (¥_B())-mesurable

et que :
[ gau=3"sm.
Q n=1

Exercice 4
Soit (, ¥) un espace mesurable. On dit que ¢ : 2 — R est une fonction simple ou étagée si

© est mesurable et ne prend qu'un nombre fini de valeurs, i.e. si ¢ s’écrit :

= Z ¢le;,
jeJ
ot J est un ensemble fini, les ensembles F; sont mesurables et ot, pour i # j, ¢; # ¢; et BiNE; = 0.
Soit ¢ une fonction simple positive. On rappelle que 'intégrale de ¢ par rapport & une mesure

11 est définie par :

/Qsodu = /000 1(Se(t))dt,
ot S,(t) ={z € Q, p(x) >t}

1. Montrer que

/Qsodu = GulE;) .

jeJ
2. Montrer que pour toute fonction réelle mesurable positive, f € M™ (€, Y) | il existe une suite

{¢,, }nen de fonctions simples positives telle que :

89



Chapitre 4. Exercices corrigés

(a) 0 < @, (x) < ¢, (x) pour tout z € Q et pour tout n € N;

(b) lim,, 100 ¢, () = f(z) pour tout x € 2.

Correction V [005936]

Exercice 5

Soit (, X, p) un espace mesuré et f € MT(Q,X) (i.e f est une fonction réelle mesurable

positive). Pour tout £ € 3, on pose :

NE) = [ fdu= [ 14 fin

Monter que A définit une mesure sur (, X) .
Exercice 6

Soit p > 0. Soit f : R™ — R* la fonction définie par

f(@) = |2 P1ga<y(z) -

Calculer I'intégrale de f par rapport ala mesure de Lebesgue de R™ de deux maniéres différentes :
(i) En utilisant les coordonnées polaires et les méthodes standard de calcul d’intégrales;
(ii) En calculant la mesure des ensembles Sf(a) = {z € Q, f(x) > a} et la définition de
I'intégrale de Le- besgue.

Correction de ’exercice 1

oo
n=1

1. Montrons que [a,b] = (2;] a — =, b+ = .

—Pour tout n € N, on a [a,b] C] a — 2,0+ [. Donc [a,b] C (2 ]a— 2,0+ = |,

n’ n

—Soit z € (oy] a — £,b+ L [. Alors pour tout n € N, on a :

1 1
a——<z<b4+ —.
n n

Ainsi
: 1 . 1
lim (a—=)<z< lim (b+—),

n—-+4o00 n n—-+400 n
c’est-a-dire z € [a,b]. Donc (;°;] a — 2,b+ 1[C [a,b] et on a démontré D'égalité entre ces deux

ensembles.
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2. Montrons que] a,b[= ;" [a + £,b— X].

—Pour tout n € N, on a [a+ £,b — 1] C] a,b[, donc ;7 [a+ £,b— ] Cla,b .

—Soit # € Uy [a+ £,b — £]. Alors il existe n € N tel que = € [a+ +,b — X]. Ainsi z €]
a,blet Uy~ [a+ £,b— L] Cla, b, d’ou 'égalité de ces deux ensembles.

Correction de 'exercice 2

Soit (, ¥, p) un espace mesuré et f : @ — R une fonction (¥ — B())-mesurable. Montrons

que la troncature f4 de f définie par :

—-A sif(x)<—A
fa@)=q fl2) sil|f(z) <A
A si f(x) > A

est mesurable. Notons
Ey={zeQ|f(x) < —A} = f1(— o0, =4,

By ={xeQl|f(x)] <A} =fH[-4A4]),
By = {z € Qf(x) > A} = F 1A, +oo]) .

Comme |—o0, —A[, [—A, A], |A, +oo| appartiennent & la tribu borélienne et f est (X_B())-
mesurable, les ensembles E, Ey, et E3 appartiennent & ¥. Alors fa = f-1p, — A-1g, + A- 15,
est mesurable comme somme de produits de fonctions mesurables.

Correction de I'exercice 3

Soit Q@ = N, 3 = P() et u la mesure de comptage sur N définie par :

WE)=#E=>Y 1,

keE

ou E € ¥. Soit f : N — R une fonction positive ou nulle. Pour tout bor¢lien F, f~!(F) appartient
a P(N) , donc f est (X_B())-mesurable. Par définition de Iintégrale,

[ san= [ utssonar
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ou S¢(t) ={n €%, f(n)>t}. Pour tout y € [0, +o0], posons A, :={n € N, f(n)=y}. Alors
t) = U A,
y>t

ou l'union est disjointe et o A, est vide sauf pour un ensemble dénombrable {y;};en de valeurs

de y. Par o-additivité de la mesure p,
= u(lJ Av) =D ulAy) =D n{f =vi})
Yi>t Yi>t YVi>t

Ainsi :

[t =[S utts = vinar - Z /y u({f = bt

YVi>t

Zyl {f =y} = 2w #H{n €N, f(n) = yi} = Zf

Correction de 'exercice 4

Soit ¢ une fonction simple positive :

v = chle

jeJ

ot J est un ensemble fini, les ensembles E; sont mesurables et ot, pour i # j, ¢; # ¢; et BiNE; = 0.

1.0On a
o= [ uisuona

o S,(t) = { € Q, p(x) > 1} = U, ., B et oi p(S, (1) = X, u(Ey) . Ainsi

/sodu /Zu j)dt = Z/ > cu(E)) .

cj>t JjeJ JjeJ

2. Pour tout n € N, posons
Epp ={zeQ, k27" < f(z) < (k+1)2"}pour k=0,...,n2" =1, E,, :={zx € Q, f(z) >
n} pour k = n2"

Puisque f est mesurable, les ensembles Ej,, appartiennent a X. Pour tout n € N fixé, les
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ensembles Ej,,,,0 < k < n2" — 1 sont deux & deux disjoints et | J, Ej,, = (2. Posons

n2-"—1

b= > k27,
k=0

Alors ¢,, est une fonction simple positive vérifiant ¢, < f. En outre 0 < ¢, (2) < ¢, ,(x) pour
tout = € Q et pour tout n € N. De plus, lim,,_, 1 ¢, (z) = f(z) pour tout z € .
Correction de I'exercice 5 A

Soit (, ¥, p) un espace mesuré et f € M*(Q, %) . Pour tout E € X, on pose :

AE) = /E fu = /Q Ly fdp

Montrons que A définit une mesure sur (, %) .

1¢7¢ méthode : On montre d’abord que l’affirmation est vraie pour les fonctions simples.
D’apres exercice 4, toute fonction f € M™(Q, %) s’écrit f = sup,,cy ¢n, OU les ¢, sont des
fonctions simples. Puisque le supremum d’une famille quelconque de mesure est une mesure, on
conclut que A est une mesure.

4

2% méthode : On a clairement A\(0) = 0. 1l suffit donc de vérifier la o-additivité de \. Soit

{Ei}ien C ¥ une suite d’éléments deux & deux disjoints. On a

\UJB) = [ sdn= [ 1y
i=1 U'LoilEl Q

— /Q(i; lEi)de:/Qg;(lEif)du
=3 fsna=3 [ sa
= ii::)\(Ei) :

Correction de 'exercice 6
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Soit f : R® — R la fonction définie par

f(@) = |z[P1ga<y(z) -

(i) On a :

1
/ flz)der = / |x|_p1{x|<1}(x)dx:/ |m|_pdx:/ / " P ldrdo
n R |z|<1 r=0JoeS,_1

ool
= 27Tn / 'r'nipil d?a.
I'(35) Jo

Pour n < p, il vient

Pour p < n, il vient

(ii) Pour a € [0, +o0],
St(a) ={z € R", |z| Plzjc1 > a} ={z € R", |2[ " >a}NB(0,1),
ou B(0, 1) est la boule de centre 0 et de rayon 1. Ainsi
Si(a) = {z €R",a"» > |z} N B0, 1) .

On en déduit que Sy(a) = B(0,1) si ar > 1, ie. sia < 1etque Ss(a) est égale a la boule

B(0, a_%) de centre 0 et de rayon a v lorsque a > 1. Il vient alors :

[ Haye = [ uisst@nda= [ p(B0.0)da+ [ uB0.07)da
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Si p > n, on obtient fR" f(z)dzr = +o00 et pour p < n, on a:

n n —n
T2 T 2 a P
r)dr = + fe
Rnf() I(2+1) F(g+1)[ g+1]1
T2 22
S R

F2+1)" n—p (n—pl(%)

Théoréme de convergence monotone, dominée et le lemme de Fatou

Exercice 1

1. Soit {gn }nen une suite dans M*(Q,X) . Montrer que

“+00

/Q(Z; Gn ) = i/ﬁgndu-

2. Montrer que

[ =)

or _
ot T est la fonction d’Euler et ot ((s) = 37> n~*. (On pourra considérer les fonctions g,(z) =
e 1 1 o))

Exercice 2

Soit 2 = R, X = B() et p la mesure de Lebesgue sur R. Si on pose f, = lj,,n € N,

alors la suite { f,, },en est monotone croissante vers f = Ljo,+o0)- Bien que les fonctions f,, soient

uniformément bornées par 1 et que les intégrales des f,, sont finies, on a :

/Qfd,u = +00.

Est-ce que le théoréme de convergence monotone s’applique dans ce cas?
Exercice 3

Soit 2 = R, ¥ = B() et i la mesure de Lebesgue sur R. Si on pose f,, = %1[n7+oo), n € N, alors
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la suite {f,}nen est monotone décroissante et converge uniformément vers 0, mais

Oz/ﬂfd,uyélim/ﬂfndu:n%o.

Est-ce que cela contredit le théoréme de convergence monotone ?
Exercice 4

Soit f, = %1[07,1], n € N, et f = 0. Montrer que f,, converge uniformément vers f, mais que

/Q fd # lim /Q Fudp

Est-ce que cela contredit le théoréme de convergence monotone ?
Exercice 5
Soit 2 = R, ¥ = B() et p la mesure de Lebesgue sur R. Soit f,, = —+1j,,,n € N, et f = 0.

Montrer que f,, converge uniformément vers f sur R mais que

lim inf /fnd,u</fdu.
n—+o0o [q Q

Est-ce que cela contredit le lemme de Fatou ?
Exercice 6

Soit f € M*(Q,%) tel que [, fdu < 4+o00. Montrer que
p{xr € Q, f(zr) =400} =0.

On pourra considérer les fonctions f,, = nlgs>ny.

Exercice 7

Soit (£2,%, p) un espace mesuré avec () < +oo. Soit {f,, }nen une suite de fonctions mesu-
rables convergeant presque partout vers une fonction mesurable f. On suppose qu’il existe une

constante C' > 0 telle que |f,| < C pour tout n > 1. Montrer que

lim /fnd,u:/fd,u.
n—-+00 Q Q
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Exercice &8

Soit f € £L! Que vaut la limite

lim [ f(z)cos"(7mx)d\(x)?

n—oo R

Exercice 9
On rappelle qu'une fonction f : @ — R est dite intégrable si f, := max{f,0} et f. =

max{—f,0} vérifient [, f+ dp < 400 et [, f-dp < 40c0. On note £'(2, ¥, ;1) Pensemble des
fonctions réelles intégrables. Pour f € £L}(, 3, i) , on pose

/Qfduz/gﬂdu—/gf—du-

fe %, p) e |fle LY, 1)

1. Montrer 1’équivalence

et

| / fd < / fld.

2. Montrer que si f est mesurable, g intégrable et | f| < |g|, alors f est intégrable et

[ 1< [ I

3. On rappelle qu'une fonction f :  — C est dite intégrable si la partie réelle Ref et la partie

—~~
—_
~—

imaginaire Imf de f sont intégrables. On pose alors

/Qfdu:/QRefdu—l—i/QImfdu.

Montrer que l'inégalité (1) est vérifiée.
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Exercice 10
Soit (, 3, p) un espace mesuré. On dit que f,, converge vers f en mesure si pour tout e,

lim p{z €Q, [fu(x) = f(x)] > €} = 0.

n—-+o0o

Montrer que si f,, — f en mesure, alors il existe une sous-suite { f,,, }xen de { f, }nen qui converge
vers fu-presque partout.

Exercice 11

Donner un exemple de fonction f : R — R qui est intégrable au sens de Lebesgue mais pas
au sens de Riemann. Correction V [005949]

Exercice 12

1. Montrer que pour tout x € R+, {(1 + £)"} est une suite croissante et

lim (1 —|— i

k=0

PT'|H

2. Calculer la limite

lim [ (1+2)e "dA()

=00 R4 n

Exercice 13

Montrer que

L. limy oo [y (1 — £)"z™dz = m! (pour tout m € N).

2. lim,, 00 fo + )" e 2dyr = 1.

Exercice 14

Montrer le théoréme suivant, ) étant un espace mesurable. (On pourra utiliser le théoréme
des accroissements finis.)

Théoreme. (Dérivation sous le signe [)

Soit f : Q x R — C une fonction telle que

(i) Pour tout s € [s1, o], la fonction x— — f(x, s) est intégrable;

(ii) pour presque tout z, la fonction s— — f(z, s) est dérivable sur (si, s2);

(i) il existe g € LY(Q,RT) tel que pour tout s € [sy, so] et pour presque tout x € § on ait
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|%| < g(x) . Alors la fonction I(s) := [, f(x,s)d(z) est dérivable sur (sq,s;) et

dl [ 0f(x,s)
E_/Q—(‘?s dp(z) .

Exercice 15

Soit f € £ Sa transformée de Fourier est la fonction f : R — C définie par

fv) = [ e o,

montrer que
1. f est continue,

2. f est bornée et sup | f| < || fl|i(= [, |f(2)|dz)

3. Si x — xf(x) est intégrable, alors f est dérivable et on a
d , —_—
o f=—ixf(z) .
y

Correction de 'exercice 1
1. Soit {gntnen une suite dans M*(Q, %) . Alors fr, = S2F_, g, est une suite croissante de

MT(Q, %) . D’apres le théoréme de convergence monotone

—+00

/Q(Z Gn)dps = i/ggndu-

2. Posons g, (z) = 25 'e™™ 1) ;o). Les g, appartiennent & M*(Q, ) pour tout n € N. D’apres

la question précédente,
“+oo

/Q(g Gn)dp = i/ﬁgndu-

Or d’une part,

s—1_—nx 1 oo s—1_— 1
Gndp = [ ¥ e " 1 fo0ydr = — y e Vdy = —T'(s) ,
Q Q

S S
n® Jo n
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donc
S [ =32 206 = ()

D’autre part,

+o00 400 +o00 +o0 T
( gn)d,u:/ T g e "dx :/ dx,

d’ou I’égalité cherchée.
Correction de ’exercice 2
Oui, le théoréme de convergence monotone ne dit pas que 'intégrale de f est finie. On a bien

—i—oo:/fdu: lim /fndu: lim n.
Q Q

n—-4o00 n—-4o00

Correction de 'exercice 3

Non, le théoréme de convergence monotone ne s’applique pas & une suite décroissante de
fonctions positives.

Correction de 'exercice 4

Non, la suite de fonctions n’est pas méme monotone.

Correction de 'exercice 5

En effet, pour tout € > 0, il existe Ng = [%] + 1 tel que Vn > Ng,

sup | fu(z) — f(2)] <,

zeR

i.e. f, converge uniformément vers f sur R. On a :

"1
lim inf /fnd,u = lim inf —/ —dp = —1.
Q o

n—-+4o00 n—-4o00

D’autre part fQ fdu = 0. Le lemme de Fatou ne s’applique pas car les fonctions f,, ne sont pas
a valeurs dans [0, +o0].

Correction de 'exercice 6

On a
p(f = +o0) = u([{f =n}) .

neN
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Puisque les ensembles A, := {f > n} vérifient A} D Ay D Az... et u(A;) < +oo(i =1,2, .. par
continuité de la mesure, on a :

u(f = +00) = lim_pu(f >n).

n—-+4o0o

Or, comme f est & valeurs positives, les fonctions f,, définies par f, = nlys>y,y vérifient f, < f.
Ainsi

/ Jndp = / nlipsnydp = nu(f >n) < / Jdp < +o0.
Q Q Q

On en déduit que
1
u(fzm < [ fdu—o,
nJa

donc

p(f = +o0) =0.

Correction de I'exercice 7
Puisque () < 400, la fonction constante égale a C' est intégrable, d’intégrale C'p(€2) . Une

application directe du théoréme de convergence dominée donne

lim /fnd,u:/fd,u.
n—-400 Q Q

Correction de I'exercice 8

Soit f € £! Comme cos(mz) < 1 si x &€ Z, cos™(rx) — Olorsque n— oo presque partout (pour
tout x € R\Z) . Notons f,(z) = f(z)cos™(wz) . Alors, pour tout n € N on a |f,(x)| < |f(z)| et
comme |f| € £

par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,

n—oo n—oo n—oo

lim Rf(az:) cos"(mx)d\(x) = lim an(x)d)\(x) = /R lim f,(z)d\(z) =0.

Correction de I'exercice 9
1. Par définition, f € £L}(Q, X, p) si et seulement si f + et f-sont intégrables. On note que
|fl=f++f-.Donc f e LY X, n) = |f] € LYQ,%, u) . Réciproquement, on a 0 < f+ < |f],
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donc |f| € £1(, B, p) = f € L, &, u) . D’autre part :

[ i =1 [ sedn [ faul< [ gedu [ fau= [ iridn

2. Par monotonie de l'intégrale, on a

/Ifldu < / |gldp < +o0.
Q Q

D’apres la question (a) , il en découle que f est intégrable.
3. Définissons z = [, fdp. Comme z est un nombre complexe, il s’¢crit z = |z]e®. Soit u la

partie réelle de e=* f. On a u < |e” f| = | f|. Donc

!/Qfdulzew/ﬂfduz/gewfduz/ﬂudué/glﬂdu,

ol la troisiéme égalité découle du fait que le nombre fﬂ e 9 fdy est réel donc est l'intégrale de
la partie réelle de e~ f c’est-a-dire de u.

Correction de I'exercice 10

On cherche une sous-suite { f,,, }nen de {fn}nen telle que pour p-presque tout x € €, étant
donné un € > 0, il existe un & € N (dépendant & priori de z) vérifiant j > k = [f,,,(2) — f(2)] < e.

Il suffit de montrer que pour p-presque tout , il existe un k € N tel que j > k = |f,,, (z)— f(7)] <

1

57 < 2% Cela revient & montrer que le complémentaire de I’ensemble

AzUﬂwWJK%}

k=1j>k

est de mesure nulle. Or

A= YUl = 12 51

k=1j>k
Posons By, := ;s {|fn;, — fI = 5} Ona By D By D Bs... avec By de mesure fini; donc par

continuité de la mesure, il vient :

p(A%) = lim p(By) .

k—-4o0
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Par o-additivité, on a :

p(Br) <> ul{lfn, —

izk

250

On définit alors la sous-suite {f,, }nen de la maniére suivante. Puisque f, converge vers f en

mesure, il existe un indice n; tel que pour n > nyq,

l\.'JIr—l

plfn = f1 = }) <

Il existe un indice ny > n; tel que pour n > no,

1
?7

p{lfn =

et ainsi de suite : pour tout k£ € N, il existe un ny > nx_1, tel que pour n > ny

1 1
p{lfn =112 5H < o
Pour cette sous-suite on a alors :
1 1
p(B) < Sl 112 5 <3 5= oy
j=k Jjzk

On a bien

H(A%) = Tim p(By) = 0.

k—-+oo
Correction de 'exercice 11
La fonction de Dirichlet restreint a I'intervalle [a,b], f(z) = 1g|4,4(2) , est intégrable au sens
de Lebesgue et son intégrale par rapport & la mesure de Lebesgue vaut 0. Mais elle n’est pas
intégrable au sens de Riemann : S(f, 7) = 0 et S(f, 7) = b — a pour toute subdivision 7 de
'intervalle [a, b].
Correction de ’exercice 12

1. Montrons que pour tout € R+, (1+ £)" est une suite croissante et que lim,, (14 2)" =
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e*. Pour n € Non a

3

N _ n! _ n(n—1)-(n—k+1)
ou Gk = (n—k)Ink nk )

Les assertions suivantes sont vraies :

i) ani1k > ank. En effet, %114 >2lpourl e Ncarn®+n—1l-n>n*+n—10-n—1 i
an i < 1 (évident);

iii) Pour tout k£ € N, lim,,_,o @y = 1.

)n+1 _ n+1 xk

k . .
Comme 41541 > 0, (1 + = =D po Ont1kgy > Yo ny1,k 77+ 11 s’ensuit donc de (i)

n+1
que la suite {(1+4 £)"} est croissante. Les assertions (ii) et (iii) impliquent que

et que, pour tout m € N, lim,, (1 + £)" > > "" % Ainsi, lim, oo (14 %)" = €.
2. Par le théoreme de convergence monotone, on a pour b > 1,

lim [ (14 5)ed\(z) = / lim (1 + —)"e~""dA(z)
R n

n—oo fpy n 4 Moo

> 1
= =Dz () = ——.
/0 e (x) —

Correction de 'exercice 13

1. Pour tout z € Ry et n € Non a

(1- %)n <eo.

En effet, comme Iny <y — 1 pour y > 0, on a lny_TlL < y_% — 1, cest-a-dire (1 — 2¥)" <y~

Ainsi, en posant x = Iny, il vient (1 — £)" < e™". De plus,

lim (1— E)" = lim ¢"™07%) = lim "R tREE),

n—-+o0o n n—-4oo n—-+oo
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n —X

ott lim,,— €(u) = 0. Ainsi lim,, 4 o(1 = £)" =¢

Posons f,(r) = (1 — Z)"2™1jg,). Alors en utilisant le théoréme de convergence dominée et
sachant que T'(m + 1) = [;° e "2™dx = m/, on obtient le résultat.

2. Soit f,,(x) = (1+ £)"e > 1. Comme la suite {f,(x)} est croissante et lim, o fo(z) =
e~ ", on obtient le résultat en appliquant le théoréme de convergence monotone.

Correction de l'exercice 15

1. Notons g(z,y) = e~ f(z) . Alors,

i.) pour tout y € R, la fonction x— — g(x,y) est mesurable;

ii.) pour presque tout x € R (pour tout les x € R tels que f(z) est finie) la fonction y— —
g(x,y) est continue pour tout y € R;

i) |g(z, y)| = le7 f(x)] < |f(@)] et [f] € L1R,Ry) .

On doit montrer que pour tout suite {y, },en convergeant vers y, on a lim,, . f (yn) = f (y)
. Posons g, (z) = g(x,y,) . D’aprés le théoréme de convergence dominée,

i f(5) = lim_ [ gu(o)de = [ glo.yide = fiv)

n—-+o0o n—-+00 R

Ainsi f est continue.

2. Pour tout y € R, | f(y)| < [ le”™ f(x)|dx < [o|f(x)|dx = || |z, et donc

sup [ | < | £z,

3. Soit g(z,y) = e ¥ f(x) . Alors, on a
i.) pour tout y € R, la fonction x— — g(x,y) est intégrable;
ii.) pour presque tout x € R la fonction y— — g(x,y) est dérivable pour tout y € R;
iii.)|%§’y)| = | —ize ™ f(x)| < |zf(z)| avec z— — x f(x) intégrable.

Ainsi, d’aprés Dexercice 14 (le théoreme de dérivation sous le signe [), on a

% jeo /R ¢ (—iaf (z))da = —iy [(y) -
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Espaces LP

Exercice 1
1. Soit a,b > 0 et soit p,q € (1, +00) tel que % + % =1 (on dit que p et q sont conjugués au

sens de Young). Montrer 'inégalité de Young :

1 1
ab < —aP + -b1.
p q

On pourra considérer la fonction 6 : R™ — R définie par 0(a) = %ap + %bq — ab.
2. Soit de nouveau p, g € (1, +00) tel que % —i—é =1let fe LP(u),g € L u) . En utilisant la

question précédente, montrer que pour tout A > 0

NP A ¢
/ Foldu < / Pdu+ 2 / lgl7du
Q P Ja q Jo

Optimiser cette inégalité par rapport & A et montrer 1'inégalité de Holder :

1fglly < [/ llpllgllq-

Cette inégalité est-elle vraie pour p=1et g = +o0?
3. Soient p et p’ dans [ 1, +o0o[ (pas nécessairement conjugués). Montrer que si f appartient
a LP(p) N LY alors f appartient a L (i) pour tout 7 compris entre p et p/'.

4. Montrer que si i est une mesure finie alors

L®(p) € () L7 (1) .

p>1

et, pour tout f,

i (|1l = I e

5. Montrer que si f € LP() et g € L(p) avec %—F % =1 alors f-g e L"(u) et

gl < W f1lpllglls-
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Exercice 2

Théoreme 1.(Théoreme de Riesz) Pour tout 1 < p < +o0, l'espace LP(u) est complet.

Théoreme 2. Soit p tel que 1 < p < 400 et soit {f,}neny une suite de Cauchy dans LP(u)
convergeant vers une fonction f € LP(u) . Alors il existe une sous-suite de { f,, }nen qui converge
ponctuellement presque-partout vers f.

Le but de cet exercice est de démontrer les théorémes 1 et 2.

1. Cas de L*>(u) .

(a) Soit { f, }nen une suite de Cauchy de L>(u) . Pour k,m,n > 1, considérons les ensembles

A o ={z € Q |fulx)] > | felloo};
Bun + ={z€Q, [fu(z) = ful@)] > [ fr — fullo}-

Montrer que E := |, A Unm By.n est de mesure nulle.

(b) Montrer que sur le complémentaire de FE, la suite {f,},en converge uniformément vers
une fonction f.

(c) En déduire que L>(u) est complet.

2. Cas de LP(p) .

(a) Soit 1 < p < +o0 et {f,}nen une suite de Cauchy dans LP(u) . Montrer qu’il existe une

sous-suite { fy, bren de {fn}nen telle que || fn, . — fa,llp < 27k,
(b) Posons

k +o0

G =3 Nfas — ful et 9= |fuiss — fur

=1 =1

Y

ou g est a valeurs dans R U {+oo}. Montrer que pour tout £ > 1, on a ||gx|l, < 1, puis que
lglly < 1.

(c) En déduire que la série

fm + Z(fni+1 - fm)
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est absolument convergente pour presque tout z € Q. Notons f(x) sa somme lorsque celle-ci est
finie et posons f(x) = 0 sinon. Vérifier que f est la limite ponctuelle des { f,,, }xen pour presque
tout

x € Q.

(d) Montrer que f — f., € LP(u), f € LP(u) et que ||f — fill, — 0 quand m — +oo. Conclure.
3
Exercice 3(Différentiabilité des normes |||[,)
Soient f et g deux fonctions de LP(u) avec 1 < p < 4+00. Montrer que la fonction N : R — R
définie par

N(t) = / @) + - glo)Pdu

est différentiable et que sa dérivée en t = 0 est donnée par :

=0=» / @ f@)g(e)dn,

ou par convention |f(x)|P~2f(z) = Olorsque f= 0.
Correction de 'exercice 1
1. Soit a,b > 0 et soit p,q € (1, +00) tel que i + % = 1. La fonction 6 : R™ — R définit par

0(a) = %a” + %bq — ab est dérivable et :
0" —b.

Cette dérivée s’annule lorsque a = br—1, est négative pour a < br—1 et positive pour a > br-T.
On a

1 1 1 1
O(brT) = —bp-1 + =b7 — b T T = 0.
p q

Ainsi 0(a) > 0, i.e.
1 1
ab < —aP + -b4.
p q

2. Soit f € LP(u) et g € L%(u) . D’apres la question précédente, pour tout A > 0 et pour

108



Chapitre 4. Exercices corrigés

p-presque tout x :

ole) = @) - £ < D + gt
Ainsi
)\p p >\__q q
[ vrslai <= [ v 2= [ gla
Posons

NP A4
o) =2~ [ 1sPdu+ 2= [ |glra
P Ja q Ja

La fonction ® est dérivable et :

TG = A gl

)ﬁ, est négative pour A < \; et positive pour A > A;.

Cette dérivée s’annule pour A\ := (IIfH

Ainsi le minimum de ® vaut :

1
p

[lgllg
/115

llgl]d

)7 | 117+
A1l Y

.
) allgllg

(

(

(A1)

1
q

q q. q q

]_ b y 1 P D
= Slgll==lifilzse+ —llgll== £l = [1f 1l llglls

On en déduit 'inégalité de Holder :

IFglle < I £1lpllglla-

Si fe L) et ge L®(u) , alors |g(x)| < ||gllc Pour presque tout x € Q et

/Q Faldn < l1g]l / Fldu

ie. [ falli < llgllooll £l
3. Soient p,p’ € [1, +00). On suppose p < p'. Soit p <r < p’. On a

I = 1 s + 1M e S TP Lgpsn + LfIPL p1<a
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On en déduit que
Jisrdus 157 dus [ 1firau < +oc,
Q Q Q

donc f appartient a L"

4. Supposons que p soit une mesure finie et soit f € L>(u) . Alors
|f@)] <1 fllo
pour presque tout x € €. Ainsi pour tout p
[ 1P < 151 [ 1= () < -+,

ce qui implique que f € LP(u) . En particulier, f appartient a 1’intersection ﬂp21 LP(u) . De

plus, pour tout p, on a :

B =

1f1lp < 1f lloor(€2)7,

ce qui implique que

tim [ fllp < [ flleo-
p—to0

D’autre part, pour tout 0 < € < |||l , 00 &

[israu= | 7Py (1l = 0111 > (1 oo =€) -
Q 1F1> (1 flloo—€)

Ainsi pour tout p, il vient

171l = (1Flloe = el 1 > (1 Flloe = €))7

Puisque lim,, oo (| f| > (| floo — e))% =1, il en découle que

lim [fllp = [[fllee =€
p—-+oo
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Comme € peut étre choisi arbitrairement petit, on a

lim {[fllp = [ flleo,
p—+o0

donc finalement lim, . || fll, = || /||
5. Posons f, := f" et gy :=¢". On a f, € L7() et ¢, € L* Notons que lidentité Il)+é = %

entraine que 2,4 > 1 et que les nombres 2 et  sont conjugués au sens de Young. Par I'inégalité

de Holder on a donc

JGoran= [ fondn< ([ fian)

D’ou, finalement,

B3

%gﬂd’l); :(/prdu);(/gquﬂ)z

1£gllr < 1 fllpllglly-

Correction de ’exercice 2
1. Cas de L*™(u) .

(a) Soit {f,}nen une suite de Cauchy de L>°(u) . Pour k,m,n > 1, soient les ensembles

Ap o ={z e |fi(@)] > [ frllo}s
Bpn o ={z € Q |fn(x) = ful@)] > [|fim = falloo},

et B =, Ax Unm By, . Par définition de la norme infinie, les ensembles A et B, ,, sont de

mesure nulle. Par o-sous-additivité de u, on a

u(E) < ZM(Ak> + ZN(Bn,m) =0.

(b) Sur Q\E, on a :
sup | fo — finl < o — finlloos

zeQ\E

i.e. {fn}nen est une suite de Cauchy uniforme sur Q\E. En particulier, pour tout z € Q\F, la
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suite { f,,(2) }nen est une suite de Cauchy réelle, donc est convergeante car R est complet. Notons
f la limite ponctuelle de f,, sur 2\ E. Montrons que la suite { f,, }nen converge uniformément vers
f sur le complémentaire de E. On a

o) = F@)] = T (fu@) = ful) € T fo = e

m—-+00

Comme { f,, }nen est de Cauchy dans L>°(u) , pour tout € > 0, il existe un rang N, tel que pour

n,m > N, || fn — finllo < €. Alors pour n > N,

sup [ fu(2) — f(2)] < e

z€Q\E

11 est découle que {f, }nen converge uniformément vers f sur Q\E.
(¢) Etendons la fonction f & Q en posant f = 0 sur E. Il reste & montrer que la fonction f

appartient & L>(u) . Pour n > N, et z € Q\F, on a

[f(@)| < |fa(x)] + e < | fn(@)llo + €

On en déduit que || f|loo < || fn(®)]|oo + € < +00. Ainsi L>°() est complet.

2. Cas de LP(u) .

(a) Soit 1 < p < 400 et {f,}nen une suite de Cauchy dans LP(u) . Il existe ny tel que pour
n,m > ny, || fo— fmll, < 27! On prend ensuite ny > ny tel que pour n,m > na, || fo— finllp, < 272,
et ainsi de suite, pour tout k, il existe un ny, > ng_1 tel que n,m > ny, = || fr — fillp < 27k,

(b) Posons

k 400
gk = Z |fn¢+1 - fn,-|6tg = Z |fni+1 - fm|a
i=1 =1

ou g est a valeurs dans R U {+oo}. Pour tout £ > 1, on a

D

k
”ngp = H Z ‘fmﬂ - fnz‘
1=1
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D’apres I'inégalité de Minkowski,

k
p= 27 <1,
=1

k
||gk“P S Z ||fni+1 - fnz
i=1

D’aprés le lemme de Fatou, on en déduit que ||g||, < 1.
(c) Comme [, |g|Pdp < +00, nécessairement |g| < +ocop — pp, i.e. pour presque tout z € Q
la série

fou + Z Foiis = fs)

est absolument convergente. Notons f(z) sa somme lorsque celle-ci est finie et posons f(x) =0

sinon. On a :

fm+Z i = Jd) = fun

et f(z) = limg— 100 fr, b — PD-
(d) Soit € > 0. Comme {f,}nen est de Cauchy dans LP(u) , il existe N, > 0 tel que pour

n,m > N, ||fn — fml, < €. Pour m > N, on a par le lemme de Fatou :

/ = fonlPdp = / | lim fu, — fuPdy < lim inf / o — fonlPdps < .
Q Q k—+o0 k—+o0 Q

Ainsi f — f,, € LP(p) et ||f — fumll, — 0 quand m — 4o00. De plus, d’apres I'inégalité de

Minkowski, on a

[ llp = 1 = Fon) + Fnlly < 1CF = F)llp + [ fonllp < 400,

c’est-a~dire f € LP(u) . En conclusion LP() est complet.
Correction de 'exercice 3
Soient f et g deux fonctions de LP(u) avec 1 < p < 4o00. La fonction 9 (t) = |f(z) + tan(x)|?

est de classe C! sur R et sa dérivée vaut

iy oo [f(@) +tan(x) + hg(z)|P — [ f(z) + tan(z)[?
i) = Jim h

= pl.f (z)+tan(z)["~*(f (z)+tan(z))g(z) ,
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lorsque f(x) et g(x) ont un sens, c’est-a-dire pour presque tout x. De plus, d’apres le théoréme

des accroisse- ments finis, on a

|f(z) + ta”“f W@ _ i) = pl (@) + tog(@)P2(F (@) + togla))g(e)

pour un certain ¢y, compris entre 0 et ¢. Ainsi pour |t| < 1,

ylf(fl?) + tan(x)|” — If(x)|p’
t

= plf (@) +tog ()" |g(x)]
< p([f ()] + lg(x)])”
<27 "p(If (@)]” + 1g(@)I")

ou la premiére inégalité découle de I'inégalité triangulaire et de la majoration |g(z)| < (|f(z)| +

lg(x) et ou la deuxiéme inégalité provient de la convexité de la fonction x— — zP pour p > 1

impliquant en particulier : (“2)7 < %2 4 22 1] en découle que t— — f (I)Han(?'p_'f @P st
uniformément bornée par une fonction mtegrable. Le théoréeme de convergence dominée permet

alors de dériver sous le signe somme et

Pi=0= p/lf )2 (2)g ) dp

Intersections des I et convergences Exercice 1

Soit € un sous-ensemble de R™ dont la mesure de Lebesgue est finie : u(£2) < +00. Pour tout
1 < p < +o0, on note LP(2) l'espace des fonctions f : Q@ — C telles que || f|l, := ([, | f[*(= d:c)r’ <
+00 modulo I'équivalence f ~ g < f — g = Ou — p.p. L’espace des fonctions essentiellement
bornées sera noté L>(12) .

1. Montrer que si ¢ < p, alors LP(Q2) C L(Q2) . En particulier, pour 1 < ¢ <2 <p,on a:

L®(Q) C LP(Q) C L*(Q) c LY(Q) c L'
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2. Soit B"(0,1) la boule unité centrée en 0 de R”. En considérant les fonctions

foc(x) = |x|_a

montrer que pour ¢ < p, 'inclusion L?(B"(0,1)) C L%(B"(0,1)) est stricte.

Exercice 2 (mesure de comptage sur N)

Soit 2 = N muni de la mesure de comptage. Pour tout 1 < p < 400, on note ¢? ’espace des
suites complexes 1

(Un)nen telles que ||ull, := (3% |ua|P)p < +oo. L'espace des suites bornées sera noté £

1. Montrer que si ¢ < p, alors /¢ C /P. En particulier, pour 1 < ¢ <2 <p,ona:
tcrcrcrcee

2. En considérant les suites u,, = n~%, montrer que pour ¢ < p, 'inclusion ¢4 C (P est stricte.
Exercice 3 (la mesure de Lebesgue sur R")
Soit 2 = R" muni de la mesure de Lebesgue. Pour tout 1 < p < +00, on note LP(R™) I'espace
des fonctions f : R" — C telles que ||f]l, = (fgn \f|p(x)dx)% < 400 modulo ’équivalence
f~g<s f—g=0u—p.p. Lespace des fonctions essentiellement bornées sera noté L>(R"™) .

1. —Pour quelle valeur de « la fonction z— — ( appartient-elle a LP(R™)?

S S
Ltz[2)>
= appartient-elle & LP(R™)?

—Pour quelle valeur de 3 la fonction x— — #e’

—Soit 1 < ¢ < p < 400. En utilisant (a) et (b) , trouver une fonction f qui appartienne a
L9(R™) mais pas a LP(R"™) et une fonction g qui appartienne a LP(R™) mais pas a L?(R") .

2. —Soit 1 < g < p < +oo. Montrer que l'espace LP(R™) N LY(R™) est un espace de Banach

pour la norme || - [l = [ - [l + [ - [l4-

—Soit r tel que ¢ < r < p. Montrer que

L1l < ANl

o+ =2+

» € [0,1]. On pourra écrire 7 = ra + r(1 — «) et utiliser I'inégalité de Holder

pour un couple de réels conjugués bien choisi.
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—En déduire que si f,, converge vers f dans LP(R™) N LY(R™) alors f,, converge vers f dans
L"(R") , i.e LP(R™) N LY(R™) est un sous-espace de Banach de L"(R") .

3. Soit f € LP([0, +oo[) N LI([0, 4+o00]) avec 1 < g < 2 < p. Montrer que la fonction h
définie par h(r) = % f(r) appartient & L'([0, +oo[) et trouver des constantes C,,, et ~y telles que
Il < Cgll G115

Exercice 4(Convergences)

Soit { f, }nen la suite de fonctions définies par :

ful) = %un,m (2)

1. Montrer que f,, converge faiblement vers 0 dans L?([0, +oo|[) mais ne converge pas fortement

dans

L([0, +o0

2. Montrer que f,, converge fortement vers 0 dans LP([0, +oc[) pour p > 2.
Exercice 5

Soit { fn}nen la suite de fonctions définies par :

1. Montrer que f,, converge faiblement vers 0 dans L?([0, +oo|[) mais ne converge pas fortement
dans

L*([0, +o0

2. Montrer que f,, converge fortement vers 0 dans L?([0, +oo]) pour p < 2.

Correction de 'exercice 1

Soit 2 un sous-ensemble de R™ dont la mesure de Lebesgue est finie : 1(€2) < +00. Pour tout
1 < p < +00, notons LP() Pespace des fonctions f : Q — C telles que || f][, := (J, |f|p(x)dx)% <
+00 modulo I'équivalence f ~ g & f — g = Ou — p.p. L’espace des fonctions essentiellement

bornées sera noté L>(12) .
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1. Si f € L™ alors
1z = / FP(@)de < [[fIPp(Q) < +oo,

ainsi L*(Q) C LP(Q) pour tout p et | f], < ||f||oo(,u(Q))% Montrons que si ¢ < p, alors
LP(Q) C L9(QY) . Soit f € LP(Q) , on a par exemple :

q_ U\dr = Ux)d Ux)d
T / f19(x)de /{|f|>1}|f| (2)dx + /{f|<1}|f| (2)da

< [ ir@dns [
{If1>1} {lf1<1}

< IR A+ p(€) < oo

p_ .

Ou encore, en utilisant I'inégalité de Holder pour les réels conjugués r = g >1letr = P

pP—q

£l = [ 1#)de = ([ et 1755 (@)

= IFIE() ",

ce qui implique :

1flla < I lpr(€) '

En conclusion, pour 1 < ¢ <2< p:
L>®(Q) C LP(Q) C L*(Q) c LY(Q) c L'

2. Montrons que pour ¢ < p, l'inclusion LP(B™(0,1)) C L%(B"(0,1)) est stricte. La fonction f,
appartient a L>(B"(0,1)) si et seulement o < 0, et & LP(B"(0,1)) avec p < 400 si et seulement
si

n
pa—n+l<lsa<—
p

Soit 1 < ¢ < p, alors f%(g_;'_ﬂ) appartient & L?(B"(0,1))\LP(B™(0, 1 En particulier, f%(ﬂJrg) appar-
tient a L9(B"(0,1))\L>*(B"(0, 1

Correction de 'exercice 2 A
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Soit 2 = N muni de la mesure de comptage. Pour tout 1 < p < 400, on note ¥ ’espace des
suites complexes 1
(Un)nen telles que [|ull, == (3% |ualP)p < +00. Lespace des suites bornées sera noté ¢

1. Montrons que si g < p, alors ¢7 C /P. Soit (uy,)nen € £2. Comme

“+oo
Z |, |? < o0,
=0

il existe un rang N tel que pour n > N, |u,|? < 1. En particulier la suite (u,),eny appartient a
> et

|t]|o < max{ug, ..., uy, 1}.

De plus, pour n > N, on a |u,|? < |u,|? et

“+oo +oo
D lualP < Y Jual” < Jlulld < +oo,
i=N+1 i=N+1

ce qui implique que ||u||, < +o0. En conclusion, pour 1 < ¢ <2 <p,ona:
tcrcrcrcee

(@)

2. La suite u,, = n~* appartient a foo pour tout o > 0 et & /? avec 1 < p < 400 si et seulement si

ap>1,iea> %. En particulier la suite constante égale & 1 appartient a foo mais n’appartient

a aucun /P pour p < +oo. Soit 1 < ¢ < p < +00. Pour tout « tel que }D <a< é, la suite u(®

appartient a ¢P\¢?. C’est le cas en particulier pour a = %(‘% + é) . Ainsi l'inclusion ¢ C P est
stricte lorsque ¢ < p.

Correction de I'exercice 3 A

Soit 2 = R"™ muni de la mesure de Lebesgue. Pour tout 1 < p < +00, on note LP(R™) I'espace
des fonctions f : R" — C telles que ||f]l, = (fgn |f|p(:v)dx)% < +o00 modulo I'équivalence
f~g< f—g=0u—p.p. Lespace des fonctions essentiellement bornées sera noté L>(R"™) .

-~ appartient a LP(R™) pour 2ap > n.

_ ; _ 1
1. —La fonction z— — EED
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2
||

—La fonction z— — #e‘ 2~ appartient & LP(R™) pour pf < n.

—Soit 1 < ¢ < p < +o0. La fonction
f(e) = (14 [of) #

vérifient f € LP(R") et f ¢ LI(R™) . La fonction

vérifient g € LY(R™) et g ¢ LP(R™) .

2. —Soit 1 < ¢ < p < 400 et f, une suite de Cauchy pour la norme || - ||, = || - I, + 1| - ll4-
Comme || - ||, < || - |lpgs fn st une suite de Cauchy dans LP(R™) , donc elle converge vers une
fonction f € LP(R™) pour la norme || - ||,. De méme, || - ||, < || - ||,.4, donc f,, converge vers une
fonction g € LY(R™) pour la norme || - ||,. De plus, il existe une sous-suite de f,, qui converge
vers f presque- partout et il existe une sous-suite de f,, qui converge vers g presque-partout.
Ainsi f = gu — p.p. et f,, converge vers f = g dans LP(R™) N LY(R") .

—Soit r tel que ¢ < r < p. Montrons que

LAl < IAIGNAIl

1« 11—« : __ar (I—a)r A _ — 3 A
oy =2+ a¢€ [0, 1]. Puisque 1 = T+ lesréels p’' = L et ¢’ = ﬁ sont conjugueés.

D’apres I'inégalité de Holder,
/R fI@)de = / 7o) - 1£10 (2)de

< (1 @[ 1010 @)

(1—a)r

< ([ 1) ¥ ([ 1rpaan

< AIETIAIEr,
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ce qui équivaut a || f||, < Hf||g‘|]f\|§17°‘). On peut également écrire r = g + (1 — 3)p avec 3 €]

0, 1] et appliquer H" io"der avec les réels conjugués S1 et ﬁ :

I @)de = [ |f17(x) - | f|* PP (2)deo

R’!L Rn

= (/. |f1*()da)’( . |f1P () da) P,

ce qui implique

1f 1l <

qui est 'inégalité cherchée car a = pﬁ vérifie b1en ==2 —|— I’Ta.

—Si f, converge vers f dans LP(R™) N L9(R™) alors fn converge vers [ dans LP(R™) et dans
L1(R™) , donc dans L"(R"™) d’aprés I'inégalité précédente. En conclusion, LP(R™) N LI(R™) est
fermé dans L"(R"™) donc un sous-espace de Banach de L"(R") .

3. Soit f € LP(]0, +o00[) N LI([0, +o0[) et h la fonction définie par h(r) = \[f( r) . On notera
P le conjugué de p et ¢ le conjugué de q. Montrons que h appartient & L'([0, +0c On a :

+oo q R 1 too 9
/0 Sl >|dr:/ St >|dr+/R ZHFryar

< ([ tant ([t ([ tant [ s

R R

1 2 1 1 1 11

1 1 1
- %)pR(Z; - §)||f||p+ (%/ — 1)"R(5 - §)||f||q'

<(

En optimisant par rapport & R, on obtient :

+oo 1 B
/ ZHFdr < Gyl I

et b=, — et Cpq = ﬁ;&(l -5 (5 1)_%

Correction de 'exercice 4

N[

ou, en posant a =

Q=

_ (6]
,onany =i,
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Soit { fn}nen la suite de fonctions définies par :

() (z) .

1
:_1nn
\/ﬁ[ﬁ]

1. Quelque soit g continue a support compact,

/[[Hoo[fn(m)g(x)dx — % /:n g(x)dz — 0

quand n — +oo. Par densité des fonctions continues a support compact, f,, converge faiblement
vers 0. D’autre part, f,, converge presque partout vers 0. Supposons que f,, converge fortement
vers une fonction f dans L?([0,+o0o Alors il existe une sous-suite de f, qui converge presque-

partout vers f, ce qui implique que f = 0 est la seule limite possible. Or :

[ fnlla =1

pour tout n, donc || f,||2 ne tend pas vers || f|l2 = 0 ce qui contredit le fait que f,, converge vers
f dans
L*([0, 400

2. Pourp>2 ona:
2n

/ | fu(2)Pdz = / n"idr=n'"% -0,
[0,400[ n

quand n — +o0o donc f,, converge fortement vers 0 dans LP(]0, +o0])
Correction de 'exercice 5

Soit { fn}nen la suite de fonctions définies par :

1. Quelque soit g continue & support compact,

[ sty = v [ " a0
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quand n — +oo. Par densité des fonctions continues a support compact, f,, converge faiblement
vers 0. Comme f,, converge presque partout vers 0 on conclut comme précédemment que f, ne

converge pas fortement vers 0 dans L?([0, +oo[) car

[ fnll2 = 1.

2. Pour p<2,ona:

n+% P P
/ | fu(2)|dz = / nizdr =nz"' — 0,
[0,400[ n

donc f,, converge fortement vers 0 dans L?([0, +oo[).
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