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Introduction

Il existe une infinité d’équationes aux dérivées partielles, mais il n’existe pas une méthode
universe pour résoudre toutes celles-ci . Beaucoup de domaines sont fortement dépendants
de la théorie des EDP. L’aérodynamique, la dynamique des fluides, 1’électrodynamique, la

géophysique, la mécanique.

Définition 0.1 une équation aux dérivées partielles est une équation mathématique contenant
en plus de la variable dépendante " u " est les variables indépendantes (z,y,---) une ou

plusieurs dérivées partielles. Cette équation est ainsi de la forme :

ou Ou 0*u O?u  O%*u
<'/’U7 y? 7u7 ax7 ay? 78x27 ay27 axay7 ) 0 ( )

ou F' est une fonction de plusieues variabes. I'ordre d’une équation au dérivées partielle est
I'ordre de la dérivée superieures, si n est le nombre de variables indépendantes, alors nous
cosidérons le n-tuplet de variable indépendante (x,y,---) comme appartenant & un domaine

D courenable (£2,A) de R™.

9%u 9%u Pu ,
T2 $ya—y2 +a(z,y) 020y f(z,y) est d’ordre 3
Uy + Uy = Au= [ (z,y) est d’ordre 2

2
- % — Ay = est d’ordre 2
S 9 Au=0 est d’ordre 2
ot

Pour ce qui suit, un opérateur L désignera une trasformation qui associée a toute fonction

u=u(z,y,- ) de plusieurs variables les x,y,--- sur un domaine D ; une fonction

Lu= Lu(x,y, ),

sur ce méme domaine .si u = u (x,y) alors :

_au

Ly — ——
b ox



est un exemple d’opérateur. L’équation (1) peut donc s’écrire sous la forme
L(u)=f(x,y...).
L’opérateur L est linéaire si
L (au+bv) = aL (u) +bL (v) Va,b e R.

Une EDP est dite linéaire si elle est de la forme L (u) = f (z,y....) ou L est un opérateur
linéaire f (x,y....) est une fonction des n variables indépendantes, (z,y,-- ) appartient a un
domaine D courenable de R" et u est la fonction recherchee . Si en plus f (z,y....) =0 en
dit alors que I’équation est linéaire homogeéne. Sinon elle est non-homogene.

u+ y@ + Qxy@
0x? Oy?

est un EDP linéaire non-homogene (pour D = R?) jou u = u(z, y)

=1

0*u 0*u

est un opérateur linéaire et f (x,y....) = L. En effet L est linéaire car si a,b € R et u,v deux

fonction alors

9% (au + bv) 0% (au + bv)

AT OV) | g, L AT VY
0x? +ary oy?

0%u 0%u *v 0%v

T VO I,

927 + xyayZ) +b(v + Yo + xy6y2

= alLu-+blo.

L(au+bv) = (au+bv)+y

)

= alu+y

Une autre EDP (pour D = R?) est :

<%> <%) + zu <Z—Z) =sin (y) ot u=u(z,y)



cette équation n’est pas linéaire et f (z,y....) = sin (y), pour vérifier que L n’est pas linéaire
il suffit de considérer par exemple les deux nombres réeles a = b = 1 et les deux fonctions

u = v = z%. Avec ces choix, nous obtenons que L(u + v) = 16z , L(u) = L(v) = 4z et

clairement que L(u+ v) # L (u)+ L (v) , {L (u) = (%) (%) + zu (Z—Z) } :

Une EDP est dite quasi-linéaire si elle est linéaire par rapport a sa dérivée superieure par

exemple Au + zu,u, = exp (z +y) .

e la forme général d’'une EDP linéaire du 1°" ordre est donnée par :

Lu=a(z,y)u, + b (2, y)uy +c(z,y)u=g(z,y).

e la forme général d’'une EDP linéaire du 2°™¢ ordre est donnée par :
Lu=a(z,y) uy+20(x,y) upy+c (z,y) uyy+d (z,y) up+e (z,y) uy+ f (2, y) u=h(z,y).

e Certaines des equations classique de la physique sont des EDP linéaires.

e On donne quelques problémes qui se produisent en pratique.

Transfert de la chaleur dans une barre mince

Supposons qu'une barre métalique fine est placée le long de I'axe oz. Cette barre est
plongé dans 'eau de température 7' = 100°¢c, en suite elle est tirée de son lieu en plagent ces
extrimitées r = 0, x = [ dans la glace, de telle maniére que les deux extrimitées sont a une
température de 0°c¢, on suppose que la surface de la barre est isolée. On veut déterminer la
température u (x,t) & tout instant ¢ et en tout points de la barre, la formulation mathématique

de ce probléme est :

ou

— =k TT

ar "

u(0,2) =100° O<xz<l
u(0,t) =0 , u(l,t)=0.



Vibration d’un transversalle d’une corde
Le deplagement u de petite vibration transversalle d’une corde de longeur infinie le longe
de I'axe o7 vérifie 'EDP :

2
CUpy — Uy = 0,

ol ¢ est une canstante avec les coditions initiales

u | =0 = f(z) déplacement initiale (a 'instant ¢ = 0),

u | ¢=0 = g(z) déplacement initiale (a 'instant ¢ = 0).

le probléme

gy — Uy = 0
U |—o= [ (7)

Uy ‘t:OZ g (x)
est dite probleme de Cauchy pour I’équation de la corde vibrante ou bien un probléme a
valeur initiales (P.V.I).
Si la corde est de longeur fini dans ce cas les vibrations transversalles de cette corde sont régies
par 'EDP c?u,, — uy = 0 avec les coditions initiales et aux limite suivantes u |—o= f (z)
déplacement initiale, u |;—o= ¢ () déplacement initiale, u (0,¢) = 0 ,u (l,t) = 0. Ce dernier
probléme est appelée probléme mixte ou probléme aux limites a valeurs initiales, on peut
généraliser ’équation d’une corde vibrante de la maniére suivante. Supposons par exemple
qu’on a une membrane de la forme d’une cercle dans le plan xoy ayant une frontiére fixée, si
on fait vibrer cette membrane, chaque point (z,y) de la membrane est en mouvement dans
une direction | au plan zoy , si on note par u(x,y,t) le déplacement du point (z,y) du

plan, qui est la position d’équilibre en tout instant ¢, alors I’ EDP de la vibration est donnée

Pu_ ()
o2 ox?  Oy? p

par :



ou 7 est la tension par unité de longeur, p est la densité du matiriel utilisé avec les conditions
initiales u |—o= f (), u |;=0= ¢ (x) .et la condition au bord u |[r=0 ou I est la frontiére de
la membrane qui est un cercle.

Electrostatique

Le champe électrostatique F diie & une distribution de charges peut étre mis sous la forme

— —_—
E = —grad u ou u vérifie 'EDP :

82u+82u+82u_f< )
oz Oy? 022 nYe

Nu = 2u =

ou f ici est la densité des charges. Cette derniére équation est appelée équation de Poisson

en trois dimensions.

si f =0, on al’équation de Laplace en trois dimensions.
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Chapitre 1. Equations aux dérivées partielles du premier order

1.1 EDP Linéaires du premier ordre

On appelle équation aux dérivées partielles linéaires d’order un, une équation fonctionnelle

de la forme :

0
Zfl L1y eees Ty, )8;’1 g(z1, ..y, 1) (1.1)

ou 0
f1 (ZU17 ...,l'n,’LL) a_‘];l + ...+ fn (371, ...,.CE'TL,U) a; =g (l‘l, ...,.I'n,U)

ou le f; et g sont des fonctions donnnées de z1, ..., z,, et u, ol u est une fonction non connue
de x1, ..., ,.

Soit A un ouvert de R" (xy,...,7,) et © = A X Ja,b[ un ouvert cylindrique de R"™!
(X1, ey Tpy1) -

Notre probléme est etudier les solutions u de (E) lorsque les f; et g sont des fonctions

définies de 2 — R de classe C!, I'une des f; au mois est supposée non identiquement nulle.

1.1.1 Courbes caractéristique

Avant de décrire la méthode des courbes caractéristique nous allons préablement rappeler
la notion de la courbe paramétrée dans le domaine ouvert D C R2et de dérivée directionnelle

d’une fonction de deux variable dans la direction 7

Définition 1.1 une courbe C paramétrée est l'image d’une fonction v : I — D d’un interval
ouvert I de R wvers le domaine ouvert D de R%*définie par s — v (s) = (x (s),y (s)) pour tout
s € I et on dit alors que v est paramétrisation de C' a méthnous supposons que les fonctions
s+—— x(s) et s — y(s) sont conntindment dérivables sur I dans cette situation, le vecteur
v (s0) = (2’ (s0),y (s0)) est un vecteur tangent a la courbe C au point (z (so),y (s0)) - Reve-

nons maintenant & la méthode des courbes caractéristique, avant d’exposer les différents étapes

10



Chapitre 1. Equations aux dérivées partielles du premier order

de la méthode, nous allons premiérement illustrer celle-ci dans un exemple simple, étudions le

probléme a valeur initiale suivant :

ou  Ou
%+c§—Oavecu(x,O)—F(x),‘v’xeR

o F'(x) est une fontion réelle donnée et ¢ est une constant réelle donnée, nous voulons
déterminer toutes les solutions v = wu (z,t) qui satisfait & PEDP et a la condition initiale
u(x,0) = F (x), cosidérons toute les courbes parameétrées ayant paramétrisation v : R —
R? définie par s — (z(s),t(s)) pour toute s € R et dont le vecteur tangente v (s) =
(2" (s),t (s))

au point v (s) = (z (s),t(s)) est (¢, 1) pour toute s € R, les fonction z (s) et t (s) satisfait aux

deux équations différentielles ordinaires

Si nous fixons t (0) = ¢y et 2 (0) = zo, il y a une et une seule solution a ce systéme d’équation
différentielles, a savoire ¢ (s) = s + tg et x (s) = ¢s + xo pour toute s € R ces courbes 7 :
s — (z(s),t(s)) sont ici des droites, si maintement nous considérons les valeurs u(s) =

(t(s),z (s)) d’une solution u sur ces courbes alors :

du  Ou Ot N Ooudx  Ou N du 0
P —_— = — C— =
ds 0tds Oxds Ot Oz
. Ou o Ou - AU
notes que 1’équation N + o = 0 signifie que la dérivée directionnelle de u = (¢, z) dans la
x
direction du vecteur tangent (' (s),¢ (s)) = (c, 1) est nulle pour tout point (z (s), (s)) avec

s € R parceque v'(s) = 0 ,nous avons que u est constante parrapport a s .noter ici que u est

constante sur les courbes s +—— (z(s),t(s)) = (e¢s+ xg, s + o) avec s € R notons que cette

11



Chapitre 1. Equations aux dérivées partielles du premier order

constante par uy .nous avons donc que

chacune des courbes dans R? donnée par la paramétrisation s — (z,t, u) = (cs+xg, S+to, Ug)

s+ (z,t,u) = (cs + xo, s + to, up)

avec s € R est ce qu’on appellera une courbe caractréstique.

Nous n’avons pas encore tenu couple de la condition initiale de plus nous n’avons pas pour
I'instant décrit v en fonction de = et t . les valeurs initiales (xg, o, up) peuvent aussi étre
paramétrisées par une courbe de valeurs initiales xg = 7,ty = 0,uq = F'(7) avec 7 € R.

Donc
x(s,T) =ecs+T
s=t
t(s,7)=s =
T=x—cSs=x—ct

u(s,7) = F(7)
Alors : u = F(1) = F(x — ct) c’est la solution recherchée au probléme.
Vérification
0 0 0 0
8_1756 = —cF'(z — ct) et 8_Z =FI(z —ct) = 8_1; +ca—z =0etu(z,0)=F(x —ct) = F(x).

Dans cette solution u(z,t) = F(z — ct) nous voyons que U'information initiale u(z,0) = F(x)
est transmise le long des courbes caractréstiques, c’est -a-dire que wu(z,t) est constant pour
tous les points (x,t) tels que x — ¢t est une constante, ici les courbes caractréstiques sont de
la forme x — ¢t = k ou k est une constante.

1) soit f(x,y) une fonction définie sur le domaine D, (z,y) € D et d = (dy,ds) une

_>
direction c’est -a-dire que d est un vecteur normal de R? . Alors la dérivée diréctionnelle

12



Chapitre 1. Equations aux dérivées partielles du premier order

H
f au point (z9,yo) dans la direction d est

f It : To + tdy, yo + tds) — f(xo,
f((wo,90); d) = 11_{%(10( 0 T b1, Yo t 2) — fl@o yo))
ou f((wo,30); d) = 5 lwowo) &1+ 5~ lwos) 2 = V  lwo) d

— —_—
ou Vf = gradf.

1.1.2 Courbes caractréstiques associées a 1’équation (1.1)

Considérons le systéme différentiel (1.2) associé a ’équation (1.1)

( dl‘l

_t :f1<x17"' 7x7l7u)
&,

dt = f2<x17 tee axnau>

........................ Systéme caractréstique (1.2)
dz,,
_t = fn(xla e 7In7u)
z
— = €T P $n7 u ,
\ dt ( 1 9 )
qu’on écrit sous une forme symétrique

d d dx,,
doy _dwy __de,
fi f2 In

Toute solution de ce systéme représente une courbe dans 2 € R**! appelle¢ courbe caractrés-

tique associée a ’équation (1.1)

I \Ifl(t>
To = \I’Q(t)
xn, = W, (1)
L Z = \I/n-kl(t)
Théoréme 1.1 Par une point g = (29,--- 2% u°) € Q passe une courbe caractréstique

unique ', contenue dans Q (I',, C Q).

13



Chapitre 1. Equations aux dérivées partielles du premier order

1.1.3 Intégrales premiéres de (1.2)
Théoréme 1.2

Il existe n fonctions ¢,y -+, ¢, de classe C'. Q € R, telles que Yy, € €, la courbe

caractréstique I';, a pour équations :

.

301(3717 e 7$nau) =G
Po(T1, -+ Tnyu) =
L (pn('rlv T >$n>u) = Cn
ot les ¢; sont des constantes (vérifiants evidament) et o;(29,- -+, 2%, u) = ¢;.

Les fonctions ¢; sont indépendantes dans €2 c-a-d qu’il ne peux exister une relation fonc-
tionnelle ®(py, ©q, - -+, p,) = 0 identiquement vérifiée parraport a z1,-- - ,x, .ceci est équiva-
lante & la condition suivante :

La matrice Jacobien

91 O .. Oy
o1 0z Ozn
A= o 0 0 telque rang A =n V(xy, -+ ,x,) € Q
Opp O ... On
ox1 Oxo Oxn

Définition 1.2 Les fonctions ¢y, 4, ,p, sont appellés Intégrales premiéres de (1.2).

Remarque 1.1 Le long de la courbe Py, les fonctions g, restent constantes, donc chaque
intégrale premier reste constante sur une courbe caractéristique et sa valeur sur I' est déter-

minée, elle change lorsque on passe de la courbe P a une autre courbe caractéristique.

14



Chapitre 1. Equations aux dérivées partielles du premier order

1.1.4 Surfaces intégrales de (1.1), résolution de (1.1)

- ou
;fi(-’lfl, ...,xn,u)a—xi =g (1, ..., T, u),
doy _dwy  _dv, _ du
fl f2 fn qg ’
©; (1, oy, u) =@, sur ' = O =0,
ot
a%% 0%@ 3%% Op, dr,  Op,du

Oxy dt  Oxy dt  Oxs dt et Ox,, dt * 0z dt =90,

dp; dip;
ox,, * 0z

dp;
8:173

g=0 sur T

Do Do,
f18%+f2 LA S
€T

1 O

"L 0y, dy,
It = 0’
k=1
si 'on connait n intégrale premieres indépondantes ¢, ..., ,, du systéme caractéristique (1.2) .

La théorie des intégrales premiéres montre que les surfaces intégrales (solutions) de (1.1) ont

pour équation :

F (o (21,0 @ny 2) ey 0 (T1y 0oy Ty 2)) = 0, (1.3)

ol F est une fonction arbitraire de classe C! par rapport & ces argument, ont écrit symboli-

quement

F(Ch,...;Cy) = 0.

e La solution générale de EDP contient une fonction arbitraire t’ont dit que la solution
générale d’'une EDO du 1°" ordre ne contient qu’une constante arbitraire.

e Il existe des solution de (1.1) qui échape la formule (1.3) sont dit solutions singuliéres.

15



Chapitre 1. Equations aux dérivées partielles du premier order

e Supposon que parmis les fonctions ¢, ..., ¢,,, une seule (par exemple ¢, ) contienne u on
pouras écrire la relation (1.3) sous la forme ¢, = G (p,, ..., v,,)
1) Intégrer I’équation aux dérivée partielle homogene suivante :

y% — :Eg—z =0, (1.4)
on associée a I’équation (1.4) le systéme caractéristique
dx
Y

d
:——y, du = 0,
T

qui admet les intégrales premiéres

Cl = x2 +y
CQ = u
ou (7,5 sont des constantes arbitraires.
La solution générale de u est donnée par la relation Cy = G (C}) (ie) u = G (2? + y?), ou

G est de classe C".
2) Intégrer I’ EDP suivante :

B ou
Z Tr,—— = mu, m constante donnée, (1.5)

le systéme caractéristique

dry  dxo dz, du
T To T, mu
les intégrales premiéres
i) T3 Tn u
_:Ola _2027 """ - = n—la_m:On
T T T €Ty

ces integrales premiéres sont indépondantes, la surface intégrale (solution) de (1.5) a pour

équation C,, = G (Cy, 0y, ...,C,,_1) ou G est de classe C* tellque :

u To T3 Tn
_m :G Ty Ty ey T
Ty 1 1 I

16



Chapitre 1. Equations aux dérivées partielles du premier order

alors la solution est

m (xz T3 :cn)
u =z =, =, .., —
r1 T1 T
3) Intégrer I’ EDP suivante
ou ou
2= 2, 7 — 2 2 16
:cy&v :L'yay (:c +y)u (1.6)

on lui associé le sysyeme différentiel :

dx dy du

w? 2y (P4 P)u

on tire facilement, des deux premiers rapports, l'intégrale premiere :

o1 (zy) =2 —y* =C)

puis, en additionnant les numérateurs puis les dénominateurs des deux premiers rap-
ports, on obtient I’équation

ydr +xdy du
v+ a3y (22 +y2)u

d’ot on déduit une autre intégrale premiere :

u
— =,
rY

un calcul simple montre qu’on démontre que C et C5 sont indépendants

alors les surfaces intégrales ont pour équation
Co=G(Ch) cad u=umyG(2* —y?) /G de classe C*
4) Intégrer I’ EDP suivant :

u% =V1—-u?u=u(zvy) (1.7)

dans cette équation y jous simplement le role d’un parametre, on peut donc consideré

I’équation (1.7) comme une équation différentielle ordinaire :
udu
= V1—u?
T

17



Chapitre 1. Equations aux dérivées partielles du premier order

on sépare les variables

d —2ud
udu =dx dou —#—dﬂf

V1—u? 2W1—u®
cad d(v1—u?) =—dzalors V1 —u?=—z+ H (y) ot H est une fonction arbitraire

L—w=(ma+H) _ | v’=1-(-z+H({)
—x+H(y) >0 —x+H(y) >0

w=£\/1- (—z+ H(y))
H(y) >

(1.8)

la solution de (1.7) apartienne a la famille de surface

w= 1 (—o+ H (),

il est claire que le plans u = 1 est une surface solution de (1.7), alors que u = 1 ne

verifie pas (1.8) c’est une solution singuliére de I’équation (1.7).

1.1.5 Interprétation géometrique du probléme de Cauchy

Ecrivons 'équation (F) étudiée sous la forme

ou

0
o) G fo (0 ,0) 50 = g (2 ,) (19)

le systéme différentielle caractéristique s’écrire sous la forme

dv dy du

J1 B J2 B g
les courbes caractéristique sous la forme
¥1 (Jf,y,U) = Ol

%) (37797”) = 02
Probléme de Cauchy

18
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Théoréme Pour toute courbe I' caractéristique en aucun point passe une solution unique

de (1.9) on I’appelle la solution au probléme de Cauchy relatif a I

pour écrire la solution générale de (1.1), on établie une relation entre C; et Cs c.a.d entre
©; et p, de la forme
F(p1,2) =0,

oll F' est une fonction arbitraire de classe C*.
Si 'on choisit d'une fagon determinée la fonction F| la surface H sera constituée des courbes

caractéristiques correspondant aux paires des constantes (C7, Cy) qui verifiée la relation
F (Cl, CQ) - O
géométriquement cela signifie que toute surface intégrale d’'une E.D.P linéaire du 1¢" ordre

est formée par une famille de courbes caractéristiques (sauf les solutions singuliéres).

Rappeles géometriques

1 L’équation d’un plans dans R3
Ar+By+Cz+D =0

avec (A, B,C) # (0,0,0) la normale a ce plans est dirigée par le vecteur (A, B, C)
2 Soit f une fonction numérique définie sur un voisinage V de point (xg,70) € R?, f :
V — R et soit ¥ sont graphe c.a.d la surface de 'équation v = f (z,y) /(z,y) € V, si

est differentiable au point (g, o) alors admet le plan d’équation

0 0
u— f(wo,90) = (z — x0) G_:J; (20, y0) + (¥ — %o) 8_5 (w0, o)

pour plan tangent géométrique au point (o, Yo, f (%o, %0)) de pluse la normale a ¥ au
point (o, Yo, ug) et derigé par le recteur p (0, Y0) 0 (x0,%0),—1] les fonction
T Y

f1, fo, g définie un champ de direction dans 'espace (x,y,u) en champ point de cette
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espace il existe une direction définite par le vecteur (fi, f2,g) ce champ de diriction
définit une famille de courbe telque la tangent & chaqu une d’elle est can foudue avec la
direction du champ au point de contacte cette famille de courbe sobtien par integration

du systéme E.D.O
dx dy du

fl(l',y,U) :fQ(‘Tﬂ:%u) g(l’,y,u)

donc par conséquant ces courbes ne sont autre que les courbes caractéristique de 1’équa-
tion (1.9).
Notons pas v = u (z,y) une surface solution de ’équation (1.9) alors le plans tangente

a cette surface aux point (g, Yo, ug) & pour équation

ou ou
u — u (zo,90) = ( — o) B (w0, 40) + (¥ — ¥o) a_y (%0, Y0)

d’ou la normale a cette surface au point (xg, yo, o (To,yo)) est dérigée par le vecteur

o on
ox’ Oy’

d’orthogonalité de la normale & la surface v = wu (z,y) et de la direction du champ

—1> et léquation (1.9) ?fl + ng—u + (—=1)g = 0, exprime la condition
T Y

point, (i.e) I'équation (1.9) traduit le fait qu’en chauqe points de la surface solution
u=u(z,y), le vecteur (fi, f2,g) se trouve dans le plans tangent a la surface S, ainsi on
peut conclure les solution de (1.9) sont les surface S.

Si une surface S d’équation v = u (x,y) et constitué par une famille de caractéristique
de I’équation (1.9). alors en chaque point M € S la tangent a une courb I' de S possont
par M et constenue dans le plans tangent & une courbe I' en M et par suite il en est de
méme pour le vecteur (fi, f2,g) correspondant au point M , qui signifie que S est une
surface solution de (1.9) ,on déduire que si une surface u = u (x,y) est formée par une
famille caractéristique de I’équation (1.9) alors est une surface intégrale de I’équation
(1.9), réciproquement il et possible de construire sur une surface de solution de (1.9) une

famille de courbe caractéristique.
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Le probleme de cauchy pour I'E.D.P d’équation :

ou ou
%fl (.Yl,y,U) + a_ny (.Yl,y,U) - g(:C,y,U)

consiste & trouver une surface intégrale passant par une courbe donnée (L'). la pro-
jectée de la courbe (L) sur le plan (zOy), le probléme posée sera méme a la recherche
d’une solution de (1.9) qui prend des valeur S données sur la courb (L').

Si (L) n’est pas courbe caractéristique de (1.9) la surface chercheé s’obtient comme
réuinion des courbes caractéristiques qui rencontre (L)

Si ces caractéristiques engendrent une surface S d’équation u = u (z,y) , cette surface
qui passe par la courb (L) est la solution cherchée

Si (L) est une courbe caracteristique, le probléme de Cauchy peut admetre une infinitée
de solution, on dit qu’il ya un détérmination, toute famille des caractéristiques a

laquelle apartienne (L) est la solution du probléme posée.

Remarque 1.2 Le probléeme de Cauchy peut n’avoir aucune solution, ceci correspendant au

cas ou les caractéristiques passant par les points de (L) ne forme pas aux voisinage de (L) une

surface d’équation u = u (x,y) ot u est une fonction de classe C.

1.1.6 Meéthode pratique de résolution du probléme de Cauchy

Supposons que la courbe non caractéristique (L) est définie par les équations suivantes :

Uy (x,y,u) =0,

(1.10)
Uy (x,y,u) = 0.

Pour trouver la solution de (1.1) qui contient la courbe (L) on élimine entre les 4 équation

(1.10) et (1.11) les variable z, y, u ce qui permet d’obtenire une relation entre C; et Cy qui en

vertue de S.

F(C1,Cy) =0
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définie la forme de la fonction F' qu’il faut prendre pour que la relation

F (p1,09) =0

donne la surface chercheé qui passe par (L)

x,y,u) = C

() o1 (z,y, u) 1 (1.11)
P2 (:L‘7y’ u) =y

Exemple 1.1 Trouver la solution de l’équation

ou ou

qui psse par [’éllipse (L)

2’ + (y—a)? =r?

, (a,m) #(0,0).
z=my
de d
= —y,dZ:O,Q01 :xQ—}-yQ 2017902 :u:O2
Y —x
donc ¢, et ¢, sont indépendantes, donc la solution générale de I’E.D.P considirée est u =

G (2* +y?),
la surface intégrale cherchée est définie par les relation

;

x2+/y2:Cl;
U:CQ
v+ (y—a) =1

U =my
\

C. 2a
il vient y = —2, Cy+ a2 —r2 =20,
m m
d’otu la relation existant entre Cy et Cy :

m

C
2 2a

(Cl + CL2 — 7“2)
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ce qui définie la fonction G comme suit

G(a):;n—a(a—FaQ—rQ)

et donc I’équation de la surface cherchée est

m

2 2
- _O.
2u+a r

a:2+y2

Sia=0et m=0, le cercle donné devient caractéristique, le probléme de Cauchy est indéta-

minée.

1.2 EDP Quasi-linéaires du premier ordre

Définition 1.3 Une equation aux dérivées partielles quasi-linéaire est linéaire par rapport aux

dérivées partielles d’ordre le plus elevé de la fonction w.

Définition 1.4 On appelle équation aux dérivées partielles linéaires d’order un, une équation

fonctionnelle de la forme :

ou ou

fi(z1, ., Tp,w) 921 + .+ fo(xg, ey, u) pr.

ou le f; et g sont des fonctions donnnées de x1, ..., x, et u, ot u est une fonction non connue

=g (T1,..., Tp,u)

de x1,...,Tp.

Exemple 1.2
Ou _ 50U _
ox oy
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1.3 EDP non Linéaires du premier ordre

Soit I’équation aux dérivée partielle non linéaire d’ordre 1

F(x,y,z,p,q) =0 (]_]_2)

1.3.1 Enveloppes De surface

Enveloppes a4 un paramétre

Considérons la famille de spheres d’équation

o(x,y, 20 =2+ +(z=A)>—-1=0

toutes les sphéres sont centrées sur 'axe des z au point w) de coté A, toutes les sphéres Sy
sont tangentes au cylindre Y de rayon 1 et d’axe oz. La sphére S est tangente a X tout le
long du cercle I'y de centre w) et de rayon 1.

Réciproquement en tout point de coté p de X passe un cercle I'y horizentale, le long duquel
S,, est tangente a ¥ , on dit que X est I'enveloppes de la famille Sy lorsque A varie et que I'y
et la courbe caractéristique de S).

Soit I'y ,, l'intersection de Sy et S, lorsque 1 — A alors I'y , — I'y, I'y & pour équation

(P(x,y,Z,A):O 901<l’,y,27/\):0
And 1
90(1:7y727lu’>:0 m(@(%%%”‘@(%%%ﬂ)) =0 (/\#M)
80(I7y727)\)=0
[w—
a@($;y>27A) =0
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ce sont les équation de I'y, ¥ = UT") I’équation X s’obtient en éliminant A entre ces 2 équation.

En effet on a

o (z,y,2,\) = x2+y2—|—(2—/\)2—1:0

—p(r,y,2,\) = =2(z—X) =

alors

’équation ¥ est bien 22 + y? = 1.

Définition 1.5 Soit (S)) une famille de surfaces dépendant d’un parmétre A d’équation ¢ (x,y, z, A) =
92
0, on suppose ¢ de classe C* et W(p (z,y,2,\) # 0. on appelle courbe caractéristique de S
la courbe I'y si elle existe, située sur Sy d’équation I'y
o(r,y,2,\) =0

(i.e) I'ycAS,.
(x,y,2,A) =0

580
La surface engendrée par les courbe Ty (i.e ¥ = ULy ) s’appelle envellope de la famille (S)),
Y et Sy (VA) sont tengentes le longe de 'y ’équation de ¥ s’obtient en éliminant \ entre les

équation de I'y.
Remarque 1.3 Une famille n’a pas toujours d’envellope, aussi les sphéres d’équation
2+ Y+ 27 =)

n’ont pas d’envoloppes car

agp ($7 Y, z, )\) =-1
n’est jamais nul

o (x,y,2,\) =24+
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Familles & deux parameétres

Considérons les spheres S, de rayon 1 centrées dans le plan z = 0 au point w, , de
coordonnées x = A,y = u elles sont toutes tangents aux plans z = +1 et 2 = —1 aux points
Py, et @y, de cordonnées (A, pu,1), (A, p, —1) réspectivement ces points s’appellent point

caractéristique de S , et on constate qu’ils sont solution des équations :

0@y, 2N =@=N+@H—p)’+22—1=0
?go(x,y,z,)\) =—2(x—)N)=0
o (z,y,2,A) = =2(y —p) =0

a tout fonction h de classe C? et associée une famille & un parameétre ¢ (z,y, z, A, h (A)),

ce sont des spheéres centrées sur la courbe z = 0, h (\) = pu, ces sphéres ont une enveloppe qui

s’appelle envloppe & un parameétre de la famille S , , toutes les enveloppes a un parametre

sont tangent aux plans

z = Ho ((Z€> SA,# — Sk,h(A) — Eh) ,U {P)\’#, Q/\»M} = Eh.

Définition 1.6 Soit (Sy,) une famille de surfaces dépendant de 2 paramétres A et j1 d’équa-
tion

v (2,y,2,A 1) =0,
on suppose o de classe C? et qu’une des dérivées d’ordre 2 en X et ji est non nulle, on appelle

point caractéristique de S, un point telque :

gp(ny?Z?)\):O
2 (x,y,2,\) =0
a SO 7% Y -
% (x,y,2,A) =0
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I’ensembles des points caractéristique, s’il n’est pas vide forme une surface ¥ appelée enveloppe
de la famille & deuzx paramétres (Sy,), 2 ={z=+1}U{z = -1} .

Toutes les surfaces Sy, sont tangentes a X en leurs points caractéristiques.

Soit h une fonction de classe C?, si la famille d’équation

o (x,y,2,A\, 1) =0

admet une enveloppe Xy, celle ci s’appelle enveloppes a 1 penamétre de la famille (S) ), les

surfaces ¥\ sont tangentes a ¥ — W, ,

z2=0
y=h)
Remarque 1.4 [l n’existe pas toujours d’enveloppes d’une famille & deux parmétres, les
sphéres Sy, d’équation
(=N +2+22=p
n’ont pas d’enveloppes car
5 Bz A ) = -1

n’est jamais nul, par contre la famille a un paramétre extraite d’équation suivante

2
($—)\)2+y2+22—)\—20

4
2
(u =h(\) = Z) a un envellppe la courbe caracteristique de S, 2 est donné par
4
( A2
(m—)\)Q—i—yQ—i—zQ—Z:O
A
9 (r—\) = 2 =
\ (xr—A) 5 0
( )2
=2+ + 224+ ——=0
= 4
3\
—2x+—=0
\ 2
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éliminons \ entre ces deux équation \ = 3

) dr ORI Rp: R dr 2)—0
3 J i\3 )~

2

% +y? + 2% = 0 équation de X

alors

1.3.2 Solutions complétes, singuliéres pour I’équation non linéaire

d’ordre 1

Définition : on appelle intégrale compléte de (1.12), une famille de solution définie im-

plicitement par la relation

o (z,y,2, A\, 1u) =0 (1.13)

contenant deux paramétres independants A et u, en éliminamt les constantes arbitraires A et
w alors on dit que (1.13) est la solution compléte de (1.12), cette solution compléte représente
une famille de surfaces a deux parameétres qui peut avoir ou ne pas avoir d’envellppe pour

trouver celle ci, si elle existe on élimine \ et ;1 entre

@(3771/,27)\,#) =0
0
8_90(377%27)\:#) =0

8_u (.T,y,Z,)\,/L) =0

Si I’équation obtenue par I’éliniation

g(z,y,2)=0

vérifie (1) on lappelle la solution singuliére de (1.12) si

g (ﬁayaz) =01 (Qf,y,Z) 92 ($,y72)
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et si g1 = 0 vérifie (1.12), go = 0 ne vérifiant pas (1.12), alors g; = 0 est la solution singuliére

peut s’obtenir a partirde 'E.D.P en éliminant p et ¢ entre

F(z,y,2,p,q) =0
oF
ay (xvyazapaQ) =0

@ (%% 29 2 Q) =0
Exercice vérifions que z = A\x + puy — ()\2 + ,u2) est une solution complete de
s —prtay— (4 ) (1.14)

En éliminant A et p entre

p=Me+py— (N+p*) =0

v
= 2 =0
3 x +
¥
—=—-y+2u=20
By Yy ap
on a
1 1 1 1
z:§x2+§y2—1(x2+y2):Z—l(x2+y2)

cette fonction vérifie I’équation différentielle et c’est la solution singuliére. la solution compléte
représente une famille de plans & deux brameétres qui enrelloppe le paraboloide 22 + 3% = 42
Solutions générales

si dans la solution compléte (1.13) I'une des constantes soit p est remplacée par une fonction

connue de Pautre constante soit p = h (A) alors

o (z,y,2,Ah(N) =0

est une famille de surface de (1.12) & un paramétre, si cette famille a une enveloppe, son

égation peut se trouver comme d’habitude en éliminant A\ d’entre
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o (z,y,2,\,h(N\) =0
Op B
5 (337y727)\7h()‘)) =0

Exemple on pose ;1 = h(\) dans la solution compléte de 'exemple (1.14), le resultat de
I’élimination de A\ entre

p=z—Az+y)+2X* =0 et g—f:—(:ﬁ#—y)—l—él)\,

est z = 3 (x + y)2 , on l'appelle la solution générale.

systéme complétement intégrables de deux E.D.P du 1°" ordre

Considérons un systéme de deux E.D.P du 1°" ordre vérifiées par une méme fonction

inconnue z,y, 2

F(z,y,2,p,q) =0

(1.15)
G(z,y,2,p,q9) =0
admettons qu’on puisse résondre ces deux équations par rapport a p et q
p=[f(zy,z
( ) (1.16)
q=g(zy,2)

Définition on dit que le systéme (1.15) ou (1.16) est complétement intégrable s’il admet une

solution dépendant d’'une constante arbitraire.

cherchons une condition nécessaire et suffisente d’une telle solution

0z 0Oz
dydx  Oxdy
of of dg OJg
Ly =2 27 1.1
8y+8zg 8x+8z (L.17)
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Si la relation (1.17) entre les variables z,y, z n’est pas vérifiée identiquement (en tous point)
alors elle définie z, comme une fonction de x,y (2 = z (x,y)) et seule cette fonction qui ne
contient pas de constante arbitraire peut étre une solution du systéme (1.15) donc la réalisation
de la relation1.174) pour tout x,y, z est une condition nécessaire pourque le systéme (1.15)
soit intégrable.

Montrons qu’elle est suffisante :

Considérons I’équation p = f (z,y,z) comme une équation différentielle entre z,y, z un

paramétre, I'intégrale générale de cette équation p = f (z,vy, 2, ) est de la forme

z=p(r,y,C(y)) (1.18)

ou C' est une fonction dependant de y. En portant (1.18) dans ¢ = g (z,v, 2)

on obtient
0 Oy dC
8_9; %d_ =g(z,y,92,y,C (y))
9
py _ o (1.19)

la relation (1.19) permet de déterminer la fonction C' (y) & une constante p & condition que la
seconde membre de (1.19) ne contient pas x. Montrons que ceci est vérifie si (1.17) est réalisé

en tous point annutons la dérivée de seconde mambre de (1.19) par rapport a

dg 090y o\ O dp\ &2
(g+—g—‘p— “0)—30—(9——90) Ld (1.20)

dr ' dpdx Oxdy) dC dy ) 0x0C
- ) . 0z Oy
comme z = ¢ (x,y, C) vérifie 'équation p = f (x,y,z) ona f =p = " O
x x

o _of ofo: o _ojo:
oxdy Oy 0z 0y 9x0C 0z 0C

D’ou

31



Chapitre 1. Equations aux dérivées partielles du premier order

dg of of of 0z
(ax f__+$>%_<g ay)azac =0

of of 99 9y
oy 99 o T o:

ce qui est vrais d’aprés (1.17). aussi en peut moncé le resultat suivante pour lesystéme (1.15)
soit completement integrable (c.a.d admet une famille & 2 parameétre) si seulment si la condition

(1.17) soit verifie au point du domaine.

1.3.3 Meéthode d’intégration de Lagrange-Charpit

Cette méthode est une générale de construction du intégrale complete d’une E.D.P du 1¢"

ordre

F(xvyazapvq) =0 (121)

associons a (1.21) une seconde équation de la forme

G(z,y,2,p,q) = A (1.22)

ol A est un parameétre et cherchons & déterminer la fonction G' de 5 variables de fagons tellque
c’est deux équations (1.21) et (1.22) forme un systéme complétement intégrable, dans ce cas
les solution du systéme (1.21) et (1.22) dépendent d’une constante p. et donc constituent
une famille de solution S de (1) dépendante de 2 parameétres A et u c’est bien une intégrale
complete de (1.21), la condition d’intégrabilité compléte du (1.21) et (1.22) s’écrit :

op 8p dq 8q

— 1.2
oy %9z "oy 1o (1.23)

calculons la dérivées partielle dans cette identitée, on utilisons les régles de dérivation des

fonction implicite p et ¢ de (x,y, z) définie par (1.21) et (1.22)
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Notations :

oF or oF oF
F:E = _7F:_7FZ:_7F:_7
or’ Y Oy 0z " Op
oG oG oG oG
S S Oy G =g O = p’

F, =

OF

G_

(F et G des fonction de 5 variables) indépendante de x,y, z,p, q

Dérivons (1.21) et (1.22) par rapport a z

F+F% % ~0
p
G, +Gp=— —i— Gq 8z
tellque
EF, F,
det| 7 7| = D(FG) #0
G, G,| DPa

dq
oG

dq

comme on doit supposé que F, G ne sont pas liée par une relation fonctionnelle ce jacobien

n’est pas nul d’on en tire.

F,
o __| G
0z F,
Gy

F+F%+@?
p ., Oq
Gt Gy + Gy =

»-QQ Qﬁ

e

Gy

33
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Q=

o

Gy

F,

p

G
FP
G

Fy

G
Fq
G

et (1.22) par rapport a x, puis pa rapport a y, on obtient
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) 0 B f
p q_
Fm+Fp§+Fq%_0 ag |Gy Gy
p " dy
Gx+Gpa—y+an—y=0 y F, F,
Gp Gq
la condition (1.17) devient
F,G, + F,Gy + (¢F, + pF,) G, — (F, + pF.) G, — (F, + qF.) G, =0 (1.24)

c’est une E.D.P liniaire du 1¢" ordre d’inconnue G, fonction de 5 variables x,y, z, p, q, son
systéme caractéristique

d_£_d_y_ dz dp dq

— - = — = — (1.25)
F, F, qlFy+0pk, F, 4+ pF, F,+qF,

Tout intégrale premiére de ce systéme contenant p et ¢ fournit une fonction G (z,y, 2, p, q)

1.3.4 Cas particuliers

1" cas : 'équation (1.21) ne contient pas l'inconnue z

F(z,y,p,q) =0 (1.26)

on associe G (x,y,2,p,q) = A
la condition (1.17) devient F,G, + F,G, — F,G, — F,G, =0

le systéme caractéristique associé est

dx
oy F 1 1.2
F, (1.27)

Exemple

chercher une intégrale complete de I’'E.D.P suivante

pq+yg* —1=0 (1.28)
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posons F (z,y,z,p,q) = xpq + yqg* — 1

le systeme caractéristique est

d_x dy dp

g Tp+2yq  pg

les deux derniers rapports donnent

d d
@ _ —q; b_ X; A Carbitrere
p q g
p
G(p,q) ==
) q
D(F,G) | ®a xp+2yp |  _ogzp
—_— 1 =
D(pa |- L q
q q
Résolvons le systéme par rapport a p
(Az+y)g® =1
p=2Xq
D’autre part
P’z +y) =\
et on a
B EA
b VAT +y
A
q=—F———, avece = *1
Az 4y

-2y #0

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

Considerons (133) comme une équation différentielle d’inconnue z fonction de z, ot y est un

parametre
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dz = Ld:p
VAT +y

on obtient
z=2e\/ Az +y+C(y) (1.35)

ou C (y) est une fonction de y. remplagant (1.35) dans (1.34) on obtient

2¢e +C/(>_ €
2y x +y v= VAT +y

p = C** la solution de 'équation donnée ou (1.33)-(1.34) est alors

SCy)=0Cy) =u

z=2e\/ dx+y+u

soit (z — p)® = 4 (A\z + ) o A et u sont deux constantes indépendantes.

2°"¢ cas

F(z,p,q) =0 (1.36)

dans le cas o I’équation données est de cette forme, on peut chercher directement une intégrale

compléte sous la forme suivante

@ (2,0 + Ay, p) =0 (1.37)

pour cela, on pose z = f (x + A\y) ,u = x + Ay et on résoud ’équation différentielle

F=(f(w.f @A () =0 (1.38)

puis on utilise le changement uv = x + \y.
Exemple

soit I’équation
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2P +¢+1) =1 (1.39)

elle ne contient ni z, ni y, on en cherche une solution de type :

z=f(z+ A\y) (1.40)

A étant un parameétre; en remplagant dans I’équation (1.39), on obtient 1’équation différen-

tielle :

0 (7 0) 02 (£ ) +1) =1

cherchons f telque
F = 1—(f (u)) R
VU @) (1+X2)

son intégrale générale est :
2

o (u—p)
=R

on obtient une intégrale compléte de I’équation (1.39), compte-tenu de (1.40) on obtient :

2 @Ly;“)z =1 (1.41)
1+ A
3°mecas :
F(p,q) = (1.42)
la solution est de la forme
2=\ +ny+p (1.43)

ou A, n, i, sont des constantes telles que

FAn)=0&cn=f(})) (1.44)
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Donc une intégrale compléte de I’'E.D.P donnée est

2=+ f(Ny+np,

(1.45)

cette relation définie une famille & deux parmeétres du plans, I'intégrale générale sera 1’envel-

loppe de cette famille & un parameétre.

Exemple
p2 +q2 = k;z, k : C* donnée
Fp,q)=p*+¢@ -k =0=>P= -\ =>np=cVk2 -\ =+l

on obtient une intégrale compléte z = Az 4 ev/k2 — A*y + p, ol A, 13 2 constantes
4°mecas

Considérons le cas suivante

Fy(z,p) = > (y,q)

on pose

Fl(x7p):/\ p:fl(xa)‘)

=

By (y,q) = A q=f2(y, \)

la différentielle totale de z
0z 0z
dz = —d —d
: Ox T dy 4

dz = pdx + qdy,
dz = fl(x7>\)dx+f2(y>)\)dy

En intégrant , il vient
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z= /f1 (2, \) dx+/fz (y, A) dy + p, ji; C** (1.47)

C’est une integrale compléte de 'E.D.P donnée
Exemple soit I’équation

pqg—zy =0 (1.48)

Wep=tys="
T q

posons
P p=A\x
€ &
v _ =Y
q A
D’ou
Aoy 1
= — — 1.49
Z=g +2)\y +u (1.49)

est une intégrale complete de (1.48).

1.3.5 Résolution du probléme de Cauchy

L’intégrale générale de 1’équation

F(2,y,2,p.q)=0 (1.50)
est ’enveloppe d’une famille de surface a un parameétre dans I’équation (1.50)
o (x,y,2,\,h(N) =0 (1.51)
on obtient cette enveloppe en associes a (1.51) I’équation
Iy

>t (A= =0 (1.52)
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L’ensemble de ces deux équation, (1.51) et (1.52) représente une courbe caractéristique de
I’enveloppe qui 'orsque A varie, engendre la surface S solution du A pour chaque valeur de A

on a une courbe de ces courbe pénetre représente par les I’équation

o (x,y,2, A pn) =0
dp ~ Op
ax V5 ="

(1.53)

Définition les courbe I'y , y de la famille (1.53) s’appelle courbe caracteristique de (1.50) pour
avoir une surface solution (non singuliere ) de (1.50) soit remplacée par une fonction de et ¢
la dérivée de cette fonction on obtient une famille de courbe caractéristique & un parametre
(UI' = S) il passe une infinité de surfaces solution par une courbe caractéristique, le probléme
de Cauchy pour I'équation (1.50) consiste a chercher une surface de solution S passant par
une courbe donnée L telque L C S
Théoréme
1 II passe une infinité de surface solution par une courbe caractéristique
2 soit L une courbe non caractéristique d’équations x = x (t) ,y = y (t),z = z (t) . Il passe
par une nombre finie de surfaces solution désignons par ¢ (x,y, z, A, u) = 0, une intégrale
compléte :
a) L pénetre sur 'une des surfaces de l'intégrale compléte
b) L pénétre sur 'une l'enveloppe a deux parameétre (si elle existe)
c) L pénétre sur 'une ou plusieurs enveloppes & un paramétre

3 pour trouver les enveloppes a un paramétre qui passent par L on procéde ainsi :

. . QO(I(t)uy(t)vZ(t)?/\uu’):O . .
a) on résout le systéme D en A et u, on obtient ainsi
2w (0). (1), 2 (1) A) =0
A=a(t),p=p5(1)
b) on élimine t entre les relations A = « (t),u = [ (t), ceci fournit des relations entre
Aet i

c¢) soit pr = h () 'un de ces relation 'enveloppe de la famille & un parameétre ¢ (z,y, z, A\, h (X)) =
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0 est une surface solution passant par L.

Exemple : trouver les solution de 1’équation

F(p.g)=pg—p—q=0 (1.41)

qui passe par la courbe

r+y=0z=1;

Solution :

Iintégrale compléte est de la forme

A
z= A+ /\—y + 1 ;A 2 constantes arbitraire /A # 1

on parameétre la droite envisagée : x = t,y = —t, z = 1, on obtient alors le systéme :

A
1=+ —t
+ N1 + u
A A(A=2)
A-—1 A-1
on tire, d’une part, de la derniére relation A = 0 ot A\ = 2, qui entraine, de la premiére

0=XA—

1 =1 : les surfaces chercher sont alors :
z=1; z=2(x+y)+1. (1.42)

Remarque 1.5 Les surfaces trouvées appartiennent & l’intégrale compléte.

1.4 Exercices

Exercise 1 Détérminer la surface de I’E.D.P suivante

ou ou
=+ 1.4
yax $8y rTy (1.43)
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qui contient la droite D d’équation

r=1
(D) :
u=10
1M éthode
Le systéme caractéristique est
der dy du

r oy x4y
Les premiers rapports donne

In|z| = In |y| —C'St:>ln}y‘ —ct= Lo,
T T

d’autre part

dz + dy _ du S odu=d(r+y)
T+y T+y

= u=2+y+C=Cho=u—x—y

ou (1, Cs sont deux constantes.

Vérifians que les intégrales premiéres sont indépendantes

— 1
v 1,

rg xr xr :27
-1 -1 1

par suite, la solution générale de 'E.D.P considérée s’écrit Cy = G (Cy) cadu=z+y+
G (E) , ot G est une fonction arbitraire de classe C*, pour trouver la solution particuliére
x
qui contient D on doit avoir
r=1
u=>0
_ y
u=z+y+G (—)
x
= 0=14y+Gy)=Gy)=—-1—y
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(i.e) G (o) = —1 — « finalement la solution chercher est u =z +y — 1 — Y
x

2°meprocédée
Le systéme suivant :

d d d

T Y r+y
admet la solution

r = ae
— be a, b, ¢ des constantes arbitraires
(I y t b, c d tant bitrai

u=(a+b)e +C.

la surface solution cherchée est engendrée par les courbes caractéristiques de I’E.D.P donnée

qui passant par la droite D pour ces courbes on a :

S = Urppzal’ z,y,2 € D pour t =0

c.a.d (z(0),y(0),u(0)) C D.

D’ou
a =1,
a+b+c=0.
D’autre part
a=mxe !
b=ye

a+b+c=zet+yet+c
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tellque
ret=1
zet+yet+u—(a+b)et =0
et = 1
= 11 7
=+ y—+u—(ret+ye el =0
r
alors
Y

Exercise 2 Détérminer la solution de l’équation suivante

pq —xy =0, (1.44)

1
qui passe par L : (x:t,y: ;,z: 1)

On considére le systéme

A
1= A2+
T TH

0=X——
A3

dont la solution est : © = 0, © = 2 on obtient deux familles de surface a un parameétre

1
z=-\r? + in (1.45)

1 A
=\l — 242 1.46
FEM TRV (1.46)

I’enveloppe de la premiére famille s’obtient par élimination de parameétre \ entre

1 A
:_>\2 2
Z 2x—|—2/\y
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1 A
0:_2__2
27 TNy

on trouve aprés simplifications, les deux surfaces enveloppe :

z = exy. (1.47)

z = exy+2.

Exercise 3

a) Déterminer la solution de I’équation pg = 1 qui contient la droite définie par y = 0,z =
x.
b) Meéme qustion pour '’équation p?q = 1.
Posons F' (p,q) = pg = 1 on sait que z = Az +ny—+pu (A, u, constantes ) est une intégrale
compléte

1
Z:A$+Xy+ﬂ.

On parametre la droite donnée par : x = ¢,y = 0,z = t, et on cherche les foncions \ et pu
solution du systéme :
t=X+p
1=A
dont la solution est : A =1, pu = 0 ;en remplagant A et p par leurs valeurs, il apparait

une surface unique, c’est le plan d’équation : z = z + y.

Exercise 4 Déterminer la solution de [’équation suivante
P—¢ =0 (1.48)

qui contient la parabole définie par y =0,z = .
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Posons
Fp.q) = e +ny+p
F\p)=XX—-n=0

on trouve

n=XN=z=Mr+MNy+pu \n,p :constantes arbitraires.

On paramétre la parabole x = t,y = 0,2 = t2

AN
2 =M+ p —=—+4pu
= 4 2)\
2t =\ =2
2
2
= u=—
r="
on obtient une famille de surfaces du parameétre A
( )\2
o (x,y,2,\) :)\x+)\2y+z —z
Op A
— = 2 y—==0
( O\ TSy 2
( x? x? 1
T (wel) =3
_Z y— =
= 2 2
72
A= — ; i
\ 4 2
x? :
= z= la surface solution
1—4y

Exercise 5 Déterminer la solution de l’équation suivante
pPP—¢F =0 (1.49)

qui contient la droite définie par y =0,z = 0.
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On pose
Fy(z,p) = A PP =A p==+VA
= = ;€= &1,
Fy(y.q) = A y—q’=A g=y—A
0 0
La différentielle totale de z est dz = —de + —Zdy
ox dy

dz = pdz+ qdy = dz = eV dz +y — My,
= z=/sﬁdm+/(y—A)dy,

1
= ZZE\/XI—ngz—)\y—F/L.

Intégrale complete ou & la droite z = ¢,y = 0,2 =0

():5\/Xt~|—u w =0,
=
0=eVA A=0.

2

1
Alors la surface solution qui contient L est : z = SV

Exercise 6 Déterminer la solution de l’équation suivante

F(2,y,u,p.q) = xp +yq+upg =0 (1.50)
On pose
Ou  Ou
doncsystéme caractéristique et de la forme
dv dr du B dp B dq
F, F, pF,+qly F, 4+ qF, F,+qF,
les deux derniér rapports donnent
dp dq
p o q
donc
P_
q
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ou A conctant arbitraire

G(p,q) = g- (1.51)

Le jacobien

D(F.G) |T—up y—up| )

o — 2z +y) #£0

D (p.q) C R
q q

Résoudre le systéme par rapport a p

rp+yq—upqg =0 TG+ yq — urg®> = 0
=

p
q p q
Ax+y /
= 1.52
Y (1.52)
A\x +
p = 2 ((153))

Considérons (1.53) comme une équation différontielle d’inconnue a fonction de x o y est un

paramétre
A 0 A A 1 1
p= Tty o = vty édu:ﬂd:vi—uzz—)\ﬁ—l—yx—l—c*(y)
u Ox u u 2 2
ot C' (y) est une fonction dy, donc
u = £/ A2 + 2yz + 2C (y). (1.54)
Romplagons (1.54) dans (1.52) on obtient
@—j: z+C (y) _ Az +y
dy V22 + 2y + 2C (y) M/Az? + 2yz + 2C (y)
donc
/ 1 1
r=C (y) =z — P C(y) = 51/2 + u 5 u constant arbitreaire

les solutions de (1.50) est (les surface intégrable)

1, 1 1
- :_)\2 .2
2u 2x—|—yx—|—2)\y + 1
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ou A et u sont deux constante indépendant.

On paramétre L : x =t,y =1+ t,u = 2t + 1 et on concédére le systéme

1 1 1
—(2t+1)2:§At2+t(t—|—1)+—(1+t)2+,u

2 A 5
)\t+4:2)\t+4t+2+xt+x
2 2
= 4t4+2= 2)\+X t+X$>\:1:,u:0.
la surface chercher est alors
L, 1, L, 2 2 .2
QU =5 ~|—y:v+§y = u :(:E +y)
(i.e) les deux plans
u+x+y=0,
u—x—y=0.
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Chapitre 2

Equation aux dérivées partielles

linéaire du second ordre

2.1 Généralités, surfaces caractéristiques, classification

Soit 2 un ouvert borné de R" (z),z = (x1, z2, ..., ,,) de fontiére 0 suffison réguliére. le

type général d’'une EDP linéaire du second ordre est donné par

Lu = Z Zaw 8 8% + Z b + cu=f, avec (a;; = aj;) (2.1)

=1 j=1 =1

n n 82 . .
Soit Ly = > ", > 5 aij (¢) v On associe a I'operteur L, en tout point My (z°)

,[Mo € Q], la forme quadratique a n variables £ = (&4, ...,&,,)

20 5) = Z Z aij (xo) £ (2.2)

i=1 j=1

Dans la cas n =2

P (930, 5) =an (ﬁo) f% + 2a12 (930) §182 + aze (ZBO> 537 (2-3)
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O =¢"AE ou A (ajo) = ajj (mo) ,

et
aix; aig
A=
ag1 A22
Alors
a11 a2 51
q):<£1>€2>
Q21 A22 52

On peut réprésonter cette forme quadratiqe sous forme matricielle.

2.1.1 Surface caractéristiques et cones caractéristiques

Surface caractéristiques : Par définition ce sont les surfaces de R" d’équation

S ((x1, 22, ..., ) =0,

qui satisfont & ’E.D.P du permier ordre

g oS oS
a;j () =——=—=0. (2.4)
Z Z J 8$Z 833'j
Cones caractéristiques en un point : Le point My (z°) étant un point donné de €2, I’en-

sembles normales en M, & toutes les surfaces caractéristiques passant par M, est le cones

(Chy,) d’équation

® (2°,€) = ZZ%’ (=°) §i&j (53' =T~ 1‘?) :

i=1 j=1
Le cones supplémentaire, soit (C’j\%) , est appelé cones caractéristiques au point My, les sur-
faces caractéristiques sont donc définies comme étant tangentes, en chaque point au Cones

caractéristiques.
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2.1.2 Classification des équations

Elle s’obtient en appliquant les résultats classiques de I’algébre concernant les formes qua-
dratiques.
a) Type elliptique : L’opérateur L, et I’équation (3.1) sont dits elliptiques en un point M
(resp, sur Q) si et seulement si, la forme quadratique ® est définie (positive ot négative)
c’est a dire si l'ona

VE £ 0, ZZ% ) €&, >0 o ZZ(LH )&, <0. (2.5)

=1 j=1 =1 j=1

Au point My (resp, VM, € Q) ,® (2°,€) et donc décomposable a une somme de n cares
dont les coéditions sont non nulles et de méme signe dans ce cas toutes les valeurs propres
de la matrice associée a @ (2°,¢) sont donc non nulles et de méme signe

b) Type parabolique : L’operateur (Ly) et I’équation (3.1) sont dits paraboliques en
un semi définie point My (resp, VM, € ) si et seulement si la forme quadratique ®et
dégénérée c-a-d la matrice A (2°) et singuliére (non inversible) toutes les valeurs propres
non nulles de la matrice associée sont donc de méme signe si 'une seulement des valeurs
propres est nulle on dit que (Ly) est strictement parabolique

c) Type Hyerbolique : L’operateur (Ls) et ’équation (3.1) sont dits hyerboliques en
un semi définie point My (resp, VM, € ) si et seulement si la forme quadratique Pet
indifinie non désignes au point My (resp, VM, € ) toutes les valeurs propres de A et
des signes qulconques.
Si toutes sauf une, sont de méme signe, on dit que ’équation est hyerboliques au sens
strictement (on de type hyerboliques normal) dans les autres cas, on dit aussi ultra
hyerboliques.

Exemples
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1) L’équation de Laplace
" 0%u

>0
2
= Ox;

est élliptique sur R™, car la forme quadratique ® = €2 +£2 +... 4+ £2 |, est définie positive

ou
0,i#j

==
=17

2) L’équation de la chaleur
o "\ T o

est parabolique sur R?, car la forme quadratique ® = &2 + £ + 0.

du 2 (82u 82u> _0

3) L’équation des ondes

est hyperbolique sur R", car la forme quadratique

d=—C¥24 -2+ ..+ -C%3 4+ €

2.1.3 Classification des E.D.P linéaire du 2°"¢ ordre dans R2

Considérons une E.D.P linéaire du 2¢¢ ordre de la forme :

0%u 0%u J%u ou Ou
a(z,y) 2 + 2b (z,y) aij (x) 3:10—3y +c(z,y) 3_y2 + F <x,y,u, e 8_y) =0 (2.6)

ol a,b,c des fonctions réel donné dans un domaine 2 C R? et F une fonctions réel de 5

variable inconnes , il est ivédons que faisant le changement devariable suivante.

X1 = (7,y) @7

Xo =, (z,y)

@, et p, de classe C*
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admettant une transformation inverse, (i.e) J =

O,
or

Oy
ox

tion équivalante a ’équation (2.6).

0y # 0, on a oboutit a une équa-

Théoréme 2.1 [l existe un chengment de variable de la forme (2.7), qui réduit ’équation a

l'une des équations suiventes

0*u
_ 8_X12
9%u
X3}
d%u
_ 8—)(22

0*u
— =5 + f (Xl,XQ,U,le,UXI) = 0

Preuve Soient

ox2
9%u
+ a_‘Xv22 + f (X17X27U7UX17UX1) =0
_'_f(Xl:XQ;uauquXl) =0
Xl =¥ (xay)
Xo =y (2,9)

telles que le J # 0 (Notation u (z,y) = u (X; (z,y), X2 (z,y))). cherchons la nouvelle forme

de (2.6) dans le systéeme X, X5

@ ~Ou 90X, n ou 0X,
dr 90X, Ox 0X, Ox
% . ou 8X1 ou 3X2
oy  0X; Oy 00X, Oy
@ B 2 ou \ 0X; ou 0°X,
o2 9xr \9X,) Oz 0X, 0x?
_’_g ou GXQ i ou 82X2
Oor \0X,) Ox 00Xy 0x?

P2y 0% (8X1)2 ) 0% 90X, 0X,

072 0X2

ox 0X,0Xy 0x Ox

0%u (0X,\2  Ou 82X,  Ou 92X,
+ o33 + +

(3X2 ox (9X1 8113‘2 8X2 8x2

o4

(2.8)

(2.9)

(2.10)
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Pu  Pu (6X1)2 o OPu_ 0X,0X,
oy2  0XZ2 \ Oy 0X,0X, Oy Oy
L Ou (0)@)2 u O°X,  Ou X,
0X2 \ Oy 0X, Oy  0X, Oy?
0%u Pu [(0X, 0X, Pu [(0X5 0X,
axay:aX§<ax‘ay)+axg<ax‘ay)
N 0*u <8X2.8X1 N 8X2'8X1> N 9?X, Ou N 0?X, Ou
0X,0X, \ Oy~ Ox ox Oy 0xdy 0X, 0x0y0X,’
portant ces expressions dans (2.6), on obtient
0%u 0?u 0%u
8_)(12 + QBM + Ca_,XQQ

B 0x:\?> 90X, 0X, 0X1\?
0X>\* . 0Xs 09X, 90Xy "
= —_— 2 _— —
C a(@x)+b8x By +C(8y)
X1 0Xa (0 OXy | O, OX)) | OX: s
Or = Ox oy Oz or = Oy oy Oy

A +G(X1,X2,U,UX1,UX1):O

avec

B =

supposons a # 0 et cherchons un changement de variable telque A =0

2 2
a <8X1> +2b% 0X; +ec <8X1> —0

Ox or = Oy Ay
0X1
8X1 ox ) : :
—— # 0, (ranJ # 0), nous posons Z = =5~ , 'equation (2.14) devienne
dy 0X,
dy

aZ?+ 207 +c=0

3 cas peuvent se presente.

1°cas : si b — ac > 0 dans Q I'équation (2.15) admet deux solutions réeles distingées.

B —b+b% —ac

a

Z
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ce qui donne

JhZ —

ox a dy
_Jp2 —

ox a dy

(2.17) et (2.18) des E.D.P plin 1¢ordre (systéme caractéristique)

dy b+ +b?—ac

dr a
@ e (a— (2.19)
dr a
ou ,
dy dy B
a (%> — 2b (@) +c¢c=0 (2.20)
]

Définition 2.1 L’équation (2.20) est appelé équation caractéristique de (2.6), les solution de
(2.20) s’appellent courbes caractéristique il y a deux familles de courbes caractéristiques réeles.

on dit que l’équation (2.6) est hyperbolique dans €.

r,p)=A
Soient 21 (2p) ' , (A1, 22C** € R) | on pose
@y (Y, 4) = A2
X = x,
1= ¢ (@p) , alors A=C=0.
Xo =5 (¥, 9)

Alors (2.13) devienne

9%u
0X,0X5

On remarque que B? — AC' = (V> —ac) J? = B?> = (b* —ac) J* = 0 = B # 0.

2B +G<X1,X2,U,UX1,UX1) = 0. (221)

Par suite on dévisons (2.21) par 2B on obtient

d%u

—— + G (X1, X =0 2.22
8X18X2+ ( 1, 27u7uX17uX1) ( )
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ces le 2™ forme camonique des équation hyperbolique Introduisons le changement de variable

suivante
Yi=X1+ X, D (Y1, Y;
0 (5e *9)-
Yo =X — X (X1, Xz)
On a
ou (9u8Y1+(9u8Y2_8u+8u
0X, 010X, 0Y,0X, 09y, OYy
Pu 9 [ 0Ou N ou\  0u N 0*u
0X10X, 09X, \9yy  aYy/) OY?  OYP
Par suite 1’équation (2.21) devient
Pu  O*u
a_Yf_a_ﬁ—i_f(YbYé,u’un’uyl):O (223)

c’est la 1 forme canonique des équations hyperbolique

2cas : si b* — ac > 0, Péquation (2.20) peut étre résolus sous la forme

901 (:C7y> = O!(.T,y) +Zﬁ (x7y> = )\1

o (z,y) = a(z,y)—if(x,y) = X5 M, A €C.

On peut poser

Xy = a(z,y)+if(z,y) =\

Xy = a(z,y) —if(z,y) = A (2.24)

I'équation (2.6) est dite elliptique telles que A = C =0 d’ou

9%u
0X1X5

+G1 (Xl,XQ,U,qu,qu) =0 (225)
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Chapitre 2. Equation aux dérivées partielles linéaire du second ordre

On pose
1
Yi=- (X1 +X3) =a(z,y) X; =Y +1Y5
7 , (2.26)
Vo=o (Xi—X2) =B (z,y) Xy =Y1 —iYy
On a

ou 1 ou 1 Ou

= — — 2.2
9xX, 20y, | 2i0Y, (2.27)
02 1[0? 02
v _Z _1; i _1; (2.28)
0X10Xy 4 0Y7  0Y;
en remplagantns dans (2.25) on obtient
Pu  u
a—Y12+a—YQ2+f(Yl>Y27UaUYNUY1):0 (2.29)

3°mccas : si b2 — ac = 0 I’équation (2.20) a une solution double réelle ¢, (z,y) = ), (A € R)
on dit que (2.6) est parabolique

Dans ce cas l’équation (2.17) et (2.18) se confondue et on a

0X, 00X,
—+b——=0. 2.30
“or + dy (2:30)
On pose
Xl =¥ (l’, y)
X2 =9, (y,9)
. . . . . , . D (9017 902)
ol ¢, est une fonction arbitraire indépendant de ¢,, (ie) [ =————== # 0 | , avec cette trans-
, D (1, )
formation on obtient A =0et C' = ~ d’ou
0% 0K (00 0X5) | (OX1 0K | 00X) 0,
or Ox or 0Oy dy Ox a Oy 0Oy
0X1  bOX, 0X1  boX,
B = — . - =0. 2.31
a(8x+aay)(8x+a8y) (2:31)

Par suite 'équation (6) devient
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Chapitre 2. Equation aux dérivées partielles linéaire du second ordre

0%u
08_X§+Gl (Xl,Xg,u,qu,uX1> =0 (232)
c’est la forme canonique d’équation parabolique.
Resumé : Si a # 0 équation (2.20), elle se décompose en deux équations
dy b—+b*—ac

dr a _gl(x>y)7% a

dy b+ vb*—ac

=02 (x,y),

dont les solution c’est appellé courbes caractéristique, il y a donc 2 famille de courbes carac-
téristiques qui peuve étre réelles, imaginaires ou confondues.
1) Caractéristiques réelles : Si b? — ac > 0, les caractéristique sont réelles, 'équation

(2.6) est du type hyperbolique.

0? 0?
Exemple 2.1 : [’équation du courbe vibrante 8—;; — a—;; = 2
0
cas b? — ac = (0)* — (=1) = 1 > 0 les caractéristiques sont solutions de (a—f> —-1=0,
ox
= a@t = A1, Ay constantes arbitraires
x

2) Caractéristiques confondues : Si b* — ac = 0, les deux familles de caractéristiques

sont confondues, I’équation (2.6) est du type parabolique

E le 2.2 : Uéquati OPu _
xemple 2.2 : l’équation — — — =
P 1 ot  0x? )
0
cas b* — ac = (0)2 —(1)0=0=0 les caractéristiques sont solution de — (8_;6) =0

il y a une famille caractéristique solution de i 0, ce sont la droite x = \.
3) Caractéristiques imaginaires : Si ? — ac < 0, les caractéristique sont imaginaires

et ’équation (2.6) est du type elliptique.

S O*u  O*u
Exemple 2.3 [’équation de Laplace Au=0 , ou — + — =0
ox?  Oy?
a 2
cas b? — ac = (0)> — (=1)1 = —1 < 0 les caractéristique sont solution (8_y) +1=0
x

donc
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d d
—y:Z,—y:—ij:)\l‘Fll',y:)\g—ZiC ()\1,)\260)
dz dx

Remarque 2.1 a) Dans le cas a = ¢ = 0, léquation caractéristique dx = dy = 0 dont les

solution sont x = A1,y = Ag, il y a donc deux familles caractéristiques réelles les droites
x = C% y = C® léquation est hyperbolique.

b) a,b,c € R, le type de (2.6) est lui de la conique ax?® + 2bxy + cy?* =0

c) 1l existe des équations du tupe mixte par exemple l’équation du Tricomi yu,, + uy, = 0,
b2 — ac = —y.

Sty > 0 = [’équation est elliptique

Sty < 0= l’équation est hyperbolique

Sty = 0 = [’équation est parabolique

2) Soit I’équation

b —ac = (zy)® — (zy)® = 0 alors (2.33) est parabolique.

L’équation caractéristique

dy 2 dy
21 =2) —22y—+¢y*=0 2.34
x ( dx) zy——+Y (2.34)
pour rameéner (2.32) a la forme canonique, on pose
y 1
x x
0 1
on a :
ou  Odu 90Xy n ou 0Xs
or 00X, Ox 0X, Ox
Ou _ _y0Xi
or 2% Ox
ou ou aXl ou an

oy X, oy 09X, oy
o Lou o
oy r0X; 00X,
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O®u 2y du N y? 0%u
or2 230X, 1*0X?

Pu 1 Pu N 2 % N 0%u
oyr 220X 220X,0X,  0X?2
Pu 1 Ou y 0%u n y 0%
0X,0X, 220X, 230X} 120X,0X,

(2.33) devient

2y Ou  y? 0%u oY ou y? 0%u y?  0%u

T OX,  2OXZ 20X CR20XZ 1 0X:0X,
+y2 0%u +2y2 0%u N , 0%u 0
20X2 | T 0X,0X, U 9xXZ
0%u 0%u
2
—0 —0
T Voxz TV T axz
0
= a?u = f(X1) f; fonction arbitrere de classe C*
2
= u=f(X;)Xo+g(X1) g f; fonction arbitrere de classe C?

v = (e (d)

3) Soit I’équation
| P
0x? oy
b —ac=0—122=0,six#0 alors (2.36) est elliptique

2
<@) +2? = O:>d—y:—:c2

0 (2.36)

dx dx ’
dy .
= 2y = ix® 4 A
N N P ecd
d_y:_igj 2y:—i£€2+)\2
X

On pose
X = 2an2 = :U27
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alors

(2.36) devient
0*u N 0*u N 1 Ou
0X?  0X2 2X,0X,

Problémes posée : Ils sont différents suivant les types d’équations

=0 (2.37)

a) Type elliptique : Problémes de Dirichlet , Neumann et plus généralement Fourier
e Dirichlet : Trouver une solution u telle que Lu = f sur  u|sq = ¢, ¢ étant donnée
e Neumann : Trouver une solution u telle que Lu = f sur () 2_:; log = ¥ (d—zdérivée
normale),¥ étant donnée
e Fourier : Lu = f sur Q (au + ﬁz_:;) lag = 0,0 étant donnée

Problémes mélée : Si 0f) est la réunion de deux sous ensembles ¥; et ¥y on impose

du

d_n|21 :\117(89221022)7(8Q:F10F2)

uls, = et

Problémes d’interface : Soit 2 = Q; U s deux ouverts ayant un marcean de frontiére

commun X on impose

Lui = fz dans Q“Z = 1,2
ui|3Qi _22901722172

ainsi que les conditions dites d’interface :

8’&1 8u2
(VA |2 = U2 |2 et =

ot o ¢
b) Type hyperbolique : Probléemes de Cauchy-trouver une solution u telleque

d
u]g:goetd—u|g:\lfg0 et ¥ donnée
Ui
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> surface donnée non caractéristique, ce probléme est du type condition initiales ana-
logue a celui des équations différentielles.
Problémes mixte : On cherche une solution u satisfaisant & des conditions initiales et &
des conditions aux limite Lu = f dans © x (0, 00)

Conditions initiales :

d
uly =0 =¢(z) etd—:;|t0 =V (z),Vz e

Conditions aux limite :
ulon =a(t),¥t >0 ¢,V et a données

c) Type parabolique : Les problémes sont ceux du probléme hyperbolique en suppriment
d
la condition d_u li—o = ¥ (z) . saufe que sur (¢ = 0) en se donne seulement u
Ui

Notion du probléme bien posé :

Définition 2.2 On dit qu’un probléme aux limite est bien posé (au seus de hadamard) ou

stable si :

1) Il existe une solution

2) La solution est unique

3) La solution dépend contintiment des données : c-a-d une petite variation des données
entraine une petite variation de solution, dans la cas contraire il s’agit d’'un probléeme
maéle posé ou instable.

Exemple 2.4 Résoudre le probléeme suivant :

Pu(w,y,z) _
Ox? B
u(0,y,2) =ysinz (2.38)
0
w©9.2) _
Ox
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9%u ou 1

2
LGN LY
02 " T or 2 +E.2)
1
u= gx?’ +aF (y,2)+G(y,z). F,G fonction arbitraire
ou (0
w = F(yWZ) = y+Z,U(0,y,Z> = G(y,Z) = ySiHZ
T
la solution du probléeme est
1, .
u(x,y,z) == 57 +z(y+2) +ysinz. (2.39)

2.1.4 Principe de superposition dans les equation linéaires

Considérons une E.D.P linéaire d’ordre deux

= 0*u - 0%u
b= 2 g, T 2 b T =0 (240

ol a;j, b;; et c soient des fonctions réelles de z1, ,x,

L : C*=cC

u — Lu

est linéaire au sens suivant

L(u) = ALu,YA € C,V\ e C?

L(uy +up) = Luy + Luy, Yuy, ug € C

Lu = 0 équation homogéne, Lu = f équation linéaire avec seconde membre.
Théoréme 2.2 Principe de superposition
Si Uy, Usg, ..., up sont p solutions de I’équation (2.40) linéaire homogéne alors

U = QU1 + Qals + Q3uz + ... + QpUy,
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est aussi solution du (2.40) Vo, g, ..., € R 00 C

Preuve

i=1 i=1

Remarque 2.2 Si Lu; = f et Luy = 0 = u = uy + ug est solution de Lu = f, généralement

St

Luy = f
:>L(U1+U2) :f+g
Luy =g
2.2 Exercices
Exercise 7 soit [’équation
0*u 0*u
27 7 27 7 0 E
rr e Oy? (E)

V¥ —ac=12** =0 si x#y+#0 alors (E) est hyperbolique
on dehors des axes x = 0 et y = 0 l’équation (E) hyperbolique est les caractéristique soit

solution de

dy\* dy 'y . dy y
2 2 N
_Z _ — 0 = 2 < _Z — _Z
Y (dm) ’ dz 7 " dw x
Y- =X\ ,
i A, Ay canstant réelles
y2 + I2 = )\2

on pose (pourramener (E) & la forme canonique)
X = yz —2?

Xo =y* +a?

65



Chapitre 2. Equation aux dérivées partielles linéaire du second ordre

@ o ou 8X1 ou 8X2
or 09X, Ox 0X, Ox
ou 5 ou N ou
— =21 - R
8x 8X1 8X2
@ . ou 8X1 ou 0 2
oy 0X, 0y  0X, Oy
Ou_,(0u O
oy~ U \ox, T ox,
Pu  Pu (90X Ly Ou
| 922 0X} \ Oz 0X10X,
’ Pu_,f( Ou  Gu) , 0 ( du  Ou
02 (9X1 8X2 ox (9X1 8X2
5 ou N ou P 0%*u 0X, v 00X, 0%*u 0X, Pu 00X,
= _ _— T — —
o On  Ou g [ g, Ou L, 0w, O
B 0X,  0X, 0X? 0X,0X, 0X2 0X,0X,
d%u 428u+4282u g2 2u 49 ou 2 ou
— =4 —— ¢ —— — 8z T — 2z
8!E2 (‘3X12 8X22 8X18X2 8X2 8X1
@_4282u+4232u_82 0%u Lo ou Ly ou
\ a2~ Voaxz TV ooxz T Y oaxox,  Yox,  “ox,
(E) devient
—16x2y2ﬂ—2(y2+x2)u +2(y2—$2)u 0
0X,0X, X X
0X10Xy  8x2y? “xa 81212 U =
on pose
)/1 == X1 + X2 = 2y2
Yo = X1 — Xy = —222
alors
Pu y2+x2u B y? +x2u
0X10X,  Sa2y? X2 81212 X1
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Ju  Ou 9V, Oou 0Ys
0X, 010X, 0Y,0X;
_ v Ou
Y, Y,
Ju  OJu B ou
0X, Y7 0Y,
0%u 0 [ Ou N ou
0X,10X, 90Xy, \9Y; OY,
_ O%u Yy N Pu  0Y, N 9%*u 0Ys, N Pu Yy
COY20X,  0X10X,0X,  0YZ0X,  0X10X50X,
_ P%u B 0*u B 0*u B 0*u
YR 0X10X, OYR  0X,10X,
alors (E) devient
v 0%u 1 ou ou ou ou
— = X - X — Xo— — Xo—
ov: Ty T orE—xy) | Mov Moy, lov, oy,
X; - X = —MiYs
et (E) devient
0%u N Pu 1 1
e g v, oy
I’équation est hyparboliqueExercice02 :
—Uyy — Uy =0 G Uyy + Uy, =0 (1)
systeme caractéristique est :
&y 2 +1 0= dy _ +i
dx dr
y+1x=C4 C: € C est arbitraire
y—ix =Ch Cy € C est arbitraire
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posons le changement de variable suivant

Pu  u Lo Pu  *u
Ox? ox?2 " O0xdy  Oy?’
@ P 4o 0 N 0%
Oy? Ox? oxdy  Oy?’

remplagant dans (1) , on obtient

Pu j%_
0xdy oy

f)=u(X,)Y)=F({ )+ G (X)
(1) donc
u(z,y) =F(y+ix) + G (y —ix)

tel que F, G deux fonction arbitraire de classe C? et F est la primitire de f

(n—1)up, — y2"uy = ny? !

si n > 0, le systéme caractiristique est de la forme

(n—1) @2—y2”:0:> n—1
dx

soit le changement de variables suivant

= m— Y r=C; €R
= n_ly*"“%—x:C’gER
n—1
0*u Pu O*u  Ou _n|Ou  Ou
= + —2 ,—=vn—1 — 4+ —
0x? ox?  Oy? 0x0y’ Oy or 0
0*u it du  Ou .
a7 vn —ly ( )[%—l—a—y}%—%—\/n—ly X
2 2 2 2
) | Ty Ty 4 e Ty = Ty
0x? 0xdy 0y? 0xdy
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substition dans (E) on obtient

0*u
Gegy = 0= u(XY) = F(X)+G(Y)
donc
u(z,y) =F (_nn_—ll y T+ x) +G <_nn_—11 y " — x)

ou F et G deux fonctions arbitraire de classe C2.

pour n = 2

Y
s () ol o= o[
u(x,i)ZF(—x—Fx)JrG(—a:—x) =422 = F (0) + G (—2z) = 422
d’ou

F(a) = —a®+ F(0)

alors
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Chapitre 3

Méthode de séparations des variables

(Méthode de Fourier)

La méthode de séparations des variables, elle permet de transformer et éxprimer la solution

de ’EDP sous la forme d’une somme infinie (série). Cherchons la solution du probléme mixte

suivant :

10%u  0%*u

i [ t> 3.1

S g = 00<T<lLt>0, (3.1)

w(0,t) =u(l,t),t >0, (3.2)
u(z,0) =wug (z),
ou 0) = (3.3)
E(ﬂ% ) =up (7).

Le principe est de chercher une solutions de I’équation (3.1), non identiquement nulle sous la

forme

u(z,t) =X (z)T (1), (3.4)
qui vérifie les conditions aux limite (3.2), on obtient on remplgons (3.4) dans (3.1)

"

Cl—ZX )T (#) = X" ()T (1)
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On dévisons par X7, en tous points (z,t) ou u (z,t) # 0

17" () X'(¢t
> T(<t)> =5 ((t)) = —\, A: constante réelle (3.5)

(14) donne deux E.D.P pour les fonction X (t), T (t)

X"t +AX(1t) = 0 X (t) #0, (3.6)
T (t)+ AT (X) = 0 T (X) #0. (3.7)

Les conditions aux limite (3.2) deviennes

w(0,8) = X (0)T(t) =0,
w(l,t) = X ()T (t) =0Vt >0,

ce qui donne

X(0) = X(I) =0, (3.8)

ce qui contuit aux probléme suivant :
Probléme : trouver toutes, les valeur de parametre A et toutes les fonction X (t) # 0

telque
X" +AX =0

X0)=X(1)=0
ces valeurs de A s’appelle valeur propre, et les solutions X # 0 associées sont dite fonction
propre du probléme (s’appelle probléme de Sturun-Liouville).
Considérons 3 cas séparément A < 0,A=0,A> 0

e Cas 1 :5si )\ <0, le probléme (3.6)-(3.8) n’admet pas de solutions non triviales en effet

I'équation (3.6) donne

X (z) = C’le_‘/:\373 + C’Qemx; ou C,C] : constantes réelles
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avec les conditions aux limites

X(O) = 01+02:0:>01:—02,

X)) = ¢ (e_\/j’\x—e‘/jm) —0= (=0, =0

Cas 2 :si A =0, il n’ya pas de solution non trivialle en effet I’équation (3.6) & des

solutions sons la forme

X (l’) = Cll’ + CQ,

les conditions aux limite

X(0) = C,=0X(1)=Cl=0
= (C1=0=X(z)=0.

Cas 3 :si A > 0, la solution générale de (3.6) est

X (z) = Oy cos VAz + Cysin V Az,
les conditions aux limites

X(0) = C1=0,X(l)=CysinVA =0

nm

= sinVM =0= VA =nr = )\:T

2,2
n-mw
= )\:l—2,7’l€N.

Alors le probleme (3.6)-(3.8) admet des solutions non triviales seulement pour

n?n?

A=A\, = éXn:Cnsin?x ou C, € R,n > 0.

Pour I'équation (3.7)

T,(t) = A,cos/\Ct+ B,siny/\,Ct

nm nm
T, (t) = A,cos TCt + B, sin TCt; ou A, B,, sont 2 constantes arbitreaires
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c’est bien que la fonction.

up (x,t) = X, () T, () = <An Cos nTFCt + B, sin ?Ct) sin nl—ﬂa:

C’est une solutios élémentaire de ’équation (3.1), vérifiant les conditions aux limite (3.2)

par le théoréme de superposition

Sp (x,1) = Zun (z,t),

est une aussi une solution de (3.1) qui vérifie (3.2)

= zp:un (0,t)=0
n=1

P

n_1 Un = S convergente et qu’elle est deux

on supose que lirfrl Sy (x, 1) existe, (i.e)
p—T00

fois dérivable par rapport = et par rapport a t, on cherche la solution de (3.1) vérifiant

les conditions (3.2) sous la forme de la serie

t) = Z up, (x,t) = Z (An cos nl—WCt + By, sin %Ct) sin %x, (3.9)

n=1
vérifiant les conditions (3.2) et (3.3).

Supposons pour le moment que (3.9) définie une solution de (3.1) vérifiant les condition
aux limites (3.2)

Suposons que la dérivée vers a t de la somme de la série (3.9) puisse étre obtenue, on

dérive la série terme a terme c-a-d
a o0
E(Zu”@t) Z—un:ct
n=1

trouvons A, et B,, telque la somme de la série (18) vérifie les conditions initiales (3.1)

u(z,0) = Zun(:v,()),

ou =0
E(m,()) = ;aun(xt
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. nmw
up (z) = D ,51 Ansin -
nrC nm

U1 (l’) = ZnZl TBH sin TIL’,

supposons que ug et u; est développable en série de Fourier sinus dans 'intervale [0, []

(3.10)

ou
2
U () = D ,51 nsin "Me ot ap=>= fol ug (€) sin Hﬁdﬁ,

! l 3.11
ul(fc)zznzlﬁnsin?x ol ﬁnZ%féul(i)smgﬁdf, 1

on comparons (3.10) et (3.11) on obtient

9
Ay=an =7 Jhug (€) sin ”l—”gdg,
! 2

o o l . n_7r
Bn - n?TCBn - n7rC fo Uy (5) sin l gdga

(3.12)

ce qui permet de déterminer la fonction (3.9).

La solutiion obtenue par (3.9) est une solution formelle, en effet si la série (3.9) est
divergente & sa somme n’est pas différentiable. cette dérniére n’est pas une solution de
I’équation (3.1) c’est pour quoi est nécessaire de justifier les calculent et détérminer les

conditions sous les qu’elle la série (3.9) définit bien une solution de probléme étudiée.

3.1 Dérivation des series de fonctions de plusieurs va-

riables

Définition 3.1 Soit 3 -, fu fo:[a,b] — R une S de fonction on ditque la serie est unifor-

mer convergente sur |a,b] — S si {S,}, définie par

S (2) =Dy, (3.13)

convergente uniformement vers S lorsque n — +0o c-a-d

Ve > 0,3 N (g),Vx € [a,b],¥n > N (¢);|S, () — S (2)] < e,
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Théoréme 3.1 Il existe une série numérique & terms positife > - C,, < ¢ telque
Vr € [a,b],Yn > no; | fn (2)] < G,
alors, > o, fa converge uniformément sur [a,b].

Théoréme 3.2 Si toutes les fonctions f, sont continues en o € [a,b] et si ) -, fn converge

uniformément sur |a,b] alors la somme S de la série et continue en xg

1) (i.e) Vo : f, continue en zq et ) -, f, converge uniformément, alors S continue en x,
2) Si toute les fonctions f,, sont continue sur [a,b] et si ), -, f, converge uniformément

sur [a, b] alors la somme S et converge sur [a, b] .

Théoréme 3.3 Si la série Y ., fn converge au moins en un point o € [a,b], si Vn : f,

dérivable sur [a,b] et si la série Y. ., f, converge uniformément sur [a,b] alors :

1) lasérie »_ -, fn converge uniformément sur [a, b]
2) Sa somme est dérivable sur [a,b] et on a S’ (z) = (st fn), = 1 f

ce resultat se généralise aux dérivées d’ordre supérieur.

Définition 3.2 Soit f,, une suite de fonctions de deux variable x et t’ZnZl fn convergente
uniformer pour x € [a,b] et t € [to,t1] vers S (x,t)si la suit {S,}, définie par S, (x,t) =

ZZ:1 fp (x,t) converge uniformément vers S pour x € [a,b] et t € [to,t1]. tellque
Ve > 0,3 N (¢), Vx € [a,b],Vt € [to,t1],Yn > N (¢); ]S, (x,t) — S (x,t)] < e (3.14)

Théoréme 3.4 Soit
fo (@,1) = X, () T (2)

st il existe une serie numérique positife converge

D Cy < +00,Cp = 0;Va € [a,b],Vt € [to,11] ;Y0 > no; | fo (,)| < G,y

n=1

alors la série Y2 | fn = > 2 X, T,,convergente uniformer pour x € [a,b],t € [to, t1]
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Théoréme 3.5 : (Théoréme d’Abel) : soit {X,}, une suite de fonvtions telque Y .~ X,

convergente uniformer pour x € [a,b] et soit {X,}, une suite de fonction tellque

T ()] < A
Vn Z TL(),Vt € [to,tl] s s (315)
Lo O] 2 [T (O ot [Tosa ()] < [T0 (1)

alors la série Y>> X,/ T,, convergente uniformer pour x € [a,b],t € [to, 1]

Théoréme 3.6 SiVn, X, et T, sont sur[a,b] et [ty,t1] respectivement et siy - X,, converge
uniformément vers S alors S et continue pour x € [a,b],t € [to,t1] si toutes les X,, sont déri-
vable sur [a,b] et si série S oo | X, (z) T, (z) converge uniformément pour x € [a,b] ,t € [to, 1]

vers une fonction §(3:,t) alors >0 | X, T,, est converge uniformément pour x € [a,b],t €

[to, t1] vers S

— sa somme S est dérivable vers a x sur [a, b] et on &

a5 0 [
I (r,t) = pe (Z X (2) T, (@) )

= DX @) Tule) =5 (1),

Ce resultat transpose naturellement a la série Y -, XTIZT n et se générale aux dérivées
d’ordre superieur. si les séries correspondantes sont convergente uniformer sur [a, b] x
[to,t1] . Théoréme(6) ce généralise a des fonctions de plusier variables.considéront une
EDP linéaire homogéne

L(u) =0 (3.16)

3.1.1 Principe de superposition généralisé

Si les fonctions u, (n € N) sont des solutions particuliére de I’équation (3.16) alors la série

U= i Chity,, C,eR
n=1
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est aussi solution de (3.16) si cette série et convergente et si les posible d’obtenire les dérivées
presents dans (3.16) on dérivont la série terme a térme

Preuve : i, i,
=L (Z Cnun> = CuL(u,) =0
n=1 n=1

aussi u vérifie bien 1'équation (3.16)

Remarque 3.1 Les condition surfisentes pour avoire dérivé térme a térme une série converge
et la convergente uniformer de la série Y -, CnL (uy,) on obtenit aprés différentiation il faut

d’abore s’assurer de la continuité de série

Z Uy, (2, 1) Z (An cos nl—WC’t + B,, sin %Ct) sin %x (3.17)

n=1

pour cela il sefie demontré la convergence uniforme de la série Y -~ u, ona

lun (x,t)] = ‘An cos nTWC’t + B, sin nTWCt

sin ?z‘ < |A, + By|,¥n

FRRY P o0 . 2 P P \ 2 ‘. [e.e]
d’ow la série Y " u, est majorée par la série numérique & térme positife Y >~ |A,| + | By|
si cette série majorée converge alors la série (18) convergente uniformer et la continute de
U . . ,
u(x,t) en résulte afin de sassuré la converge — wvers ses valeurs initiales il faut montré la

ot

continuité de cette dérivée et pour sela il faut montré la convergente uniforme de la série

ou . du,, 70 & .onT nmw . onT
5 (x,t) = ; g (x,t) = - Z n (—An sin TCt + B, cos TC’t) sin —-z (3.18)

n=1

on la converge de la série majoront WT Yo n(JAn] + |Byl) alors u(z,t) est une solution de

Uéquation (10).(c-a-d le princip de superposition généralisé est aplicable), si la série (18) peut

étre dérivée térme a térme 2 fois vers a x et 2 fois vers a t et pour ce la il sufit que les série

suivante :
2 % 92
g Z (x,t) = > aau" ‘ l ‘ Z <A Ccos —Ct + B, sin TC’t) sin nl—ﬂa:

9%u > 9?u, C|?
W(%t) = gw(lﬁ):— e

Z n? (An cos ?C’t + B, sin ?Ct) sin ?w

n=
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sont uniforme convergente vers at et x. ou ces deux série sont majorées par la série majoronte
S n(JAu] + |Bnl) et puisque A, = oy, B, = %ﬁn tous revient & établire la convergente

des série numérique suivante

S nflA k=0,1,2

S nF| B, k=0,1,2
tellque

S nFay k=0,1,2

S nfB, k=0,1,2

pour cela on utilise la propriété des séries de Fourier.

(3.19)

Théoréme 3.7 Si une fonction préiodique F(x) de préiode 21 et k+1 fois dérivable sa dérivée
d’ordre (k+ 1) estant continue par marcauz, alors la série numérque > oo n* (|a,| + |b,]) ot

a, et b, sont les coefficient de Fourier de F' est convergente

Remarque 3.2 Pour garontire la convergence de série y oo n¥|ay,|, k= 0,1,2 il sufit que

ug verifie :

les conditions initiale(C1) : ug et 3 fois dérivable sur [0, ] sa dérivée 3°"¢ continue par

margeaux et de plus

° (3.20)
ug (0) =g (1) =0
et pour graontire la convergence de la série > - n"|3,| k =0,1,2 il sufitque u; vérifie :
les conditions initiale (C2) :

Remarque 3.3 Les condition (C1) et (C2) ne sont pas nécessaire pour l’existence de la

solution d’équation avec second membre sur un intervalle borné.
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Etudions I’équation non homogéne

0*u Nox
W—C@—i‘f(ﬂf,t) O<zx<l,t>0

avec les conditions initiale

ou 0<z<lI (3.23)
S (,0) = (2)

et les conditions aux limite
u(0,t)=u(l,t)=0 t>0 (3.24)

En cherche la solution de probléme mixte (3.22), (3.23),(3.24) sous la forme

Z Uy, (t) sin —x (3.25)

ou t joue le role d’un parametre.

pour détérminer u (z,t) il faut détérminé u; (x) on suppose que V¢t > 0, f (x,t) continue

N P P N p . . .. nm
% a x ainsi que sa dérivée % a x. développement f, ug et uy, suivant les fonctions sin Ta:

On considere f (x,t) => 0" f, (t)sin ?m

up (r) = Z Q, sin —IL‘ (3.26)

up () = Z 3, sin %x

n=1

= —fo (€,t) sin —fdé’
fo ug (€) sin def (3.27)
B =T Jyua (€)sin g

si on peut dérivée la relation (3.25) 2 fois, I’équation (3.22) devient

g [ )+ C? (nlw)2un (t) = fu (t)] sin ?m —0
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w0+ () () = £ )

les conditions initiales donnes

u(z,0) = E U ( sm—x-uo g ansm—x

ou . nm
E(m,O) = Zu sm—x—ug ):gﬁnSIHTQ}

un (0) = ap

u, (0) = 3,

(3.28)

(3.29)

ainssi uy, (t) est solution de 'EDO (3.28) vérifient les condition (3.29) expriment cette solution

sous la forme.
Up, (t) = vy, (t) + wy, (¢)

ol vy, (t) est la solution du probléme

o)+ (M) v ()= £ (1)
v, (0) =0
v, (0) =0

wy, (0) = o,
w, (0) = 5,
wy, (t) = a, cos l Ct+ 7506" sin nl—WC’t.

Lemme 3.1 La solution de l’équation linéaire non homogéne a coeficient constant

() +pu (1) +qu(t) = (1)
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vérifions les conditions initiales homogéne
u(0)=u (0)=0 (3.35)

est donnée par )
u(t) = /0 Ut—r1)f(r)dr (3.36)

ot u (t) est la solution de l’équation homogéne
U (t)+pU (t)+qU (t) =0 (3.37)
vérifions les conditions initiales
U0)=0,U (0)=1. (3.38)

Dans notre cas le probléme (3.31) la fonction u est la solution du probléme

» n 2 /
Ut)+ () C?U(t)=0
)+ () U 59
U0)=0,U (0) =
telleque
[ . nm
U(t) = — sin TC’t (3.40)
du la relation (3.36) on obtient la solution du probléme (3.31)
t
v, (1) = / Ut—r7)f(r)dr (3.41)
0
t 2 l
v, (t) = L sin n—WC’(t—T) —/ f(&,t)sin nlfdf dr
nrC l
= er/ / sm— (t—7)f(&t)sin —§d§d7' (3.42)
alors la solution du probléeme (3.22)-(3.23)-(3.24) est
= . nm
u(x,t) = ; (v (t) + wy, (1)) sin T
= Z vy, (1) sin ?m + ) w, (t)sin nl—ﬂx (3.43)
n=1 n=1
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u(x,t) = mTC'Z// sm— t—T)smn—fsm?x]f(ﬁ,t)dé’dT

Z (an oS TC’t + ﬁ sin - ) sin nTﬁx

t pl ©
//%Z{%smn% t—7‘)s1n—§smn77rx}f(@t)dng

+ Z (an cos Xt + —ﬁ sin TC’t) sin nl—ﬂ:v

u(z,t) //G (x, &t —1) f (&) dde—i—Z(ancosTCt—i- B sin 21

ou

2 —[1
G(x,f,t—T):EZ{Esin? t—T)SIDH—SSIH?I}
n=1

1"C'AS : Etudions le probléme générale suivant :

0?u 28

u(x,0) = uo(x) g?(x 0)=u(z) 0<z<l

w(0,8) = p(t),ull,t) = q(t)
on introduit une nouvelle fonction inconnue v (x,t) on posons
u(x,t) =U(z,t) +v(z,t) 2€]0,],t>0

tel que v est la solution du probléme

9% v~ ~ 9?U

0*U

ﬁzcﬂﬁ—i—f@,t) o f(xut):f@at)_{aﬁ -

v : vérifie les conditions initiales

Va0 =) () =)= U0
= (w,0) = (x) () =g (6) ~ 5 (5,0
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v : vérifie les conditions aux limites
ol

choisissons la fonction auxiliere U tel que :

p(t) = 0,q(t)=0 Uz, t)=a(t)z+b(t)
p(t) = 0 U(0,)=p(t)=0b()=p()

qgit) = 0=U(Lt)=q(t)=a(t) =

D’ou
Ue,t) = la(®) =p(®)] +q(® (3.49)

U (x,t) est une interpolation de les points (0,p (t)), (I,¢ (t)) ainsi le probléme (3.46)-(3.47)-

(3.48) ramaine au probléme avec les conditions aux limites homogeéne suivant :

( 0%v 2821) 02U
a2 - ottt — 5

v (z,0) =ug (x) — U (x,0)

50 0 50 (3.50)
37 (@ 0) = ur (z) = & (2,0)

v(0,t) =v(l,t)=0

le quel est etudier.

2¢me CAS : étudions le probléme suivant avec les données stationnaires

uy = C*ugy + f () O<z<l t>0 (3.51)
u(z,0) = wug(x), % (,0)=uy () 0<z<lI (3.52)
w(0,t) = A% w(l,t) = B (3.53)

on cherche la solution sous la forme suivante

u(z,t) =1u(x)+v(x,t)
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le probléme (3.51)-(3.52)-(3.53) devient

v = Clop+ {CT (2)+ [ (2)}
v(2,0) = uo(x)—U(z),v (2,0) = u (2)
uw(0,t) = A-U(0),u(l,t)=B-U()

on cherche U tel que

CT @)+ (@) =0=T (1) = - 5/ (@)
U(0)=A
U(l)=28
U@y = féﬁhgm

Ulz) = /OU()dy—aa:—l—b // dfd

U0 = A=b=A

U(l) = B:>al+A——//
- =274 lC?//f ) dedy

alors :

_ . B-A Lo 1ot
U () = x+lég/0/of(f)déderA—@/O/Of(é)dﬁdy

si par exemple si f = fo = C* alors :

7 B-A Jo

— 2
Ul(z) = 7 :L’+A-|—202<l[[}—l’)
il rest a déterminer v (z,t) solution de I’équation homogéne
0? 0?
S or <z<lt>0

o2 7 02
v(0,t) =v(l,t) =0

v (33', 0) = Up ('T) - U(.T, O) y Ut ('r7 0) = U1 (.T)
ce type de probléme est déja étudié.
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3.2 Exercices

Exercise 8 Résoudre par la méthode de séparation des variables, l’équation (E) avec les condi-

tion frontiéres (F) et les conditions initiales (I) suivante :

0%u 0%u
— = — O<z<l1l,t>0
ot Bre) SN

u(0,t) = 0,u,(1,£)=0 t>0

3
u(x,0) = 0,u(x,0) =sin gx + sin ;:v

On pose
T’? X”
H)y=T(1t)X = —=—=-)\
Wl t) =T ()X (1) = = =
d’ou
X 4+XX = 0,

T +\XT = 0.

les condition (F) doment

T(t)X/(O):O Vvt = 0 L X(O)= X (1) =0
TH)X (0)=0 Vt=0

on obtient ainsi le probléeme de Sturme-liouville

X +2X =0,
X(0)=X(1)=0.

On distinge 3 Cas :
1" Cas :\ < 0,

P+ A = 0= X (2) = Cre¥V ™ 4 Che VNV

= X(0)=C,+Cy;X (1)=0=C, =C,=0 solution

85

triviale.

(E)
(F)
(1)



Chapitre 3. Méthode de séparations des variables (Méthode de Fourier)

2°m¢ Cas : A =0
=a’=0=2=ar+b=X(0)=0=b=0,X (1)=0=a =0 solution triviale.
3¢ Cas : A >0
X(m) = C’lcOS\/Xx—i-Cgsin\/X:U;X(O):O:>01:O,X(x):C’gsin\/Xa:
X' () = CoVhcosVir= X (1)=0= CyvVAcos VA = 0= cosVA =0

on + 1)°
= VA=vA =2n+1 2:>/\n——(n1>7r2,n62,

d’ou
2n+1

X, (x) = Cysin mx,¥n € N.

Les solution correspendants & A = \,, de I’équation T (¢) sont

2 1 2 1
T, (t) = A, cos nx mt n

7t.

+ B, sin

Cherchons la solution du probléme (E), (F), (I) sous la forme

2 1 2 1 2 1
u(x,t) = Z (An coS n2+ it 4+ B, sin n; ﬂt) sin nx T

2
n>0

Détérminons A, et B, tel que la solution u (x,t) vérifie les conditions

2 1
u(z,0) :ZAnsin n2+ = A, =0,Vn eN,

n>0
d’ou
2n+1 2n+1
u(z,t) = Zanin DTt sin ny T,
n>0
2n + 1 2n+1 2n+ 1
w (z,t) = ZB” n2—l— T COS n2—l— 7t sin n2+ T,
n>0
2n+ 1 2n+ 1 3
u (z,0) = ZB” n2+ T Sin n2+ mc:sin%:v—l—singx.
n>0

3 3 2 1 2 1
= Bog51ng+31§Sin§+ZBn nt 7 sin nt T

n>0

i T L 3T
= sin—x in —ux.
2 2
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par identification on trouve

2

2

BO = _7Bl_ Bn :O7vn Z 27
™

ainsi la solution du probléme est

2 7 2 .
u(x,t):—sm§tsm—x—|——sm——|—sm—.

™

c’est une solution du classe C'°.

3’

T 3 3

2 3T 2 2

Exercise 9 Résoudre par la méthode de séparation des variables, I’équation (E) avec les condi-

tion frontiéres (F') et les conditions initiales (I) suivant :

#u
ot?
u (0,1)

u(z,0)

0*u

— 12 E

8x2+ a 0<z<mt>0 (E)

A=u(mt) a:C* (F)
ou

am(m—ﬂ)wLA,E(m,O):O (1)

On cherche la solution sous le forme

u(z,t) =u(x)+v(z,t)

en remplacant dans (E), (F), (I)

Uy =T + Vpp + 2a
u(0)+v(0,t)=A
u(m)+ov(mt)=A

u(z)+v(z,t)=ar(zx—m)+ A,
vy (z,0) = 0.
Cherchons u solution de
u +2a=0 w0)=u(r)=A4

et on a
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v est alors solution de

Vg = Vg (E1)
v(0,t) = wv(mt), (Fy)
v(z,0) = 2ax(z—m),v(x,0)=0. (Iy)

Appliquons la méthode de séparation des variables de probléme (F1)-(F7)-(1;), on obtient la

famille des solutions élémontaires :

vy (z,t) = (A, cosnt + B, sinnt)sinnz

v(z,t) = Z (A, cosnt + B, sinnt) sin nz.

n>1

En utilisons les données initiales détérminer A,,, B, on a

v (z,0) = Z A, sinnx

n>1

developpons en série de Fourier-sinus la fonction

vo () = 2ax (v — m)

on a
2ax (x — ) = Z o, (sinnx)
n>1
avec
2 [T 4 T 8
ap, = —/ 2ax (r — ) sinnzdr = Sy (x — ) sinnxdr = Ta [(—1)" —1].
T Jo T Jo n3m
0 n paire
A =9 —16a , ‘
5 n impaire
n3m
d’ou

—16a
2ar (v — )= Y ——————sin(2k+1)x.
% (2k + 1)3 T
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par suite
0 n paire
An = 4 —16a -
3 n impaire
n3m
—16a
= Ay =0A =—5.
2% 2k+1 2k + r
v(z,t) = 2;6@3003 (2k +1)tsin(2k+ 1) x
=0 (2k+1)m

est la solution du probléme (FE;)-(F;)-(I;) donc la solution du probléme donnée est A aussi

1 —1
u(z,t) =2ax(xr—7)+ A— 6az 5 cos (2k + 1) tsin (2k + 1) x.
7r

>0 (2k + 1)

Remarque 3.4 v définit bien une solution du probléme (Ey)-(Fi)-(I1) cas les condition de

converge sur les donnée initiales sou vérifion

vo(z) = 2az(x—m) et C° et vy (0)=wy(nm), (C1)

v (1) = 2ax, v, (0) = vy (7).
vy () = 0. (Cy)
Exercise 10 Méme questions pour :

Uy = Ugy +IsSine O<z<1,t>0
u(0,t) = 0=u(nmt)

u(xz,0) = z(zx—7),u(x,0)=0
On cherche u sous la forme

u(x,t) = Z uy, () sinnz.

k>0

89



Chapitre 3. Méthode de séparations des variables (Méthode de Fourier)

f(z,t) = tsinz
= an (t)sinnz = fi (t)sinz + fo (t)sinz + ... + f,, (t)sinz + ...
k>0
)=t n=1
= flat)= h
fu(t) = n>1
up (z) =z (x — ) Zan sin nx
k>0
avec
2 [7 .
a, = —/ x (x — ) sinnzdz.
T Jo
—4 . 0 n paire
Oén:T[(—l) —1] = -8 . .
nem —= n impaire
n3m

uy () =0,B, =0,Yn
U, est solution du probléme
up, () + nuy () = fu (t)

u, (0) = o,
u, (0) =0
pour n > 0
Uy, (1) + 4n2ug, (1) =0
2n () ,2 Q = Uy, (1) =0
Usp (1) = 0,uy, (t) =0

Uy (8) + (204 1)  ugpia () = 0
Uan1 (1) = 0,11, () = 0
= Uy = Acos(2n+ 1)t + Bsin(2n + 1)t
-8
Ugpyr () = A= —————
ant1 (8) = @nt 1)

Upyoy (1) =(2n+1)B=0= B =0
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pour n =1

avec

d’ou

Uspyy (1) = cos(2n+ 1)t

(2n+1)°7
uy (1) +uy (t) =t
wr (1) = 2,0, () = 0

U1:’Ul+’w1

vy est bonné par :

donc

d’oll

wy (t) +wy (t) =t v, (6)+o (t) =t
8 et 8 .
wy (t) ==, w, (t) =0 vl(t):;,vl(t):0
wy (t):%cost
vl(t):/o U(t—r7)rdr
i) +8U1 Et - = U (t) = sint
Ul(t):;,Ul(t)zl

8
uy (t) = ;cost—l—t—sint

d’oul la solution du probléme est :

u(z,t)

= wy (t)sinz + Z Ugny1 (B)sin (2n + 1)z

n>0

8 8
= (—Cost+t—sint> sinx+2—300$ (2n+1)tsin(2n + 1) z.
@ = 2n+1)"m
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Chapitre 3. Méthode de séparations des variables (Méthode de Fourier)

Exercise 11 Méme question pour

O O + tsi O<ax<mt=0
—_ = — SIinxT xr s
ot? 0x? ’

u(0,t) = u(m,t) = mt

u(x,0) =z (7 —x),u (2,0) = 72

On introduit un nouvelle fonction inconnue v (z, t)
u(x,t) =U(x,t) +v(z,t)
ou
Ul(x,t) =7t
u est solution du probléme (E) — (F) — (1) si
Vit = Vgy + tSinx

v(0,t) =0 =wv(mt)
v(z,0)=xz(r—2z),v(x,0) =0

1
t) = %t = (t — sint) si —§
u(z,t)=m ( S.m)s.mgc—i—7T

= (2n+1)

Exercise 12 Méme question pour le probléme :

0%u

uz (0,t) = 0,u, (1,¢) =0 t>0

u(x,0) = 2> — 2,u; (2,0) = 0 0<zr<l1
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Chapitre 3. Méthode de séparations des variables (Méthode de Fourier)

On pose u (z,t) = X () T (t) pour tous dans (E) on trouve

9

X”+T_ \
X T

X 42X = 0
T +2XT = 0

up (r,t) = X (2)T(t),uy (0,t) =0= X (0) =0
u, (1,t) = 0= X (1)=0.
on obtient le probléme Sturn-liouville

X +2X =0

/ /

X 0)=X (1)=0
on distingue 3 Cas :

1°m¢Cas : A < 0 la solution générale de (1) est
X (2) = CreY™ 4 GV X' (0) =X (1) =0= Cy = Cy =0

solution triviale.
2¢meCas : A =0
X(2)=Cz+Ci;X (0)=X (1)=0=>C,=C,=0
solution triviale.
3cCas : A\ =0

) = Cjcos Vz + Cysin Vz
() = —Ol\/XSin\/Xl'—l-Cg\/XCOS\/X:L‘
(0) = 0=Cy=0,
(1) = 0=sinVA=0= A=\, =n’r’

= X (x)=C,cosnmz,n € N.
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Chapitre 3. Méthode de séparations des variables (Méthode de Fourier)

la solutions de I’équation T, (t) correspondants a A, = n?7? sont

T, (t) = A, cosnnt + B, sinnmt.

Cherchons la solution du probléme (E) — (F') — (I) sons la forme
u(z,t) =Y T, (t) X, (x)
n=0

u(z,t) = Z (A, cosnrt + B, sinnmt) cos nmwz.
n>0

Détérminons A,, et B,
u(x,0) = g A, cosnmr = 2% —x
n>0

développons en serie de Fourier-cosunus la fonction g

ug (v) =2° —x

prolengement paire periodique de pério de 2 de la fonction
2_,_ 20
T —x = 5 +Zancosn7rx
n>0

ou

1
ay, = 2/ (:v2 — x) cosnmxdx,n > 0
0

1
n > O,an:2/ (m2—x)cosn7rxd:c
0

4

2 n
= =3 ()" +1) = n?m2
0 st nimpaire

St M paire
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Chapitre 3. Méthode de séparations des variables (Méthode de Fourier)

d’oll
o0 1 o0
Ay + E A, cosnmr = —— + E v, COSNTL,
1 6 1
n— n=

par identification on trouve

st m paire

st noimpaire
D’outre part
ug (z,t) = Z (—nmA, sinnnt + nw B, cos nmt) cosnwx.
n>0

ut (x,t) =0= B, =0.

Ainsi
oo

1 4
)= —=+ Y 5 cos2nmt. cos2
u(z,t) 5 e cos 2nmt. cos 2nmx

n=1 ( )

il reste a s’assurer que la série converge et qu’elle définit bien une solution du probléme on

a:
! 2 2 < A
ECOS nmt.cos2nmr < E’Z ) < 00,
n=1
o 1 " .
Y one1 —5 < 00 série de Rémaine.
n
alors
— 1
Z —; cos 2nmt. cos 2nmx
n
n=1
converge uniforme sur R? examinons
ou 2
— = —— cos 2nmt. sin 2nmx
Ox T nZ>O
1 sin2nm (x +1t)  sin2nw (x —t)
- -1y B
7r n n
n>0
1 Z [sinnz N sinny]
s n n
n>0
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Chapitre 3. Méthode de séparations des variables (Méthode de Fourier)

ou
z=2m(x+1t),y=2m(r—1)

pour cette série la critéere d’Abel pour la converg uniforme est applicable. car chacune
sinnz sinmn
des série Y o —— > .50 ST atisfait au critére d’Abel, et ¢a peut affirmer la converge
=7 n = n

uniforme sur tous compacte ne contenant pas
2= O%km,y = 2k (k K e z)

c-a-d 27 (z +t) = 2km,x — t = k'. on retrouve les problemes d’abcise © = k. qui sont des

points de discontinuté de g

ug est 2-périodique.
Par exemple

1<2<2=20<z-1<1=0<(z-2)<1

o (r) = wo(r—2) 2 — périodique

= -2+ @x-2)

sur 0

IN

r < 1,7 =2z —1a(0") = -1

1

sur -1 < x<0,7 =22+ 173 (07)

ausi u, admet deux points de discontinuité dans [0, 1] 'équelle sut x = 0,2 = 1 méme

résultat si u;

-2 Z cos 2nm (x 4 t) + cos 2nm (x — 1)
n>0
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Chapitre 3. Méthode de séparations des variables (Méthode de Fourier)

le terme général ne tend pas vers 0, donc elle n’est pas uniforme converge. La dérivation
terme & terme est donc initialisable pour les dérivée d’ordre 2 autrement dit la série (*)-(**)

reperesentent et la dérivée eux dans

([0,1] x R¥) — {(x,t)/x+t:k,x—t:k'.k,k’ ez}.
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Chapitre 4

Equations de Laplace

4.1 Equations de Laplace et Fonction harmonique

L’équation de laplace dans R™ est

O*u  *u 0%u
8_1‘%+8_£L‘%+m+0_$%_07 (4.1)

ainsi I’équation dans R? C’est I’équation

0%u N 0u N Pu
ox2 Oy 022

Au = 0. (4.2)
La quantité Au s’appelle le la placien de wu.

Définition 4.1 Une fonction u vérifie Au = 0 dans un ouvert ) de R™ s’appelle une fonction

harmonique dans €.

e soit A = (aq,as, ...,a,) un point de R™ et r la distance de A au point M de coordonnées
1, ..., 2, définie par : 72 = (21 — a1)” + ... + (zp — an)” .

les fonctions harmoniques de la forme u (x1, ..., z,) = f (r) jouent un role import.

Théoréme 4.1 Une fonction harmonique dans R? qui ne dépend que de r est de la forme

f(r) =alnr 4+ b. une fonction harmonique dans R™, n > 2 qui ne dépent que de r est de la
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Chapitre 4. Equations de Laplace

forme f(r) = ar®>~™ + b. ces fonction sont harmoniques dans tout ouvert ne contenant pas le

point A.

Preuve

dans le cas R?

Pu  0u » 37’ ,
Bu = 8—x%+a—x%:f(r)(<axl )+f
» — 2 — _ 1 _ 2
Au = [ (r) <<ZL’1 r2a1> +($1 r2a1 > (r (21 —a1)” a1 +;_(a:2 T3a2)>
e = fO+r0(2T) A= F 04
Au = %(rf’(r)) =0 wu= f(r) est harmonique si rf’ (r) = a; C*"
= Z—{nz%ﬁf(r):alnr—i—b:u
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Chapitre 4. Equations de Laplace

4.1.1 Fonction de Green associée au contour [’

Soit 2 domaine borné de frontiére I' et la fonction (p, M) — G (p, M).M € I',p € Q, telle
que.

i) G (p, M) — 0 lorsque p — py € T, avec pg # M. c’est-a-dire
Ve = 0,3n;d (p,po) <1 = |G (p, M) — G (po, M)| < &,VM;d(po, M) > 1.

ii) lim [ G (p, M) ds = 1, lorsque p — py si de plus G satisfait & la condition p — G (p, M)

est harmonique sur €2, on dit que G est une fonction de Green associée au contour I'.

Exemple 4.1 Vérifier que la fonction

1 y
T,y ,§—>Gl’,y,§ - — 7§€AB
(0906 = Gy = Lo
est une fonction de Green pour le segment AB[A (a,0),B = (b,0)] de l'axze Ox il s’agit de

vérifier les axiomes 1),i1),ii1)

i) Soit
po = (20,0) o € [a,b]
M = (57 0) 5 7£ Zo
p = (z.y)
alors
1 Y
Gp.ay =~V
) m(z— &) +y?
a pour limite 0, poisque p — py <y — 0et £ — & - 0.
1
ii) .G (p, M)ds sexprime par — fb i d¢ =77777 lorsque p — pg,x — Xy €

T (2 =€) 4y
la,b] et y — 0 suivant le signe de y. ona les limites

1 /7 T 1 T T
— +— —_ _—— = — T = = — = —
y—0 '7r<2 ( 2>> Loet y=0 '7T|: 2 2] L
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Chapitre 4. Equations de Laplace

La fonction G est donc une fonction du Green.

vérifions maintenant le point iii) p — G (p, M) est harmonique dans R3 — {[a,b] x {0}}
iii) On remarque que
—1
G D, M) =1Im [_ :| )
R e

est homorphe pour z # &, la partie imaginaire est donc

1
(z =€)

hormonique le plans privé du point (£,0).

et la fonction z —

De plus la fonction
1 f° Y
x,y) — F(z,y)=— | —————d
(z,y) = F(z,y) W/a<x_§)2+y2§

est une solution du probléme de Dirichlet suinant :

Au =0,V (x,y) € R?> — {[a,b] x {0}},

u(a:,()) = U(I,y)|r =1

T e
AF = —/ A—Y gt AF=0
o (=8 +y?
b
limOF(x,y) = F(20,0) = lim [ G(z,y)d=1.
§3$o p—po J,

La notation
coe (ﬁ) = {u € C(ﬁ) : sup M < oo}

syen v —y|*
avec 0 < o < 1.C%° (ﬁ) désigne l'espace des fonction de classe C* sur et dont les

dérivées d’ordre k satisfont & une condition de lipshitz d’exposant a sur Q; (a € ]0, 1])

C*e (@) = {ue C*: Diue €O (Q),V) : |j] < k}
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4.2 Noyau de Poisson

Théoréme 4.2 (Formule de Poisson) Soit u une fonction harmonique dans le disque ou-

vert D(0; R) et continue dans le disque fermé D(0; R). Alors

u(p,0) = / " k(p. 0 — ©)1(€)d,

avec
1 R2 - p2

k —— :
(p,w) 21 R? — 2Rpcosw + p?

4.3 Exercices

Exercise 13 Cherchons des solutions de ’EDP
VZu=0 0<p<R, -m<6<m,
u(R,0) = f(0).
Pour les raisons physique il nous faut suposer les assumptions suivants

au(pvﬂ—) — 8u(p,—7r)
00 00

Remarque 4.1 (A;) u(p,m) = u(p,—m) et

(Aa) |u(p,0)| est bornée si p — 0

maintenant cherchons des solutions sous la forme :

u(p,8) = @(p)S(0) il vient

1.1, o + 1o s"
p p yeia S

en utilisant les assumpations
S(r) = S(—7) et S'(x) = S (—n) et |p(p)| est bornée lorsque p — 0, on obtient les

deux problémes :
¢ Y — =0,

(F1)
lo(p)| est bornée p — 0
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S+ S =0,
S(m) = S(—mn), (Py)
§'(m) = §'(—m),

on distingue 3 cas pour le probléme (P2) :
si A=0 (solution trivial)
si A <0 (solution trivial)
si A >0 alors
S(0) = ¢1 cos VA + ¢y sin VNG,

telque

S'(0) = VA(—cy sin VAD + ¢ cos VA),
les conditions aux limites nous donnes :

€1 €08 VAT + ¢y sin VAT = ¢ cos VAT — ¢osin VT,
—¢1 8In VT + ¢ cos VAT = ¢ sin VAT + ¢ cos VAT,

o sin VAT = 0,
¢y sin VA = 0,

ce qui implique VA =n = N =n

les valeurs propres et les fonctions propres
Sn(0) = a, cosnb + b, sinnb.
L’équatin (P;) prend la forme
020" 4+ pp —n*p =0 (équation de Chauchy-Euler)
dont 'intégrale (obtenue en cherchons des solutions particuliére du type p — p®) s’ecrit

@(p) = cup™ +dup™"
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'existance de ¢(0) contraine d,, = 0 finalement on a le systéme de solution suivants :

Sn(0) = a, cosnb + b, sinnd
@nlp) = cap”,

alors une solution possible est :
u(p,0) = p"[A, cosnb + B, sinnb],

appliquons le principe de supperposition, on obtient :

u(p,0) = D @.(p)S(0)

n>0

= Z p"[A, cosnb + B, sinnb)],

n>0
la condition u(R,#) = f(f#) nous donne
fo) = Z R"[A,, cosnf + B, sinnb),
n>0

developpons f(f) en serie de fourier, on obtient

u(p,0) = Ao + Z p"[Ay, cosnbd + B, sinnb|

n>1

ou

1 ™
AO — % /_7T f(e)d@,

1 ™
A":R”W /ﬂf(@)cosn@d&, n=1,23...
B—l/ﬂf(e)' b ~1,2,3
e sinnfdf | n=123...
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Si p=0 ona
U(O,Q) = A()

1 ™
= — 0) db

5| 10
_ L ure) a
= 5 77ru , )
Remarque 4.2 Si f(f) =at = Ay =at e A,=B,=0

Integrale de Poisson

On peut toujours exprimer la solution comme un integrale, en effet

p" A, cosnf = P / f(&) cos né cos nddeg,
Rrw ).
p" B, sinnf = P / f(&) sinné sin nhdg,
R |
il results :
p"[An cosnb + B, sinnf] = ]éon / f(&)[cosn& cosnb + sinné sinnb |dE
™ —T

_ [
= o | € costnlo - 9,

la solution (1) devient

105
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u(p,8) = Ag+ = ZRH/ f(&) cos(n(f — £))d¢

n>1

= Al / FO 2 cos(n(t — €)))de

i(0-6)
— A+ - /f Re{%}dﬁ

- 1 . p(cos(f — &) +isin(d —&))
= Ay + 7T/_ﬂf(f)R {R_p(cos(ﬁ—ﬁ)+i51n(9_£)>}d£

1 1 [7 Rpcos(d — &) —
N %/_ﬂf(g)agjL% _ﬂf(g)R2—2Rpcos(9—§)+p2

1 1 Rpcos(f — &) — p?
B ;/ﬂf@){ﬁ—i_R2—2Rpcos(9—§)+p2}d§'

dg

Finalement

avec

B 1 R2—p2
~ 2m R? —2Rpcosw + p?’

cette expression appelleé noyau de poisson

Exercise 14 Soit I' le cercle de cantre o et de rayon R on cherche a déterminer (x,y) —
f(x,y) telle que Af =0 a Uinterieur de I' et f(x,y)|p = g (0) g fonction donnée de l'ongle

polaire 0 on écrit f sous la forme suivant

= Odo|2+ E Rn , —an_'Lbn
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1) En passant en coordonnée polaires, montrer que l'on a
0\ _ r :
f (7"6 ) = qag + Z 7 (ay, cosnb + by, sinnb)
n>0
avec @ (r,6) = g (0) . En déduire I'expression des a,, et des b, en fonction de g.

2) Etablir que I'on a (2)

CID(R,@)_1/7r [%—FZ;—ZCOSR(@—U) g (u)du

™
- n>0

3) Retrouve a I’ande de (2) la formule

 (r,0) = ﬂK(r,H—u)g(u)du

—T

ou K (r,w) est le noyan de poisson.

Exercise 15 (Théoéreme de Harnack)

Si une suite {u,},, de fonction harmoniques u,, € C* (Q2) C° (Q) converge uniformément
sur 92 (§2 supposé borné) alors la suite {u,},., converge uniformément.
1) En remplacant o par a, — ib, et z par re il vient méme déterment
if - 2 T e
re’) = a, — ib,, + an — tb,) —e
f(re) > )
n>0
d’ou, en prenant la partie réelle @ (r,0)
Tn
O (r,0) =ap+ Z — (an cosnf + b, sinnh)
]{n
n>0
comme [ (Re“’) = ¢ (). on a nécessairement

g(0)=ao+ Z % (ay, cosnf + b, sinnd)

n>0

ce qui permet de conclure que les a,, et les b, sont les coefficients de Fourier de on en

déduit

1 [ I L/
ap = 2—/ g (u)du,a, = —/ g (u) cosnudu et b, = —/ g (u) sin nudu
™ —T

™ - -7
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2) En remplagant les expressions de a, et b, dans le développement de ®, on obtient :
20u0) == |5 [ g Y1 [ gweosn -
r0)=—|= u) du — u)cosn (0 —u)du
7 ™ |2 —”g n>oRn —“g

c’est-a-dire

B (r,0) = -
m

%—FZ;—Z/_:cosn(Q—u)]g(u)du

n>0

cette série est borné.

Il s’agit donc de calculer la somme de la série

1 n
§+Z%cosnw,

n>0
qui est la partie réelle de la série
1 " inw
§ + Z ﬁ@
n>0
cette derniére a pour somme ’
1 n et Y T
—+—— 0ou A= —
21— )dew R
la partie réelle de cette expression vant
1+ Afcosw —A) 1—\°
2 1—2cosw+ A 1—2cosw+ )\
donc )
r
1 [ 1-— 2
@(r,@):% 3 . 59 (u) du.

7r1—}—2005(9—@4——
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Chapitre 5

Equations des Ondes

La notation de variable dans R"™ = R x R" est (¢, ) ot « = (w1, T3, ..., 7,) , la variable ¢

représente le temps

5.1 Existence et unicité

Théoréme 5.1 (d’existence est d’unicité) (Cauchy-Kowa lewska) soit

= 1
Lu = 8t2 ZZ@U (t,x) &cl&cijbo (t,x) —i—Zb (t,x) 8x +c(t,z)u=f (5.1)

=1 j=1 J
on pose

ou 0*u
Ly :Zzazj(tx) axl(?x] et Ly :bo(t,$)5+;b] (t’x)a_aj]+c(t’x)l

telle que
92
L - @ - L2 + L1

avec les hypothéses :

— @ Ly est elliptique sur Q: 377, 30 a5 () §;€; > A €]* Yz € Q
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e les cofficients de L; et Ly sont analytique (C’est-a-dire développables en série entiére
au voisinage de tout point)

e la surface S est une surface analytique non caractéristique, le probléme de cauchy :

Lu=f
o ...
ulg = ¢ g™ dérivée normale
(9u‘ B U
an 5

admet une solution analytique unique dans un voisinage de S, 'orsque f, ¢ et ¥ sont

des fonctions analytique.

5.2 Equation des cordes vibrantes

Considérons 1’équation :
1 0% 0%u
2 ot?2 Ox?

pour trouver une solution générale de (5.2) on rameéne I'équation (5.2) a la 2™ forme cano-

=0 (5.2)

nique, ’équation des caractéristique

1 [dx\? r—ct=X\ o
S|\ —1=0= (A1, A2 € R constantes arbitraires)
¢t \ dt T+t =N\

effectuons le changement de variable :

X=x—ct
Y =x+ct
on obtient
0%u . o
XY 0=u(X,Y)=F(X)+G(),(F,G e C? fonctions arbitraire)

ce qui donne comme solution générale de ’équation (1)

u(z,t)=F(x+ct)+G(z—ct) (5.3)

110



Chapitre 5. Equations des Ondes

5.2.1 probléme de cauchy

il s’agit de trouver une solution de I’équation (5.2) vérifiant les conditions initiales données

Ju (5.4)
S (.0) = (2)
la forme de la corde a I'instant ¢ = 0, distribution des vitesse % le long de la corde a I'instant
t=0
alors
u(z,0) = F(z)+G(z)=ug(x)
(?)_1; (z,t) = CF (z+4ct)—CG (z — ct)
ent=0
8u ’ ’
i (,0) = CF (z)—CG (z) =u; (2)
/ ! 1
= F(x)-G (x)= ot (x)
en intégrant entre 0 et x
1 €T
F(z)—G(x) = —/ uy (s)ds + k, k: constante d’intégration
¢ Jo
D’ou, en faisant la somme puis la difference, il vient.
ug (x 1 [* k
F(x) = 02()+2_c/0 ul(s)ds+§ (5.5)
_up(z) 1 / ! K
G(x)= ) 2 J, uy (8)ds 5 (5.6)

remplagons = par x + ¢t dans (5.5) et par = — ¢t dans (5.6), puis a gentant on obtient

x+ct T—ct
F(x+ct)—G(:E—ct):%[uo(x+ct)—u0(x—ct)]+%/o ul(s)ds—/o uy (s)ds
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Ce qui donne la formule de D’ ALEMBERT

x+ct

u(x,t) = % [up (x 4 ct) —ug (x — ct)] + %/ uy (s)ds (5.7)

—ct

ol uy et u; sont respectivement de classe C? et C!.

Remarque 5.1 Pour l'instant initial t = 7 la solution est la suivant

x+c(t—T)
u(x,t) = % [up (x+c(t—7)) —up(x —c(t —1))] —l—%/_ - uy (s)ds (5.8)

5.2.2 Equation avec second membre dans R

Considérons le probleme de Cauchy

10%u 0%
2012 0x2 =f (1)
u(x,0) = ug () (5.9)
ou
Pn (z,0) = uy ()

d’apres les principes de superposition, la solution du probléme (5.9) peut étre obtenir comme

somme des solution v et w des problémes suivants

10 0%
gat2 o a2 O r€R
v(z,0) =vp(x);z€R (5.10)
9,
a—;}(:v,()) — o (2),t>0
10%w 0w
T R
2or o2 VTE
w(z,0) =wp(z);z €R (5.11)
2w, 0) = (1), 2 0
la solution de (5.10) est déja donnée par le probléeme de D’ALMBERT
1 1 x+ct
v (z,t) = 5 [up (z + ct) —ug (x — ct)] + 5 ) . uy (s)ds
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Chapitre 5. Equations des Ondes

pour trouvé la solution de (5.11), on considére le probléme de Cauchy auxiliére pour I'instant

initiale 7
iﬁQU B 0’U
c? Ot? 0x?
U(x,t,7)=0;x € R

%(t](:ctT) f(z,7),z€R

=0,xreRt>T1

la solution du (5.12) est
z4c(t+T1)

U(I,t,T):%/ f(x,1)ds

—c(t—)

U : est de classe C? si f de classe C!, w définie par
t
w(x,t) = 02/ Ulx,t,7)dr
0

5.2.3 Dérivation sous le signe somme

(5.12)

(5.13)

(5.14)

. ... Og .
g(x,y) continue , ayant une dérivée —= continue dans {z; < x < 9,21 <y < 22}, 77 et

ox

To étant deux fonctions dérivables par rapport a x

alors :
d 2 dx dxl
donc
dw g
a2 (z,1) [/0 5z (x,t,7)dT + — 5 (x,t,7) E]
d? t 92U
d_tlgu(%t) = C/O o2 xt7d7+02f( t)
d*w t 9217
Tz (@) = : ooz (@ t7)d
alors
1w QPw L orU , (LU
?8# _8x2_ 0 o2 (‘T’t’T)d7—+f(x>t)_C ; W(l‘,t,T)dT
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Chapitre 5. Equations des Ondes

D’ou w définie par (5.14), vérifie 'E.D.P du probléme (5.11)
w(z,0) =wp (z);z € R

ow

E(w,O) =w (z),t >0

alors w définie par (5.14) est bien la solution de (5.11), alors par conséquent

u(x,t) =v(z,t)+w(x,t)

0 )
r€C?siuge C?etuy € Clet feCt

u(a:,t):%[uo(:c—l—ct)—uo(:c—ct)] o s)ds+ = //w o f(x,7)ds (5.15)

5.2.4 Continuité par rapport aux données initiales

Montrons que la solution du probléme de Cauchy (1)-(3) dépend contintiment des données
initiales, c-a-d pour tous intervale [0, ¢y] et pour tous ¢ > 0 il existe 0 (&, ty) positve telque les
solution de (1) u et @ corespondant aux données initiales (ug, u1) et (g, %), respectivement
vérifient |u (x,t) — @ (z,t)| < e si |ug (x) — G ()] < 0 et |uy (x) — @y (x)] < J. Les solutions u

et u sont liées aux données initiales par la relation de D’ALEMBER
1 -
lu(x,t) —a(x,t)] < —|u0(x+0t)—u0(x—|—0t)|+

z+Ct
|u0 (x — Ct) — g (x — Ct)| + 210/ luy () — 1y ()| ds

IN

—5+ 5+%62C’t—(5(1+t)<6(1+t0)

0 t dre 6 = ——, po 0l
n peut prendre 0 = ur avoir
lug () — g (x)] < 0 et |uy () —ay (z)] <0 = |u(x,t) —u(x,t) <e

le probléme (1) et (3) est donc bien posés.
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Chapitre 5. Equations des Ondes

5.3 Formule de Kirchhoff

5.3.1 Probl eme de Cauchy sur R?

On Considére le probléme suivante

0*u

w—/\uzo, $€R3,t>0
u(z,0)= f(z), zeR3, (5.16)
ou

- _ 3
L (@,0)=g(x), TER,

3 O?
ol Au = E - a—g(x, t). On introduit S, et B, la sph ere et la boule de R3
i=1 Jx;

S, ={zeR: |z| =r}

et
B, ={zeR®:|z| <r}.

Pour u : R® — R, la moyenne de u est donnée par

u ——1 U = L U
e0) = oy . 10 0950) = s [ sty

r

ou dS(y) désigne la mesure de surface de B,.

Lemme 5.1 Siu résout (5.16) alors u résout

0*u  0*u ou
— S Gt e O<r<1, t>0
oz o2 7 or TS ts

W(r,0) = F (@), (517
ou _
0 =7 (@)

Preuve Voir ([4]). m
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Chapitre 5. Equations des Ondes

Théoréme 5.2 Soient f € C*(R®) et g € CY(R3), alors le probl eme (5.16) admet une

solution unique donnée par

o) = o [ J0aSE)| ¢ [ st

Preuve Voir ([4]). =
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Chapitre 6

Equation de la chaleur

6.1 Equation de la chaleur

Elle s’écrit de la fagon suivante dans le cas d’une variable u,, = ku;, et plus généralement
Au = kuy.
1
Enoncé du probléme mixte pour 1’équation u; = —u,, dans le rectangle (0,7") x (0,1).

k
Il s’agét de déterminer u tel que

Uy = T Uy

k
u(0,z) = C () (6.1)

w(t,0) =Wy (t),u(t,l) =Ty (t),Vt €[0,T]
¢, W, et Uy étant de classe C! et satisfaisant aux conditions de raccord.
¢(0)=¥1(0), ¢(I)=12(0) (6.2)

Théoréme 1 : d’existence et d’unicité -sous les hypothéses ci-dessus le probleme mixt
admet une solution, et une seule, de classe C? en z, et C! en t & l'intérieur du rectangle

[0,T] x [0,]
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Chapitre 6. Equation de la chaleur

6.1.1 Principe de maximin

soit w un ouvert de RY pour 7" > 0 fixé. on construi le cylindre Q dans RV*! tel que w

est la base de ce cylindre €2
Q={(z,t)\rew,0<t<T}
la frontiere 902 = 9 QU I Q. tel que
I ={(z,t)\z€dw0<t<TAxecwt=0}

OQ={(z,t)\z€wt=T}

Théoréme 2 : Soit u continue sur €2 et u;, u,,,, existe et continue sur 2 tel que

w— Au <0
alors
max u = max u (6.3)
Q o'

Preuve : soit u; — Au < 0 sur 2 et soit €. pour 0 < € < T I’ensemble

Q. = {(x,t)\zew,0<t<T—¢}
si (z,t) € Q.,ueC” ()
il existe une point (x,t) € Q. tel que
u(x,t) =maxu = u = 0,Au <0
Q

ce qui est imposible.

si (1) €0 Q= u, >0,Au<0
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Chapitre 6. Equation de la chaleur

ce que est imposible aussi alors

(z,t) € D

et

maxu = maxu < maxu
Q- 9' Qe '

et comme u est continre dans 2.

max v = lim max u
a e=0 Q.

alors on obtient (6.3). soit maintenant u; — Au < 0 sur 2. mais introduisons
v(z,t) =u(z,t) -kt (k:C*">0)

alors

vw—Av=u—Au—k <0

max = max (7 + kt) < maxr + kt = maxu + kT
Q Q Q 'Q

pour k£ — 0 on obtient (6.3).

Remarques :

1) siwu(x,t) > 0sur 9'Q alors u (x,t) > 0 sur Q.

2) siu(z,t) < 0sur &'Q alors u (x,t) <0 sur Q.

3) soient u; et uy deux solutions, u; — ug est aussi une solution donc si u; < uy sur AY)
alors u; < ug sur € on choisissant pour uy le maximum M de u; sur 9'Q. on obtient aussi
que u; < M dans Q on peut écrire si m < u (z,t) < M sur 'Q alors m < u(z,t) < M
sur . en particulier si u (z,t) = 0 sur 9'Q alors u (x,t) = 0 sur .

4) le principe du maximum permet d’établire I'unicite de certains probléme. Nous allaus le
montrer sur probléme (1). si u; et uy sont deuxsolutions de ce probléme, leur différence
est nulle sur §'Q elle est donc nulle sur Q et u; = us.

Lemme : Considérons ’équation :
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i a’Au = f(x,t) sur QxRT (6.4)
0
a—z = 0 surdQxRF (6.5)
u(0,2) = wug(z) surQ (6.6)
Si ug (z) > 0 alors u (t,z) >0
Preuve : supposons u € H'(Q) alors v € H'(Q). (v~ = max(—u,0) et Vu =

— |Vul,,) nous multiplions 'équation (6.4) par " et intégrons sur {2 et utilisons I'identité de

Green nous obtenons

% H“Hz — —20* | Vu |2 = 2| (&, 1),

2
D’ou la fonction ¢ — Hu (1) H est décroissante. Donc nous avons
2
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