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Abstract

The main objective of this work is to make a study on the zeros of genelized Fibonacci polyno-
mials (R-Bonacci) in particular in dimension 2,3 and 4 using an analtycal technique based on
the Cauchy integral representation formula and on conformal mappings.

Key-words : Fibonacci numbers, generalized Fibonacci polynomials, generator function, confor-
mal transformation, zero attractor.
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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est de faire une étude sur les zéros des polynomes de Fibo-
nacci généralisés (R-Bonacci) en particulier en dimension 2,3 et 4 en utilisant une technique
analytique basé sur la formule de représentation intégrale de Cauchy et sur les applications
conformes.

Mots clés : Nombres de Fibonacci, polynomes de Fibonacci généralisés, fonction génératrice,
transformation conforme, zéro attracteur.
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INTRODUCTION

L’é¢tude des zéros d'un polyndéme et leurs distribution assymptotique est un probleme trés
ancien et important car il n y a pas de théories générales qui nous permet de trouver les
zéros d’'un polynome de degré supérieur ou égal a 5, I'importance de l'étude des zéros des
polynomes dans la plupart des domaines de mathématiques s’interprete en algebre par les zéros
du polynome caractéristique, en géométrie algébrique la variété algébrique est I’ensemble des
zéros des polynomes qui définissent la variété, en combinatoire est que toute sorte de probleme
revient a I’étude assymptotique des zéros de polynomes, et en EDO, EDP et en théorie des
nombres ot il y a le fameux probleme de Riemann[].

L’une des familles célebre de polynomes se trouve les polynomes de FibonacciE] qui sont des
généralisations des nombres de Fibonacci.

Les polynomes de Fibonacci ont été inventer par le mathématicien belge E. C. Catalanrﬂ en
1883 [10], 90 ans aprés les R-Bonacci ont été introduits par Hoggat et Bicknell [2].

Dans [1], Hoggatlﬂ et al., ont donnés une caractérisation complete pour les zéros des polynomes
de Fibonacci en utilisant les fonction hyperboliques. En 1997 RicciE] et al., [9] ont fait une

investigation numérique pour les zéros des R—Bonacci et ils ont conjecturé que ces zéros sont

. G.F.B. Riemann (1826-1866)
. L. Fibonacci (1170-1240)

. E.C. Catalan (1813-1894)

. V.E.Hoggatt (1921-1980)

. P.E. Ricci (1944-)
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sur une courbe assez compliquée.

Dans notre travail on s’intéresse a I’étude des zéros des R—Bonacci pour R = 2,3 et 4 ainsi que
leurs distribution assymptotique qui s’applle ensemble des zéros attarcteurs d’un point de vue
dynamique. Au premier lieu ont introduit la suite des nombres de Fibonacci qui sont définis

par la récurrence suivante :

F.o=F,1+ F, pourn >0,
FO - O,Fl - 1,

ainsi que sa représentation combinatoire et matricielle, puis sa représentation analytique qui
nécéssite ce qu’on appelle la fonction génératrice. Dans une seconde étape on va faire une
extension au R—Bonacci pour R = 2,3 et 4. On note que la généralisation des polynomes de
Fibonacci existe, Hoggatt et Bicknell étudies ce qu’on appelle les polynomes R-bonacci sachant

que R, (r) définis par la relation récurrente suivante
=1, Ry ({13) = :Cr_la

Cette mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré a des rappels concernant le théoreme de représentation intégrale

de Cauchyff] au théoréme des résidus et aux transformations conformes, et a l'introduction du

concept de fonctions génératrices.

Dans le deuxieme chapitre, on introduit les polynomes de Fibonacci, en donnant une investi-
b )

gation numérique pour les racines des polynomes de Fibonacci via les fonctions hyperboliques,

puis on montre analytiquement que I’ensemble de ces zéros est fermé.

Au troisieme chapitre, on va concentrer sur les polynomes de Tribonacci en donnant une ca-

)

ractérisation de ’ensemble des zéros attracteurs de ces deux familles de polynomes.

Dans le quatrieme chapitre, on va présenté les méme procédures qui sont utilisée dans le chapitre
précédant appliquées sur les polynomes de Quadranacci.

Dans le cinquieme chapitre, on finis notre travail par une conclusion et quelque perspectives.

6. L.A. Cauchy (1789-1857)
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1.1 Fonction génératrice

La fonction Génératrice fournit un outil puissant pour résoudre la relation de récurrence ho-
mogene linéaire a coefficients constants. En 1718, De MoivreE]a inventé des fonctions génératrices
afin de résoudre la relation de récurrence de Fibonacci.

On introduit la définition suivante

Définition 1.1.1. Soient ag, aq, as, ... une suite de nombres réels.
La fonction

g(x):a0+a1$+a2x2+...—|—anx”+...’

est appelée la fonction génératrice de la suite (an), -

1.1.1 Opérations sur les fonctions génératrices

Somme et produit de deux fonctions génératrices

Soient f et g deux fonctions génératrices telles que :
fl) =) anz",
n>0

et

g(x) = Z by,

n>0

Alors, la somme de f et g est donnée par
f(x) +g(x) = (an + ba)za,
n>0
et le produit est donné par :
fe) = X (L) o
n>0 \n>0
L’exemple suivant illustre comment on peut obtenir la fonction génératrice des nombres de

Fibonacci.

1. A. De Moivre (1667-1754)
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Exemple 1.1.1. La suite des nombres de Fibonacci (F,), satisfait la relation récurrente sui-

vante

Fn+2:Fn+1+Fn7
Fo=0F —1.

Pour trouver la fonction génératrice des nombres de Fibonacci on considere la fonction
g(x) = Z Fat,
i>0
puis on cherche les deux fonctions xg(x) et x%g(x)
rg(z) =  Fa'th,
i>1
et

2?g(z) = Z Fir' ™2,

i>1

Donc, on obtient

g(x) —zg(x) —2*g(x) = Pz + Y (Fi— Fia — Fi )2’

i>2
ce qui nous donne

(1—z—2%)g(x) = .

Ainsi, on a

T

=T

1.2 Fonctions holomorphes, fonctions analytiques

1.2.1 Fonctions holomorphes

Définition 1.2.1. Une fonction f : U C C — C est holomorphe si elle est C—dérivable en

chaque point de U.

1.2.2 Fonctions analytiques

Ce sont les fonctions qui sont localement développables en série entiere.
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Définition 1.2.2. Une fonction f : U C C — C est analytique lorsque, pour tout zq € U, il
existe un disque D(zp,7) C U et une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R > r tels

qu’on ait, pour tout z € D(zg,T) :

f(z)= Zan (2 — 20)".

Bien entendu, les coéfficients a,, de la série entiére qui restitue f sur le disque D(zo, 1) dépendent

du point zy, on a

an = an(ZO)
™ () |

n!

1.3 Indice d’un chemin fermé

Définition 1.3.1. Soit v un chemin fermé dans le plan C, et soit a un point de C n’appartenant
pas a l'image de .

On appelle indice de v par rapport a a et on note 1(,a), la valeur de l'intégrale

1 dz

omi | z—a
T

1.4 Formule integrale de Cauchy

Théoréme 1.4.1 (de Cauchy). soit f une fonction holomorphe dans un ouvert D.
Soit a € D, et soit v un chemin fermé de D, ne passant pas par a et homotope a un point dans

D

On a alors

L fICME o i),

271 Z—a
v

ou I(,a) désigne l'indice du chemin fermé ~ par rapport au point a .

Démonstration. Pour la preuve voir [6]. m
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La fonction é qui figure sous le signe d’intégration peut étre développée en série, compte tenu
du fait que | z |[<| ¢ |.

D’une fagon précise on a :

par suite

f(z) = %j{gznﬁ—zdt.

La série converge normalment pour | z [< 7 et | ¢ |= ry. On peut donc l'intégrer terme a terme,

et obtient une série normament convergente pour | z |< r;

f(z) = Zanzn,

n>0

ou les coefficients sont données par les intégrales

1 F(t)dt

2mi A
[t|=ro

1.5 Théoréme des résidus

Considérons d’abord une fonction f(z) holomorphe dans une couronne py < |z| < p; centrée a

I’origine.

Proposition 1.5.1. Si vy est un chemin fermé contenu dans une telle couronne, on a

1
271

f f(2)dz = I(7,0)a_,

ot I(7,0) désigne l'indice du chemin ~y par rapport a lorigine 0, et a_q est le coéfficient de 1)z

dans le développement de f.
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1.6 Transformations conformes

Une transformation conforme est une application qui transforme 'affixe complexe Z d’un point
du plan original (générateur) en un point dans le plan image d’affixe Z.
Elle respecte certaines propriétés : la fonction f : z — Z est définie, continue, bijective,

holomorphe et a dérivée non nulle sur le domaine d’étude du plan original.

Définition 1.6.1. Soit U un ouvert de C
Une application f: U C C — C est dite conforme si elle conserve les angles et ¢a dérivée ne

s’annule pas.

1.6.1 Transformation de Joukowski

La transformation de Joukowskif| est définie par

J(z) =z+1,
z # 0.

Remarque 1.6.1. La transformation de Joukowski est holomorphe pour z # +1.

2. N. Joukowski (1847-1921)
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La généralisation des nombres de Fibonacci au polynomes de Fibonacci a été 'objet de nom-
breux travaux, I'une des premiers de ces travaux a était faite en 1883 par le mathématicien

belge E. C. Catalan.

2.1 Nombres de Fibonacci

Définition 2.1.1. La suite des nombres de Fibonacci est définie par la relation de récurrence

sutvante :
{Fn+2:Fn+1+Fn;nZOJ (21)

=0, Fi=1.
Les premiers termes de la suite de Fibonacci jusqu’a Fi3 sont cités au tableau suivant

n

2 3 6 7 8 9 10 11 12 13
F, 1 2 8

13 21 34 55 89 144 233

o O

1 4 5
1 3 5

2.2 Ecriture bindmiale des nombres de Fibonacci

Définition 2.2.1. Soient n,k deux entiers non négatifs. Le coéfficient binomial noté (Z) est

n . k'(+lk)' st k < n,
k) 0  ailleur.

Les coéfficients binomiaux (Z) pour k < n sont arrangés sur un triangle dit triangle de Pascal

définit par

comme le montre le shéma au dessous

N —

-

(8 (%> 2
SRR
HIRGR N
W G G 6 @

E LucasP] avait établit le lien entre les nombres de Fibonacci et les coéfficients bindémiaux. Ce

lien fait I'objet du résultat suivant.

1. P. Pascal (1623-1662)
2. E. Lucas (1842-1891)




2.2 Ecriture binomiale des nombres de Fibonacci 12

Théoréme 2.2.1 (Lucas).
8,
Fra=3 (") =0

k=0

Démonstration. Pour la preuve, voir [10]. m

2.2.1 Représentation matricielle des nombres de Fibonacci

Les nombres de Fibonacci peuvent étre écrits sous forme matricielle.

11
o=|1 ).

pour tout n > 1, la puissance n-ieme de cette matrice est une matrice dont les coéfficients sont

En prenant

des nombres de Fibonacci.

Remarque 2.2.1. Les valeurs propres de la matrice Q) sont notées par a et [ telles que :

az%(l—l—\/g),

et

Donc Q) est diagonalisable.
Ce qui nous permet d’avoir la formule de Binetrﬂ suivante

Proposition 2.2.1 (Binet).
B o™ — 571

F, = ;
a—f

La représentation matricielle citée au dessus nous donne

(2.3)

n __ Fn+1 Fn
Q _|: Fn Fn—1:|‘

Ce qui nous a fournit la formule suivante due & Cassinif]]

3. J.P.M. Binet (1786-1856)
4. G.D. Cassini (1625-1712)
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Proposition 2.2.2 (Formule de Cassini).
Foibn — Fg = (—1)n- (2-4)
Démonstration. On a @ est diagonalisable, alors il existe M € GL,, (C) telle que
M™'QM = D,

ce qui implique que
M~tQ"M = D".
Par passage au déterminant on obtient

Fn+1 Fn
Fn Fn—l

2.3 Polynémes de Fibonacci

En mathématiques les polynomes de Fibonacci, nommés en I’honneur du mathématicien ita-
lien Leonardo Fibonacci, sont une suite de polynomes (F, (z)),cy généralisant les nombres de
Fibonacci, définis d'une maniere telle que (£, (1)), oy soit égal au n-ieme nombre de la suite de

Fibonacci.

Définition 2.3.1. La suite des polynémes de Fibonacci (I, (x)), oy est définie par la relation
de récurrence suivante

(2.5)

Frio(x) = xF,1(x) + Fu(x)
Fo(l') = O, Fl(l’) =1.
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Les premiers termes des polynomes de Fibonacci sont donnés par le tableau suivant

0
1

x
2+ 1
z (2% 4 2)
rt 4+ 322+ 1
z (22 +3) (22 + 1)
x5 + 5zt + 622 + 1
z (22 4 2) (' + 422 + 2)
a® 4+ 7% + 152" + 102° + 1
z(z* + 322 + 1) (2" + 522 +5) .

050000 Ul W= O3

2.3.1 Représentation matricielle des polynémes de Fibonacci

Dans le cas des polynomes de Fibonacci la matrice ) citée au paragraphe précédente s’écrit

comme suit
Q(z) = < f (1) ) . (2.3.1)
Le polynome caractéristique a pour valeurs propres
a(x) = % <x+\/m>,
et

Ba) =5 (¢ - V2 T1).

2.3.2 Formules explicites des polynomes de Fibonacci

L’'une des formules explicites qui donne les termes de la suite des polynémes de Fibonacci de

plus haut degré en fonction des coéfficients bindmiaux est donnée par

Théoreme 2.3.1. Pour toutn >0, on a

Foi(z) = (" S >x”_2j, n > 0. (2.6)
—o N\ J
J
(n-1)
-y n—J =1\ n 91
F.(z) = ; 2" n >0 (2.7)
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Démonstration. Pour la preuve voir [10]. m

Il y un analogue de la formule (2.3) pour les polynémes de Fibonacci qui est donnés par

Proposition 2.3.1 (Binet pour les polynémes de Fibonacci).

a" (z) — p"(x)
a(z) = px)

Fy(z) = (2.8)

2.3.3 Racines des polynomes de Fibonacci

I1 devient plus difficile de trouver les racines des équations polynomes du degré n, pour n > 5,
aucune formule générale ne peut étre appliquée.

Par contre on peut trouver les racine pour certaines classes de polynomes, en utilisant les
fonctions hyperboliques, cette technique est trés bien marchée pour les polynomes de Fibonacci

de degré supérieurs.

Théoréeme 2.3.2 (Hoggatt et Bicknell). Les zéros de polynémes de Fibonacci F, () sont donnés
par

x = 2icoskm/n

tel que
1<k<n-1.

Démonstration. La démonstration qu’on va présenter ici est due a Hoggatt et Bicknell, elle est
basée sur les deux fonctions hyperboliques suivantes.
1-

1
cosh z = §(€Z +e %),

ou z = x + 1y est la variable complexe.

Cette fonction satisfait les identités
cosh iy = cosy

cosh z? —sinh 22 =1
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1
sinhz = —(e* —e™7),
2
qui satisfait I'identité
sinh iy = ¢siny.

Soit x = 2sinh z, alors

Va2 +4 = 2isinh z.

On remplace les valeurs de « (x) et 5(z) dans la formule (cf (2.8))), on obtient

67’1,2: 6—"”LZ

Fuw) = (=)

6Z — e—Z
n_1Sinhnz

sinhz
Alors

Fu(z) = 0 <= { sinhnz =0 et

sinh z
De plus, on a
sinny = 0 ou

sinhnz:()(:){ )
z=1y

sinny =0

Cela implique que ny = +km.

Par suite, on trouve

Corollaire 2.3.1. On peut représenter les polynomes de Fibonacci sous la forme trigonométrique

sutvante
n—1

F(x) =[] (= = 2icoskm/n) . (2.3.2)

Corollaire 2.3.2. Si xz =1, alors les nombres de Fibonacci se repésente aussi par

n—1
F,=1| 1 —2icoskn/n).
1

=
Il
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2.3.4 Représentation analytique des polynémes de Fibonacci

Proposition 2.3.2. La fonction génératrice des polynomes de Fibonacci est donnée par

glat) = Y Fila)t*

k>0
t
1 —at —t2

En utilisant la formule intégrale de Cauchy, on a les Lemmes suivants

Lemme 2.3.1. Pour tout x non nul la famille des polynomes de Fibonacci a la représentation

swvante :
1 1 dt
E, — ——— n>0.
@ =55 ¢ Tom_em "2
[t|=rz
Démonstration. On a
1 t dt
E, — ) 2.3.3
(z) = 27 1 —at —t2¢ntl ( )
[t|=r2

On remplace la variable ¢ par tx dans 1'égalité (2.3.3), donc on obtient

F.(x) = :]021—; 7{ m%,n >0 et x#0. (2.10)
[t =rs
Alors
2", (1) = 2%”“' m%,n >0 et x#0.
Maintenant, on pose m
" E(2) = f, (xz) ,
ol
fo(z) = %ﬂ %f—j (2.11)
Puis, on pose ( = % dans , on obtient I
folz) = _C(% ﬁ+1—cﬁ212 (2.3.4)
t|=rs
_ :g Lod
27i P(t) ¢’

[t|=ra
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avec

Pt)=t"+t— (.
|

Lemme 2.3.2. P(t) a un zéro double si et seulement si

ce qui équivaur au r = +2i.

Démonstration. Soient t1 () ,ts (x) les zéros de P(t) ordonnés via leurs modules

|11 ()] < [t2 (2)] (2.13)
Maintenant, si P(t) n a pas de zéros doubles on utilise la décomposition de % suivante
1 1 1 1 1
+ (2.14)

P(t)  P'(t)t—ti(z)
On remplace (2.14]) dans (2.3.4)) on aura

P (ty) t —ty (z)

— 1 1 1 1 dt
fol@) = (me)t_tl(x)*P'<t2>‘t—t2<w>)t_"

[t|=rz
< 1 1 1 1 dt
[t|=rz

Une intégration terme a terme et le théoreme des résidus pour x # 0,z # £2i nous donne

1] " to"
o) =7 {p, L) P M ' (2.15)

Pour étudier la distribution assymptotique des zéros de F;, on a besoin d’introduire le concept

d’attracteur des zéros.

Définition 2.3.2. Soit {g,(x)} n > 0 une suite de polynomes ot le degré de q,(x) se croit vers
Uinfini quand n — oo. Un ensemble A est dit zéro attracteur pour les zéros de q,(x) si les

deux conditions suivantes sont satisfaites :
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1- Soit Ae = UpeaB(x,€) ot B(x,e) est un disque ouvert centré en x et de rayon €, il exist
no (&) tel que pour tout n > ng tous les zéros de q,(x) sont dans A..
2- Pour tout x € A et pour tout € > 0 il exist ny € N, et il exist un zéro r de q,(x) tel que

r € B(z,e).

2.3.5 Analyse des zéros de polynomes de Fibonacci

Soient 1 (x),ts () les zéros de P (t) = 0 ordonnés via leur module |¢;]| < [to] .

On va étudier I’ensemble

A={zeplan —z/ [t ()] = [t2 ()]} .
Proposition 2.3.3. A = Z (71,,) l'ensemble des points d’accumulations de 1, (x) .
En dehors de cet ensemble il n y a pas se zéros de 7, () .

Remarque 2.3.1. Soit
B ={z € plan-z/ |t;(z)| < |t2(2)|},

tel que B est un ensemble ouvert dans le plan des x.

Lemme 2.3.3. Il existe p € R tel que, Vn € N les zéros de 1,(x) sont contenus dans le disque

Dy ={z/l|z] < p}.

Démonstration. Le point a l'infini qu’on note oo — 0 par (x = %) et & = 0 correspond a t; =0

et to = —1 respectivement, avec un choix arbitraire de ¢, %5 i.e.,
|t =0

et
Ity = 1.

Alors, on a

{z/]z] = p} C B,
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tel que pour tout {z/|z| > p}, on a

on a

ce qui nous donne

| ™ P'(t1) (m)”
(@) = |=| | & L+ ==
On obtien alors
1 3\" 2\ "
n - - = 1—-1=
el = |3 (3) [1- ()
1 n n
AN e
|\ 2 3
> 0

Pour tout n € N. m
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Rappelons que les Tribonacci T,,(x) satisfont la relation récurrente suivante :
To(z) =0, Thi(z) = 1,Ty(x) = 22, (3.0.1)

pour n > 0, on a

Tris(w) = 2°Thyo(x) + 2Ty (2) + Ty () (3.0.2)

Définition 3.0.1. Une suite de polynomes {7, ()}, est appelé tribonacci relié si {,(z)}
satisfaite la récurrence définie dans et la condition initiale est arbitraire qui est To(x) = po(z),

et

n(z) = pi(z), m(v)=Dp2(x),
(), T2(x) € Clx],

(1o(2), (), 72(2)) # (0,0,0),

On SUPPOSE AUSSE qUE

pgcd (po(x), p1(z), p2(x)) = 1.

3.1 Représentation intégrale

Pour résoudre la récurrence on définit
G(z,t) =Y Tu(x)t". (3.1.1)
n>0
Comme étant la fonction génératrice de T),(x). Un calcul formel nous donne

Q1) = ! | (3.1.2)

ol — 22— a2 — 13

Lemme 3.1.1. Vx # 0,3r, > 0, la famille T,,(z) a la representation integrale suivante tel que

1 1 dt
T, (z) = — = 3.1.3
@W=on $ Tz (3.1.3)

[t|=rz
Démonstration. Si on fait le changement de variable ¢ = tx, on obtient

1 1 dt
T,(x) = — —. 3.14
@W=on $ T —pp (3:14)

[t|=rz
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Alors on a
1 1 dt
T, = — 3.1.5
(%) 2mi 1 — 23t — a3t? — 233 7= 1tn ( )
[t|=ra
—n+1 1 dt
_ 7 : ]{ —, x#0.
271 1—x3(t+t2+13)tn
[t|=ra
Par la multiplication, on trouve
1 1 dt
n—1
T (z) = — @& 0. 3.1.6
SR R el O wpy o SRR (3.1.6)
[t|=ra
On pose
"M (x) = T (2?), (3.1.7)
avec
1 1 dt
(z) = — —. 3.1.8
(@) 270 l—z(t+24+13)tr ( )
[t|=rz
Pour étudier les zéros attracteurs de T),(x) on étudi les zéros de 7,(z). Soit
1
= —. 3.1.9
e= 1 (319)
Alors, on a
(2) £ 1 dt
To(z) = — —
271 T (t+ 213t
[t|=rz
¢ 1 dt
- 2mi t+12+3 —¢tn
[t|=ra
=€ 1 dt
- 2mi P(t) t’
[t|=rz
ol
Pit)y=8+1+t—¢ (3.1.10)
u

Lemme 3.1.2. 1- P(t) n’a pas de zéros de multiplicité trois.
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2- P(t) a un zéro double.si et seulement si

—l-iV2 L —14iV2

t =
3 3

Démonstration. Soient ty (z),ts (x),t3(x) les zéros de P (t) ordonnés par leurs modules

|1 ()] < [tz (2)] < Jt3 ()], (3.1.11)

si P (t) n a pas de zéros doubles on utilise la décomposition de I%, on obtient

1 1 n 1 1 n 1 1
P(t) _Pl(tl)t—t1<$) Pl(tg)t—tg(l') Pl(tg)t—tg(l’)’
ou
Pt) = P+t +t—¢
1
= B4t 4t— -,
x
et
() —£ 1 dt
To(z) = — —_———.
27i P(t) t
[t|=rm
() —£ 1 1 n 1 1 . 1 1 dt
Tn x — o . . . J—
21 P’ (tl) t—tl(x) P’ (tg) t—tz (ZL‘) P’ (tg) t—tg (.’L’) tr
|t|=rz
RS j{ 1 1 N 1 1 . 1 1 dt
- 2mi Pr(t) tiwy —t  P'(t2) ta(x)—t P (ts3) ts(z) —t]| t’
[t|="2
par l'intégration terme a terme et le théoreme des résidus nous donne pour
-7 4
r4—+-iV/2, 240
3 3
1 " ty" 3" ]
Tolx) = — + + . 3.1.12
= |Faen* Few  Fee) L1

Alors I'étude des zéros de 7,,(x) revient a étudier les zéros de P (t). m
Pour cela on utilise ce qu’on appelle les applications conformes. On va obtenir les zéros de P (t)

via une suite d’applications conformes.

Pt)=t"+t+t—-£=0. (3.1.13)
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3.1.1 Reéduction a la forme canonique
Ecrivons P (t) sous la forme suivante
P(t) =t +pt+q, (3.1.14)
cela revient a faire le changement de variable
" ! (3.1.15)
=w-— . 1.
3
Donc, on obtient
2 7
S tw— (= =0="P 3.1.16
W' g (27+€) (@) (3.1.16)
tel que P (w) a une racine double (i.e)
2 N 2
P)=0&3"+ =0w= % (3.1.17)
Maintenant, si on pose w = A\g ol A = %ﬁ on aura
¢ =3¢+ p=0, (3.1.18)
avec
—(7T427¢)1
8= (42197 (3.1.19)
2v2
Si
1 1\’ 1
g=p+—-=|p+-) =3|(p+-)+B=0. (3.1.20)
p p p
Par la simplification de (3.1.20]), on a
3 3 1 3 6 3
P+t -+-——3p——+=0=p +0p"+1=0.
p D p
On pose p® = s, donc on aura
s+ Bs+1=0. (3.1.21)
Résolvons (3.1.21)), on obtient
1
f=- (s+—). (3.1.22)
s
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par conséquent, pour tous les zéros de P(t) par une suite d’applications conformes en com-
mencant par le plan-z et en arrivant au plan—t .
Le diagramme suivant nous permet de regarder I'obtention des zéros de 7,,(x) via les applications

conformes suivante

x—plany = L ¢ — plang8 = — (1278

g 2v2
t=w-31 Ls=J""(=p)
q=J

1
t— plan<_w — plan<_q — plan (p) p—plan p=s3 5 plan,
%
on a les zéros de P(t) = 0, donc, par la procédure suivante
r—E—pf—s—p—q—w—t, (3.1.23)
tel que
&l > 1.
On pose
& =rexpib,

alors, on a

B I 1

J(§)—§+g—7’e +

De plus

; 1 _. . ,
J(€) =re? + e =re? 4 r7te™,
r

par l'utilisation des formules trigonométrique, on a

J(§) =rcosf+irsinfd + r~tcos® — ir~tsinb,

alors
J(E) = (r+r ") cosb+i(r—r")sinb.
Posons
(r+7r") cosd = u,
et

r—r ) sinf = .
( )
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Lemme 3.1.3. Soit 6 et r sont données, alors

2 2

TGZG J(é’! (T+:f_1)2 + (riq;_l)Q = ]-

Démonstration. On a

alors, on trouve

u? v? u?  0?

_l_
(r+ 7“*1)2 (r— 7"*1)2 a?  p?

avec

a # +p,

. u2 ’U2
rei? J(¢ = + T = 1,

qui est ’équation d’une ellipse. m

3.2 Analyse des zéros

Soient 1 (x),ts (z) et t3(x), les zéros de P (t) = 0 ordonnés via leur module |¢1] < |to] < |t3].

On va étudier I'ensemble
A={zeplan —z/ |t; (z)| = |t2(x)]}.
Lemme 3.2.1. A= Z (7,) l'ensemble des zéros attracteurs de 7, (x) .

Démonstration. Stucture de A dans le (plan —p) :
Soit

I'image de p dans le plan—p est déterminée comme suit

qg=J(p) = re 4+ rle

= (r + 7”*1) cos @ + i ('r’ - 7”1) sin 6.
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On a
w:)\q:\/TE(T'1—T)Sin9+i§(7a+7ﬁl)cose
et
1
t=w— —.
3
Donc
12
2— —_ —
|t| =@ 3
/2 1" |v2 2
= ?(r_l—r)siHQ—g + ?(T+T_1)COSQ
2, _ 2 . 1 2v2 :
:§(r1—r) SIH29+§_T(T1_T)SIHQ
+ g (r+ 7“_1)2(3082 6
= g [(7’_2 — r2) sin? 6 — gSin2 9]
122 0 sing 4 2 27 cos? O+ S cos?
_|_9 5 (r T)Sln9+9[7’ +7r }cos 9—1—90089
Finalement, on trouve
2 4 1 2v2, :
17 = 5 (2 %) geos 20+ 5 — == (7 =) sino

Lemme 3.2.2. On note l'image d’un point x dans le plan-p par

Teieo’ rei(@o—l—%") 7 rei(@o-i-%r)’

on prend par exemple A
re% —s ¢,
rei<90+%ﬁ)_}t2,
dans le plan—t

t1 =1 (cosby + isinby),

¢ b0+ 2T\ 4+ isin 27
pr— —_— ln_
o=1|cos |6 3 is 2
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Donc, on a
‘tﬂ2 :3T2,
‘tQE ::T?
Alors
[t ]* = [t (3.2.1)
2 1 4 1 2v2 1
13.2.1) = 9 <r2 + r_2) + §cos 20y + 9~ i (—r + —) sin 6,
2/, 1 4 47
= §<T‘ +T_2)+§COS2(90+?)
1 2v2 1 4 2v/2 1 4
+§ - T\/_ <—’f‘ + ;) sin (90 + ?ﬁ) T\/_ (—7’ + ;) <— SiIltg() + sin (90 + g))
2 1 4 4
=3 <r2 + T_Q) + 9 (cosQ (90 + g) — COSQ@O>
4

puis on utilise [identité trigonométrique

cos2A — cos2B = —2(sin A — sin B) (sin A + sin B) .

22 1 o7 o
5 <—7’ + ;) [2 sin 5 cos <90 + ?>]

8 2 2 2 2
-5 {25111%005 (00 + %)} {ZCosgsin (90 + %)} )

Deuzx cas a traité, si

On obtient

2 2
cos(@o+—7r):O:>90+—7T:z+2k7r,kez

3 3 79
et
bo=" T opr g ="
075773 T =g
avec
_7
90:_7T7

6
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alors on obtient ¥r > 1 l’égalité est satisfaite.

Si cos (90 + %’T # O) . Donc

2v/2 1 2 -8 2 2 2
i —r 4+ — XQSiH—W:—QSiD—WXQCOS—WXSin «90—|——7T .
9 r 3 9 3 3 3

Ce qui donne

alors

2v/2 1 8 | 2

T(‘”F)‘@Sm(eﬁ?)
1 2

\/5(—7“4——) = 4sin (904—%).
T

<x+\/76> +<y—\/7§> = 3.

On va étudier le résultat obtenu sous forme du lemme suivant

Ce qui est équivalent a

Lemme 3.2.3. La condition |t,| = |t2| dans le plan-p ou

re =p, — 1,

reil
est donné par 1- p; =re % r > 1

2 2
2- p1 est dans [’arc du cercle (x + ‘/76) + (y - ?) = 3 dans la region r > 1.

Démonstration. On pose la condition
t] < [ta

pour avoir 'ordre |t;| < |ta] < |t5] soit t3 — re' (%) dans le plan-p. Puisque

1] < [ts| = [ta]* < [ts]?.

Alors, on a
¥ <—7‘ n %) [2 sin (%ﬂ) cos (90 + %)} >
%8 [2 sin (%ﬂ) cos (90 + %)} {2 sin (90 n %) cos (%ﬂ)] :
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si

(9+7T)>O<:>_7T<6+7T<7T:>
oS0y g ST 3SY

On trouve

2V2 1\ -8 . ™
= (—7’+—> >?sm (90+§>

<x+§> +<y—g> >3

2
+(y—‘/7§> > 3,7 >1,=2% <, < Z on note par I la région

2 2
6 2 )
<$+£> +<y—£> >3,7”21,Tﬂ-<90<E

2
alors on a :(x + \/76)

2 2 6
Cas (b) si :
Cos<90+%><0:>%<90<%
=
%5(—7"+%)>%831n<90+g>
2 2
(m%—\/?g) —I—(y—\g) <3,r>1, %<90<7E7T

On note par I1 région
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alors

TUIl={xeplan—p / |t| < [t3]}

Sous les conditions du lemme précédent, soient L, I’ensemble des points p; — t; alors L; est

défini par
2 2
— 6 2
Ly={IUll}n h=—""1\1 x—i—£ + y—£ =3,
6 2 2
4
Lo = Rot (Ll,?)—>t2—>plan—p,

et

2
L3 = Rot (Ll, g) — 3.

Ou L, s’obtient par une rotation de L; d’angle 4?”, et L3 s’obtient par une rotation de L; d’angle

21
3..

Théoréme 3.2.1. la condition pour laquelle les points dans le plan-p avec |t1| = |ta| < |t3] est

pi € L; pouri=1,2,3.

3.3 L’action de ’image réciproque

Théoreme 3.3.1. la courbe représentée par l’ensemble A dans le plan-x est la courbe qui
s’obtient par l'action de [tmage réciproque sur son symétrie dans le plan-p en utilisant les

applications conformes précédentes et on arrive au plan-x

1
Soit xg € Z (1,,), soit x§ la racine 3eme de xg

par l’équation précédente

Ol

2T, <3c ) = Ta(g).

3.3.1 Zéros attracteurs

Notons par L la courbe qui correspond a la condition |ti| = |ta], pour tout € > 0 soit L. un

e—voisinage de L dans le plan-z, les racines de T, (x) sont dans L..
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Soit

B = {x € plan-z/|ti(x)| < |t2(x)|} .

B est une région ouverte dans le plan-x

Lemme 3.3.1. Il existe p € R} tel que, Vn € N les zéros de 7, () sont contenus dans le disque :

Dy ={z/|z| < p}

Démonstration. Le point a I'infini qu’on note co — 0 par (z = %) et

sz—)i}%parﬁ

2’\% correspond a t; = 0 et ty = # et ty =

—1+i/3
2

le choix de tq, t5, t3 est arbitraire

[t1] = 0 et [ta] = |t3

Alors on a :

{z/|z] > p} C B tel que pour tout {z/|z| > p}, on a: [t1] < 3, [t > 1, [ts| > 3

1
5 <Ph)<2
1< ‘P/(tQ)
et
(P/(tg) > 1
on a :

ce qui nous donne :

io1=[2] |




3.3 L’action de I’image réciproque

34

Donc, on a

1

@l = |
e

B xZ

1

Z —

x

> 0,

pour tout n € N. m

() -6)
=2 (5)

B)
)

Lemme 3.3.2. Soit K un sous ensemble compact de B. Alors,

/ 1
To(X)tT P (1) — —
x

uniformement pour x € K, n € N.

Corollaire 3.3.1. La région B ne contient pas de point de Z (1,,) .

Corollaire 3.3.2. Vn € N, tous les zéros de 7,(x) sont contenus dans L. qui est Z (7,) C Le.
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Rappelons que les Quadranacci Q,(z) satisfont la relation récurrente suivante :

{ Qn+4(x) = $3Qn+3(x) + szn-‘r?(m) + xQn-ﬁ-l(x) + Qn(x) (4 0 1)

Qo(z) = 0,Q1(2z) = 1, Q2(z) = 2° et Qs(z) = 2° + 2 o
Le tableau suivant contient les 10 premiers termes du Quadranacci

0 0

1 1

2 28

3 2% (x4 1)

4 z(x®+ 22+ 1)

5 x'2 4328+ 32 +1

6 a3 (2'? + 42% + 621 + 4)

7 2% (2" + 52" + 102® 4 102 + 3)

8 (2% + 62 + 15212 + 202° + 122 + 2)

9 224 4 5220 + 21216 + 35212 + 3128 4+ 122* + 3
Pour x =1 on a les 10 premiers termes de tettranacci

Qo=0,Q1=1,Q:=1,03=2,Q, =4,Q5 =8,Qs = 15,Q7 = 29,z = 56 et ()9 = 108

4.1 Représentation intégrale

Pour résoudre la récurrence on définit
Gz, t) =) Qulz)t", (4.1.1)
n>0

ot G(z,t) est la fonction génératrice de Q,, (), puisque la récurrence est linéaire et a coéfficients

constants un calcul formel nous donne

t

G t) = e —

(4.1.2)

Lemme 4.1.1. La famille Q,, (x) a représentation intégrale suivante :

x #0,3r, >0 tel que :

On (2) = — f L Lot (4.1.3)

Tomi | 1— 2t — 222 — gl — A
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Si on remplace t par xt on obtient :

1 tx 1
Qn(iU) = o5 At 442 443 _ 444 n+1
271 1 — x4 — 2% x4t it (tx)
B 1 x " 1
oomi J 1 — at— a2 — M3 — A
1 " 1
- —dt, 0
27rij{a:4(xi4—t—t2—t3—t4)t” 7

—n—4 1 1
- T 7! Y
2mi g(t) tn

ol
1
g(t) :t4+t3+t2+t—g.
Alors
g'(t) =48 + 3t° + 2t + 1, (4.1.4)
et
g"(t) = 12t* 4 6t + 2, (4.1.5)
g"(t) =0 si et seulement si
—3 —iV/15
tp = ——
12
et
L T34iV15
T 12

De méme on fait la décomposition de g(t) pourt # 11 et t # tq

1 1 1 1 1 1 1 1 1

o) ~ g0 1) — 6(2) | g(h) Hw) — o) | g (ta) H@) — tala) | g'(ta) Hw) — talz)’

ot ti(x),ta(x), t3(x) et ta(x) sont les zéros simples de g(t). Alors, on a

(4.1.6)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Qn (2) =5 7{ (p,(tl) @) —hi(@) 7 | p(t) Hx) — ta(@) 17 | /(ts) @) — ta(@) 7 | p/(ta) £() — ta(2) t”) o

Par le théoréme des résidus on aura :

Qm):—i{

" n ty" n 3" n t,"
p'(ta(x) — pta(z))  pts(x)  p(talz))

3




CHAPITRE b

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce travail on a présenté une étude analytiques des zéros des quadranacci qui sont une
généralisation des tettranacci, on a commencé par Etudier les zéros des Fibonacci et les zéros
des tribonacci, on a fait des présentations combinatoires, matricielles et analytiques qui nous
ont guidés avec la formule intégrale de Cauchy et le théoreme des résidu a localisé les zéros de
ses familles.

Parmi les probleme qui se présentent dans ce champs on trouve :

1-Le probleme de FermatE] qut est le suivant :

Les nombres 1,3,8,120 ont la propriété : le produit de deux de ces nombres (order croissant)
par l'un de ces nombres est un carré parfait; Davenportf| a montré que pour 1,3,8,z ont la
propriété de Fermat alors x = 120 et qu’il n’est pas possible de trouver x,y tels que 1,3,8,x,y
qut ont la propriété précédente.

On demande de regarder l’extension de cette propriété aux tribonacci et aux tettranacci.

2- D’aprés on construit la fonction ¢ (s) = > (F,) " dite fonction zéta de Fibonacci

On demande de faire une étude analogue a celle de la fonction zéta de Riemann.

1. P. De Fermat (1601-1665)
2. H. Davenport (1907-1969)
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