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Resume

Dans ce travail, a fin de comprendre Uinflueuce du traitement et le movement
des individus a la propagation de I'Héroine dans une population cilblé, on propose
un modeéle d’épidémie structuré en ages avec diffusion.

Aprés, a partir du nombre de reproduction de base R, on étudie la stabilite des
points d’équilibres du systéme propose.

Si Ry < 1, le point d*équilibre sans epidemie est globalement asymptotiquement
Stable. D’autre part, Si Ry > 1, le systtme admet un seul point d’équilibre avec
epidemie et il est globalement asymptotiquement stable.

Abstract

In this paper, to understand the impact of spatial heterogeneity of treatment and
movement of individuals on the persistence and extinction of heroin spread, we
propose a new diffusive heroin transmission model with treatment-dependent age-
structure. The basic reproduction number in heterogenous environment R, of the
system is defined, which is consistent with the one deduced from the next
generation operator approach R(x) . if Ry < 1, the drug-free steady state is
globally asymptotically stable and R, > 1, our system has a unique space-
independent drug spread steady state and it is globally asymptotically stable.
Finally, some numerical simulations are carried out to illustrate.
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Introduction

Au cours des deux derniéres décennies, la Chine a été confrontée a une augmentation
spectaculaire de I'abus de drogues illicites croissance économique et développement. En 2000,
I’héroine était encore le premier choix des toxicomanes (passant de 83,4 % en 1993 a 95,9 %
en 2000). L'héroine est une substance présente extraite de la morphine, un substance présente
extraite de la gousse de la plante asiatique de pavot a opium. L'héroine apparait généralement
sous forme de poudre blanche ou brune ou de substance collante noire, appelée «héroine de
goudron noir». L’héroine est la plus les voies d’administration fréquentes sont I'injection intra-
veineuse (25 %) et 'inhalation . Il traverse le cerveau du sang barriéré en 15 a 20 s, atteignant
rapidement un syndrome de haut niveau dans le cerveau et le systeme nerveux central ce qui
provoque a la fois la ( ruée) ressentie par les utilisateurs et la toxicité .

Les utilisateurs d’héroine courent un risque élevé de toxicomanie et on estime qu’environ
23 % des personnes qui consomment de 1’héroine en deviennent dépendantes. Cette entrainent
d’énormes pressions et des dommages a la société et a la santé publique.

En fait, la propagation de I'accoutumance et de la dépendance a I’héroine peut étre bien modé-
lisée par des modeles du type épidémique comme la «transmission» se produit sous la forme
de pression des pairs ou les utilisateurs établis recrutent des individus sensibles & essayer
et a utiliser le médicament. En conséquence, la modélisation mathématique peut fournir un
apercu général dans la dynamique des classes d"usagers de drogues, et en tant que tel, pour-
raient devenir un instrument utile pour aider les spécialistes des équipes dans 1’élaboration
de stratégies de traitement. Modéliser la dépendance a I’héroine et se propager de maniére

épidémique n’est pas nouvelle . La plupart des modeles d’héroine sont des modeles ODE et
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la population est divisée en trois classes, a savoir le nombre de susceptibles, S(t), le nombre
d’usagers de drogues non en traitement, U; (t) et le nombre de drogues utilisateurs en traite-
ment, Uy (t), respectivement. Plus récemment, pour révéler le role de I’age de traitement dans
la propagation de '’héroine dynamique, Fang et al. A proposé un modele de transmission d"hé-
roine structuré selon I’dge et établi sa dynamique.

Les modeles épidémiques de réaction-diffusion avec un environnement spatialement hétéro-
gene peuvent également jouer un role important role dans la modélisation de la propagation
de la maladie. Allen et coll. ont proposé un modele d’épidémie de SIS diffusif et étudié les
roles de I'hétérogénéité spatiale sur la persistance et 1’extinction de la maladie dans . Récem-
ment le 'auteur dont prouvait les résultats de stabilité globale des états stationnaires pour un
modeéle épidémique de SIS diffusif avec population totale variable. Pour plus d’informations
sur ces modeles, on peut se référer aux références et littératures connexes. A 1’heure actuelle,
il y a peu de travaux sur la modélisation de la transmission diffusive de I’héroine.

A noter que les toxicomanes sous traitement ne peuvent pas se déplacer librement et que le
taux de traitement peut varier selon a I'emplacement. Il est nécessaire de formuler un modele
diffusif de transmission de 1'héroine et d’étudier son dynamique comportement Tenir compte
du temps écoulé depuis le traitement des individus traités U, (t) et du mouvement des parti-
culiers, dans cet article, nous présentons un modele diffusif de transmission de 1’héroine avec
un age de traitement. Dans ce systéme, nous supposons que les individus dans S(t) et U;(t)
peuvent se déplacer librement et les individus en traitement ne peut pas bouger, le taux de
rechute d’héroine dépend de la durée du traitement et un taux de traitement dépend de la

localisation spatiale.

Ce travail est composé par quatre chapitre, organisés comme suit :
Le premier chapitre concerne a rappeler des notions de bases et concepts sur la stabilité, la
fonctionnelle de Lyapunove, le principe de maximum et le principe de comparaison.
Le deuxieme chapitre traite ’existence et 1'unicité des solution du modele proposé.

Le troisieme chapitre consacré a I’étude de la stabilité locale et la persistance des solutions
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Le quatrieme chapitre considere la stabilité globale en utilisant la fonctionnelle de Lyapunov

et le théoréme de LaSalle.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions et concepts de base d’analyse fonctionnelle

et de la stabilité du systeme dynamique. pour plus de détails voir [4],[9],[32].

Equilibre et stabilité

L’analyse de la stabilité est une étape nécessaire et cruciale dans la conception de lois de com-
mande pour les systémes dynamiques. En effet, si on veut imposer a un processus des trajec-
toires données, ou tout au moins modifier ses dynamiques, il faut s’assurer que les rétroactions
que l'on élabore ne le déstabilisent pas. La solution ou la trajectoire que I’on impose doit étre
rendue stable, c’est-a-dire qu'une perturbation autour de cette trajectoire ne doit pas conduire
le systeme a s’écarter énormément de celle-ci. Ainsi 1’analyse de la stabilité apparait comme
un préliminaire a la commande des systemes dynamique.

On considere le probléme de Cauchy suivant

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t>0,
u(0) = uy,

(1.1)

ot X' est un espace de Banach, A : D(A) C X — X est un opérateur linéaireet f : X — X

une fonction non-linéaire.
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Une fois que 1’on a existence et unicité des solutions, on s’intéresse a leur comportement
asymptotique. Pour cela, on peut regarder s’il existe des solutions indépendantes du temps,
que 'on appelle équilibres de (1.1). On a besoin également de la notion de semi-flot qui donne

la solution du probléeme de Cauchy a tout t et pour toute condition initiale.
Définition 1.1. On appelle semi-flot continu du probleme (L.1)) I'application

CDZR+XX—>X

(t,z) — Dy(z) 1= uz(t)

oit u; € X est l'unique solution de (L.1)) de condition initiale u,(0) = z.

On a besoin aussi de la définition suivante

Définition 1.2. Soit D C X un sous-espace fermé de X. Une fonction L : X — R est dite de
Lyapunov D si
1. L est continue sur D,

2. la fonction t — L(®¢(z)) est décroissante pour tout z € D.
Maintenant, on donne les différents types de la stabilité dans la définition suivante

Définition 1.3. Soit S C X un sous-espace fermé de X. On dit que le point d’équilibre E est :

1. Stable (au sens de Lyapunov) si pour tout € > 0, il existe 1 > 0 tel que pour tout z € X ona
Iz = Ell <= [|P(2) — E[| <&, VE>0;
2. localement attractif dans S s’il existe > O tel que pour tout z € S satisfaisant ||zE|| y < 1, alors

limi(z) — E| = 0 (12)

3. localement asymptotiquement stable dans S si E est a la fois stable et localement attractif dans S ;

4. globalement attractif dans S si pour tout z € S, I'équation dessus est vérifiée;
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5. globalement asymptotiquement stable dans S si E est stable et globalement attractif dans S;

6. instable sil n’est pas stable.

Théoreme 1.1. (Principe d’invariance de La Salle)

Soit L une fonction de Lyapunov pour ®;, t > 0 et soit u(t) € S C X tel que {D¢(u)s>0 soit
relativement compact dans S. Alors :

i) ¢ = limy— o L(Ds(1)) existe,

ii) L(y) = ¢, pour tout y € w(u), t > 0.

En particulier : pour tout y € w(u), L(®(y) = L(y), t > 0.

Définition 1.4. (Attracteur)[7]

Une partie A de X est appelée attracteur si est seulement si les conditions suivantes sont réalisés
i) A est fermée.

ii) A est positivement invariante.

i11) A est attractive

Définition 1.5. (Attracteur globale)

Un attracteur globale est un attracteur dont le bassin d’attraction est I'espace des phases M tout entier.
Il contient donc I'ensemble de la dynamique asymptotique et aussi I’ensemble des trajectoires invariantes
comme les points d’équilibre les trajectoires périodiques, les cycles limites. A est appelée un attracteur

compact de X si A en plus est compact.

Définition 1.6. (Persistance uniforme)

Soit @ le semi-flot associé au systeme ([L.1]) et soit d une métrique. On note par 0P la restriction de ®
a 0P oir 0P n’est pas nécessairement positivement invariant et

soit N l'ensemble invariant maximal de 0P dans oE , de plus N est fermeté il existe un recouvrement
{Ny}aca de N oit A est un ensemble d'index non vide et N, C dE, N C Uy 4N, sont des ensembles
invariants fermés disjoints deux . Nous proposons les hypothése suivantes

i) Tous les { Ny }yc 4 sont des ensembles invariants isolés du flot ®.

ii) tout sous ensemble compact de E contient de nombreux recouvrements { Ny }ye A-
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Définition 1.7. (Uniformément forte persistence)

Le semi-flot ® : R x X — X est appelée p forte persistence, si
}ﬂirgp(ll(t,x)) >0 Vxe X p(x)>0.

Définition 1.8. (Uniformément faible persistence)

Le semi-flot @ : R x X — X est appelé p faible persistence,si :

limsup p(U(t,x)) >0 Vx € X p(x) > 0.

t—> 400

Principe de maximum et principe de comparaison.

Définition 1.9. Une fonction u € C2Y(Qr) NC(Qr) est dite sur-solution du probleme parabolique, si

ur—Au > f(u), (x,t) € Qr

u(x,t) > g(x,t), (x,1) € 9,Qr

De méme, une fonction u € C>1(Qr) N C(Qy) est dite sous-solution du probleme parabolique, si

u —Au < f(u), (x,1) € Qr

~t

u S g(x/ t)/ (x/ t) S aPQT
u, u sont dites ordonnées si u(x,t) < u(x,t), (x,t) € Qr.

Définition 1.10. Pour toute sous et sur-solution ordonnées nous définissons le [u, u} secteur comme

un intervalle fonctionnel :

[u,ﬂ = {u € C(@T);g(x,t) <u(x,t) <u(x,t),(xt) e @T}

~

Définition 1.11. Pour toute sous et sur-solution ordonnées nous définissons le [u, u} secteur comme

un intervalle fonctionnel :
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[g,ﬂ = {u € C(@T);g(x,t) <u(x,t) <u(x,t),(xt) e @T}

Principe de maximum parabolique

Théoreme 1.2. :
Soit U € C(Q) sous-harmonique sur ou Q) C IR" est un ouvert bornée. Alors :
(i) maxg U = maxyq) U,

(ii) Si Q) est en plus connexe et s'il existe xo € () tel que U(xg) = maxg U, alors U est constante.

Principe de comparaison

Théoreme 1.3. :

Soit OO C R" ouvert,bornée régqulier. Pour T > 0 on définit QO := (0,T) x Q et 't := {0} x
QUI0,T] x o(Q) Des fois T'r est appelée la frontiere parabolique de Qr et f € C(R) une fonction
lipschitzienne et soient U'U? € CY2(QT) (une fois continument partiellement dérivable par rapport
t et deux fois continument partiellement dérivable par rapport x) deux solutions de I'équation de la

chaleur semi-linéaire

Ut—ALI+f(ll) =0 (t,x) e Qr

si

Uilr, < Uar,,

alors

U, < U, dans Q.

Différentiabilité au sens de Fréchet:

Définition 1.12. Soit x € () on dit que f est Fréchet-dérivable (ou simplement dérivable ou différen-

tiable) en x ssi il existe L € L(E; F) et une fonction affiner sur un voisinage de 0 dans E et a valeurs
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dans F tels que :
flx+h) = f(x) + L(h) + |[hl|ge(h) avec lim [le(r)|[r = 0. (1.3)
Sous forme quantifiée signifie exactement ¥V ¢ > 0 36, > 0 tel que pour tout h € E. Ona
1hlle < 68 = || f(x +h) = f(x) = L(h)|r < el[h][E-

Le taux de reproduction de base
Est le nombre moyen de cas secondaires généré par une personne durant la période ot elle est
infectieuse symptomatique ou non. Lorsque de l'introduction d’une infection dans une popu-
lation entierement susceptible, on parle de taux de reproduction de base (Ry). Si ce taux est
inférieur 1 chaque cas donne naissance en moyenne moins d"un cas secondaire, le nombre de
cas diminue chaque génération et la chaine de transmission finit par s’interrompre. Inverse-

ment, si Ry > 1, le nombre de cas s’accort chaque génération créant une situation épidémique.



Chapitre 2

Analyse mathématiques du modele

2.1 Formulation du modeéle

Soit le modele d’épidimé structuré en age et en espace suivant

(
g—f = 0AS + A —pS(x,t) — BS(x, t)Ui(x, t),
ol o
o = 0AUL + BS(x, t)Uy(x,t) — (p+v1 +y(x))Up(x, ) + /0 K(O)Ua(x,0,6)d0, (1)
oly(x,0,t)  ola(x,0,t
2<ax9 ) + 2(5,5 ) —(p+v2+k(0))Ua(x,0,1),
\

pourt >0, x € () avec les conditions initiales et limites suivantes

Up(x,0,t) = y(x)Up(x,t), x € Q,

S(x,0) = Sp(x), Ui(x,0) = Ujp(x), Ux(x,0,0) = Uy(x,0), x € Q,

et les conditions aux limites homogeénes de Neumann

a—S:O,%:O,t‘>o,xeaﬂ, (2.2)
on on
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ou Sp, Uy € ), et les parametres A, 6, u, v1, 12, B, sont des quantités positives telles que

A : représente le recrutement des susceptibles.

u :est le taux de mortalité naturelle de la population générale.

B : est le taux de transmission (contact entre susceptible et toxicomane) de 1'épidémie.

v1 : le taux de mortalité lié a 1"utilisation de la drogue (Héroine).

Vo : le taux de mortalité des individus toxicomanes sans traitement .

0 : représente le coefficient de diffusion .

0 : représente 1'age du traitement (le temps qui s’est écoulé depuis que les toxicomanes sont
entréer traitement).

v(x) :estle taux d’acces au traitement.

k() : représente la probabilité qu'un toxicomane en traitement avec 1'age du traitement 6.
Upo(x,0) : représente la condition initiale est uniformément bornée pour 0 € (0, +o0) pour
chaque x fixe.

S(x,t) :le nombre d’individus susceptible d’étre toxicomane en tempst, et emplacementx.

Ui (x,t) : est la densité des toxicomanes hors traitement, jamais traité.

Up(x,0,t) : est la densité des toxicomanes en traitement avec une période de traitement 6 au

lieu x et en temps t.

Equation de transport
Soit I’équation de transport suivante

aUQ(x, 0, t) n E)UZ(x, 0, t)
a0 ot

= —(p+v2+k(0)Ua(x,6,1), (2.3)

avec la condition initiale suivante

U (x,0,0) = Uy(x,0), x €0,
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et la condition aux limites

Up(x,0,t) = y(x)Up(x,t), x € Q.

On a
Uy _ doally , dtal,
dr  dr 00  dr ot
alors
dUZ . al,lz(x,(),t) aUZ(x,Q,t)
P a(6,t) 50 +b(6,t) o . (2.4)

en faisant correspondre ([2.3) et ([2.4), on obtient

(du.
e o (bt KO)Ua(x 6,0,
a6
~“ 1
dr 7
dt
—=1.
dr
Si t(0) = 0, on trouve donc
at_ 1, et t=vr
dr -
et pour 6(0) = 6y, on a
do
— =1, et 0 =r—+6p.
dr

Par conséquent

0=t+6p et p=0—t.
L’Edp devient

% = (4 +v2 +k(0))Un(x,8,1), donc Us(x,6,t) = Ce Jolu+vi+k(e)do
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Sit=0, 6p =06 etU(x,00,0) =Uxy(x,6—t)=C, parconséquent

Ux(x,0,t) = Ux(x,0 —t)e” o (utvi+k(6—t))d(6—1)
— Ung(x, 0 — t)e~ Jo (nrvi+k(n)de

= Uzo(x,G - t) [e_ foe_t(ﬂ+v1+k(r))dr X e~ j;’it(y+y1+k(7))d7 '

D’autre part, si 0(0) = 0, alors

do
a—l, et 0 =r.

Sit(0) =tp,ona
dt

azl, et t:r-l-t().

Par conséquent

t=0+1ty, et to=1t—20.
L’Edp devient

dl,

= —(u+12+k(0))Ux(x,0,t), alors Uy(x,0,t) = Ce™ Jo (urvr+k(0)d0,

Si0=0, tp=t et Uy(x,0ty) =y(x)Ui(x,t —0) =C, parconséquent

Up(x,0,t) = y(x)Up(x,t —0)e” Jo (utvi+k(t—6))d(t—6)

= y(x)Ur(x,t—0)e” Jo (v +k(T))dt
Onpose TI(0) =e~ Jo (b +k(e)dT o [0 —t)=e" foeit(wvﬁk(r))dr, on arrive a

y(x)Up(x, t —O)II(O), sif <t;

UQ(X,Q, t) = (2.5)
Uzo(x,e — i’)%, sif > t.

Lemme 2.1. Il existe une constante positive Cy indépendante des données initiales telles que la solution
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(S, Uy, Uy) du systeme ( satisfait
16l + 1Dl + | [ 0] < 26

Preuve 1. Soient

N(x,£) i= S(x, ) + Uy (x, £) + /Ow Us(-,6,)d6

le nombre total d’individus a la position x € Q) au temps t, et

N(t) = /Q <S(x,t) +Us(x,f) +/0°° Uz(x,G,t)dG) dx

le nombre total d'individus dans Q) au temps t. En ajoutant nembre a nembre I'équation du systéme

(R-1)), puis en intégrant sur Q), on obtient

dN k)

—/( L / %de)d
0o Ot
:/ (6A + A — uS — BSUL) + 6AU, + BSUL
O

o0

(v + [ k() Unde

_ /000 ((P‘ + vy + k(0))Us(x,6,t) + %(x,e,t)aw) dx

- /Q((SAS +6AUY )dx + /Q (A o (S(x, £ + U (x, £) + /OOO Us(x,6, t)dG)) dx
_ /Q (U (3, 1) + Un(x, 0, 1) =) dx - /Q <V1U1(x,t) + /0 " (x, G,t)de) dx

< fQA((SS+(5U1)dx+/Q(A—yN(x,t))dx

d
= [ 508+ otn)dx + AJQ| — uN(1)

= A|Q| — uN(#).
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11 s’ensuit alors que

limsup [ N(x,t)dx = limsup N(t) < %|Q|,

t—ro0 JQ t—o00
qui est indépendant des données initiales. D’autre part si N(t) < %|Q| pour certains t = ty € R,

alors il est satisfait pour tout t > ty. Le systeme est ([2.1)) donc point dissipative.

Lemme 2.2. Pour la fonction continue So(x) donnée en ([2.2)), on note

Sp = max Sp(x). (2.7)
xeQ)

Alors la solution (S, Uy, Uyp) du (R.1]) satisfait 4
S(x,t) < AT, pourtout x € Q, t > 0. (2.8)

Preuve 2. Il résulte de la premiere équation du (2.1) que

%—f —0AS = A —uS(x,t) — BS(x,t)Uy(x,t) < A —uS(x,t),

donc

g—f—éAS—A—kyS(x,t) <0.

Observer que les solutions S(t) du systeme ( et max {A/u, Sy} sont une paire de sous et sur

solutions au probleme des valeurs initiales et aux limites suivant

%Z(SAU—FA—‘MU(XJ) X € t>0,

dv

E ,XE€Q,t>0, (2.9)
v(x,0) = So(x), x € Q)

\

Puisque % est un point d’équilibre du ( , alors le principe maximum implique que v(x,t) <
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max {%, SS} et le principe de comparaison donne
A n
S(x,t) < wv(x,t) < max ?,SO =A".
Nous définissons I’ensemble
D= (s, D) e/ s+u1+/ Undo ) dx < 0] et < A* (2.10)
o) 0

Proposition 2.1. [15]

L” ensemble D. Et on écrit (2.10)) est positivement invariant pour la solution semi-flot ¥ (t) du systeme

2n- 2,

Y (t)p € D, pourtout t >0, ¢ € D.

Dans ce qui suit, nous reformulons le systeme (2.1)- (2.2)) sous la forme d"un probleme de

Cauchy non homogene afin d’appliquer la théorie des semi-groupes. Considérons l'espace

X := C*(Q,R) x C*3(Q,R) x C x L}((0,00),C),

muni de la norme

X1l = [ISllc2 + [ Uallc2 +SUP/O |Ua(x, 6)]d6,
X

pour x € X, ott
ISllc2 = sup S|+ sup |Sy| +sup [Sxx|, [[Unllcz = sup [Us| + sup [Uny| + sup Uyl
X X X X X X

Posons
Xo := C2(O,R) x C2(Q,R) x {0c} x L'((0,0),C),

)/Z—l- = Cz(ﬁ,]R+) X C2(5,]R+) X C+ X L}’_((0,00),C_F),
XO+ = Xoﬂszr.

0 ' o S
( ))) € Xy etl'opérateur linéaire A : Dom(A) — X

Soient le vecteur U = (S('),Ul(-), (U
o (-, -
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défini comme suit

SAS — uS
A — AUy — (p+v1)Uy ’
—U(0)

(4 vy +k(9)) Us

avec Dom(A) = C2(Q)) x C2(Q)) x {0} x W1((0,+00),UC) C X, W', Est L'espace de So-

bolev des fonctions dont la premiére dérivée en 6 est intégrable. Pour tout Uy € X, U(t) =
d

S(t)Up "'unique continue solution de d—zf = AU,U(0) = 0, est U(t) = 0. Nous pouvons prou-

ver que la solution de

%}E” — AU(Y), U0) =y € X,

avec les conditions aux limites de Neumann vérifiée ||U(t)|| ¢ < c(t)||U(0)] ¢ avec c(t) >
0 indépendante de ¢4 (0).
En fait, il suffit de prouver que ||S|| < C1(t)||So||c2, C1(t) est une fonction de t, sera déterminé

plus tard. Maintenant, nous considérons le probléme suivant

)
a—S:cSAS—yS, 0<x<IL,
ot
S(x,0) = Sp(x), 0<x<IL, (2.11)

5:(0,) = 0, Sx(L,t) = 0.

\

On pose S(x,t) = e #5(t, x). Alors 5(x, t) devrait satisfaire le probleme suivant

o
a—S = JAS, O<x<L,
ot
S(x,0) = So(x), 0<x<L, (2.12)
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Par la méthode de séparation de variable, on pose S(x,t) = X(x).T(t) avec X(x) est fonction

dépend de x et T(t) est fonction dépend de ¢, on obtient

aS ,
5 X(x).T (¢),
225

/ " T X
Comme X(x).T (t) = 0.X (x).T(t), alors T X = C.

/

T /
ST = C, alors T =C.4.T,

et

T =C.4b.T.

"

De méme, on a < = C, alors X' =C.Xet

X' —cx=o. (2.13)
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Résoudre I'équation (]2.13)
X'—CX=0
sid=-A2<0,A>0
X(x) = Acos(Ax) + Bsin(Ax)
X'(x) = —Asin(Ax) + B cos(Ax)
X'(0) =0 alors B=0

X'(L) =0 alors Asin(Al) =0 alors AL = nr alors A = iz,

donc X (x) = A cos(%Ex).

D’autre part on a T = C.4.T tel que 6 = —A?, alors 6 = — <%> ,

nrw 2
et T'(t) = Cre (L),

Finalement

~ © nrm 2
S(x, t) =ag+ Z ang_(f) ot coS (@) ,

n=1

[ © nrt 2
S(x,t)| =e " |ag+ ) a,e~ ()% cos (n_nx)] ,

ad nrm 2

o0

S )] = e | 37 e ()0 cos (115) (ﬂy] .

n=1
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On définit |a,| < 2sup, Sp, on obtient
nrm 2
00,01 < et [25up, S0+ K3 2sup, Soe”(F) % cos ()
nrt 2
S(x, )| < e M2sup, So {1 + Y e (') 9 cos (%)} ,

1S(x,t)| < e Vtrsupxso,

nr 2
1S(x,£)x] < e [— T, 2sup, Soe ()% sin (1) T} ,

)|

~
=

nrw 2
1S(x, t)x| < e 2sup_ S {— yoo e () % gjn (2

IS(x, t)x| < e‘”t% sup, So,

et
nri 2
1S(x, t)xx| < e {— Yo 1 2sup, Soe ()70 cos (12X %} ,

nrm 2
’S(x/t)xxl S e_VtZSupx S0 [_ 2;0:1 e_(T) o cos (H_7er) (%)2} 4
1Sex(x,8)] <e VtFZ(St sup, So.
I s’ensuit alors que

[SCe, 8] 4 [Sx (x, )| + [Sax (2, 1) < c1()supaSo,

et donc ||Sx(x,t)|\cz(5) < Cl(t)HSOHcZ(ﬁ)/ ou

cl(t):e—ﬂf[ L L L L}

T . .
Vet ot /st 20t

L 1 1
Ci(t) =e M (1+—+ )>0
1) 7ot ot | 20t

On peut obtenir 1'inégalité suivante pour ||Up||c2 < Co(t)||U1p]|c2- Il découle alors de ( [2.5)
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que

11(6)

me—n°

| e niae < | () U (x, £ — 0)|TT(6)d6 + [ (6 1)

t [e%)
< 'y*Cz(t)|U10|Cz/0 H(G)d9+/t U (x, 6 — 1)]d6
< K1Colt) [ Unol 2 + /0 U0 (x, 0)|de,

ol 7* = max, y(x) et donc

sup/o Uy (x, 6, 1)|d6 < 7*IC1C2(t)HLI10HCz—|—sup/O Uz (x, 0)| 6.
X X

En utilisant la norme habituelle de X et apres quelques calculs directs nous pouvons obtenir
que [[U(t)| ¢ < C(t)[|U(0)]|g pour U(0) = ¢ € X ett < 0il s’ensuit que I'opérateur linéaire
A est un générateur d’un semi-groupe.

On définit F := Xy — X par

A — BS(x)Us(x)

ra < | PR+ | KOUs(x,0)d(6) — y(x) s (x) o

7(x)Us(x)
071

Alors nous pouvons écrire le systeme (2.1)- (2.2) sous la forme d'un probleme de Cauchy non

homogene
au (t)

— - =AU+ FU) £ > 0, (2.15)

avec U(0) = Uy € Xoy.
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Lemme 2.3. Supposons que F est défini dans (2.14) pour ¢ € X, alors on a

B (x)¢n(x) - ﬁzpz() 2(¥)
Flyl) = | pal)gn(0) + b (x)ga0) + [ KO)gs(x,0)80 — 1(x)a(x)

7(x)2(x)

et F est Fréchet différentiable sur Xo.

Preuve 3. Ona

A = BS(x)Us (x)

—+o00

BS(IUL(x) + [ K(O)U(x,0) = y(x)h (x)

FU)(x) = 0
v(x) Uz (x)
OLl

On définit I'opérateur non linéaire F : Xo — X par

A— /34’1( )2(x)
F@)3) = | por()ont) + [ K@)ps(x,6)d0 — 7(x)g(x)
v (x) 2 (x)
et = (¢1, P2, 3) € Xy, alors
—Bpa(x) —B1(x) 0 P1
Flyl(x) = | Bya(x)  Byr(x) [y "k(0)do — y(x) ¢ |/
0 7(x) 0 3

donc

By ()¢ (x) - ﬁwm 2 (%)
) = | pral)gn () +Bn(x)ga0) + [ KO)gs(x,0)80 — 1 (1) (x)

7(x)¢2(x)
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et F est continuellement Fréchet différentiable sur X.

Proposition 2.2. Pour tout Uy dans Dom(A), le systeme ( [2.15|) une solution unique, différentiable

et continu U : [0, Ty) — Xy telle que
t
Ut = ety + / e SE(U(s))ds.
0

Soit Ty = oo alors la solution est dite globale, soit T < 4-00, alors la solution explose, en temps fini.

Lemme 2.4. Soit U(t, x;Uy) une solution du systeme [2.15). Si Uy est positif, alors U(t, x;Uy) est
positif sur Q) x [0, Ty A partit des résultats ci-dessus et de la proposition 2.1], nous pouvons conclure

que la solution ¥ (t)(Uy) = U(t, x;Up) est une solution globale pour tout t > 0 lorsque Uy € D.

Lemme 2.5. La solution semi-flot ¥ (t) est KC-contractante au sens oit

limy— o K(¥(t)(B)) = 0 pour tout ensemble bornée B C X .

Preuve 4. [18][19]

Rappelons la mesure de Kuratowski de la non-compacité, qui est définie par
KC(B) := inf {r : B a une couverture finie de diametre < r} (2.16)

pour tout ensemble bornée B. Soit KC(B) = o0 chaque fois que B est illimité Il est facile de voir que B
est précompact (c’est-a-dire que B est compact) si et seulement si KC(B) = 0. Soit B un sous-ensemble
bornée dans X, il suffit de montrer que ¥ (t) est asymptotiquement compact sur B en ce sens que
pour toute séquence ¢, € B et t, — oo, il existe des sous-séquences ¢, € B et t, — oo tel
que ¥ (t,x) (pux) converge dans X4 comme k — oo . Soit (Sy(x,tn), Uy (X, ty), Upp(x, ., tn)) =
(1) (¢n) (),

V¢, € Xy, t >,0,x € Q. Puisque S,(x,t,) et Uy, (x,t1,) sont deux fois continuellement diffé-
rentiables par rapport a x et (Sp, Urn, Uzy) € B, on a que {Sn(x,tn)},>1 et {Urn(x,tn)}, >, sont

équicontinues sur Q.
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a partir du systeme ([2.1)) nous avons la premiere équation

aa_f = 0AS + A — uS(x,t) — BS(x, ) Uy (x, 1), (2.17)

On utilise le changement de variable suivante

Su(x,t) = Su(x, t+ty), Uy (x,t) = Up(x, t + t).

2 (Sult) = 5uly, 1) = 2(Su(x,1) ~ (1,1 (B, 1) — Suly, ),

En remplacement dans la premiére équation du systeme (.1)) on trouve
= 2(Su(x,t) — Sn(y, 1)) (6AS,(x,t) + A — uSn(x,t) — BSy(x, 1)U, (x, 1))

—(0AS, (y,t) — A+ P‘gn (y,t) + ﬁgn (v, HUyy, (v, 1))

Par un simple calcul, nous avons que

(5A§n(x, t)Vgn(x/ t) — ,Bgn(x, t)Uln(x/ t) — (5A§n (y,t) + Vgn (y,t) + .Bgn (v, t)Hln (v, 1))

= Sn(x, 1) = Su(y, 1) (6A — 6A — B(Unn(x, 1) = Unn(y, t)) — pr+ 1) + BSu(y, t) Uin(y, 1) — Ura(x, t) -
By (x,t,y)

Soit
ha(x,t,y) = BSu(y, ) (Urn(y, t) — Unn(x, t).
On remarque que Sy (x, ) Uy, (x,t) est uniformément bornée pour tout : m > 1, t > 0, et x €

Q. Alors, il exist M > 0 telle que

d _ _ _
50 ) = Su(y, 17 < =2u[Su(x, ) = Su(y, )| + M (x, 1, ).

En échangeant la position de x et y, Nous avons que
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J . — _ _ _
S8 (0, 1) = Sl I < —2350 ) = Sy, )| + M (1,3, ).

Définir Hy (t,x,y) = hu(t,x,y) + hn(x, t,y), il s’ensuit alors que

0 — — — —
g”sn(x/ t) = Su(y, 1) * < —2ulISu(x, ) = Su(y, )| + MHu(t, x,),

pour tous t > 0,t,x € Q.

Notons que {Uy, (X, ty)n>1} est équicontinu sur Q) pour tout n > 1. Ainsi, il suffit a démontrer que
{Sn(x, tn)n>1} est équicontinu sur Q pour tout n > 1.

11 découle de ( et d’arguments similaires i ceux que nous avons suivis que U, (x,0,ty),~q est

équicontinu sur Q). En fait, a partir de (, nous avons que

—+o00
/O |u2n(x/9/tn) - UZn(}/;thn)|d9

ty
< /0 (O Unn (%, £ — 8) — U (y, tn — 6)d6 (2.18)
[ U (3,0 — £,0) — U (1,8 — £, 0) | —10) g

‘. 2n\A, ns 2n\Y, ns 1—1(9 — tn) .

Puisque Uy, (x,0,0) est uniformément borné, le dernier terme converge clairement vers 0 lorsque t —
+o0. Il découle de hypothese (A4) que «y(x) est continu. Il s’ensuit en outre que Uy, (X, ty), >, est
équicontinu et nous avons que les deux derniers termes de convergent vers 0 lorsque t — +oo.
Nous pouvons en déduire que le semi-flot de solution ¥ (t) est KC-contractant par rapport a la mesure

de Kuratowski définie dans (2.16), c’est a dire

lim K(¥(t)(B)) =0,

t—> 400
pour tout ensemble bornée B C X .

Proposition indique que le semi-flot ¥(t) est ponctuellement dissipatif ou dissipatif

point par point. Alors, on a
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Théoreme 2.1. La solution semi-flot ¥ (t) admet un attracteur global A, qui attire tous les sous-

ensembles bornés de X .

2.2 Nomber de reproduction de base

Pour étudier la dynamique de notre systeme, nous devons introduire le nombre de repro-
duction de base R. nous définissons le nombre de base constitue le nombre de cas secondaires
produits par un individu infectieux moyen au cours de sa période d’infectiosité dans une po-
pulation entierement constituée de personnes sensibles (non immunisées).

SiRp > 1, I'épidémie peut s’installer.

SiRp < 1,il y a peu de chances d’avoir une épidémie.

Lemme 2.6. Le Nombre de reproduction R du systéme (2.1)), et

,BA
Ro= su £ . (2.19)
sy (14 v) + (A= K) [ 7@ (x)dx + Joy 6]V (x) Pax)

Preuve 5. Soit

gz—JAer,B —y(x, t) = (p+v1+9(x xt+/ z(x,0,t)do, xe€Q,

Jz 0z

g“f‘% —(p+ 12 +k(0))z(x,0,t), x€Q,

(2.20)

z(x,0,t) = y(x)y(x,t), x€Q,

Résoudre la deuxieme et troisieme équations, on obtient

y(x)y(x, t —0)II(H), si t <86,
z(x,0,t) = (2.21)

z(x,0 — t,O)%, sif < t.
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En remplagant [2.21)) dans la premiere équation de (2.20), ce qui donne
Y _ ~ [1(6)
(2.22)
Posant
A
c(x) :=pu+v+y(x)— /3;. (2.23)

Résoudre (2.22), nous avons

y(xt) = f(x, 1) + /0 t /0 " K(0)7(x)y (x5 — O)TI(0)d6 x ePA—<N(t-9)g,

F(x,1) = y(x,0)el0d—<x +// 2(x,0 —5,0)

En échangeant 'ordre des intégrales, nous avons

y(ut) = f 0 +a() [ KONE) x

t

= flxt) +7(x) / O)TIe) x

J
= f(x,t) +v(x) /Otk(G)H(Q) X /0 y(x, 50 (t=5=0) 4540
/0

+
=
><
\
\
8
EI

Alors l'opérateur de la prochaine génération est donné par

R(x) =7(x) [

0

= Ky(x)(c(x) —6A)~"
-1
= Ky(x) (V + v+ (x) - ﬁ% - (5A)

= PL,

(0 —

y(x, P S)e((SA—c(x))(s—

" [ oo
o 0 00
= (6A—c(x)) (s-0)
() /Owkw)n(e) < ! dsdo
=’y(x)/ k(Q)I—I(G)dé)x/ p(0A—c(x))s 14
0 0

y(x,s — 0)elPd=c)(=9) 4540

%) dsde

)e@8=eENE=0)dg 5 y(x, t — 5)ds.
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-1
ot P = m, L= <y + v+ y(x) — ﬁ%) <]/t + v+ y(x) — ,5% - (5A) , R(x) est stric-

tement positif. Par le théoreme de Krein Rutman , la compacité et la positivité de R(x) montre que
Ro = r(PL) est la seule valeur propre de R(x) avec une fonction propre positive, Rq a une variation
formulaire de caractérisation

~ 1

Ro= sup Koy (x)p?dx
o4per) | o [O1VOP + (n+v+1+7(x) - p) 92 dx Jo

De plus, a partir du Nomber de reproduction de base R défini dans (2.19), on a facilement I’équivalence

suivante R et 7N€0:
Ro>1Ryg>0 Rp=1Ryp=0, et Rpy <1 Ryp<1.

Exemple 2.1. Le R du Covid-19 était estimé début 2020, d’apreés les données de I'épidémie en Chine, a
3,28 en moyenne, un chiffre calculé d’apres douze estimations différentes dans une revue de la littérature
publiée dans le Journal du médecine . Cela signifie qu’en Chine, une personne infectée par le covid 19

aurait infecté en moyenne 3, 28 nouvelle personnes.

Il est bien connue que le probleme elliptique

S =A—puS, xen, 2

=0, x € 9O (2.24)
on

admet une solution unique positive SO = % . Alors E0 = (SO,O,O) est un état stationnaire
spatialement homogene de (2.1]), que nous appelons I'état d’équilibre sans épidémie. Dans ce

travail, la stabilité de E¥ est completement déterminé par Ry.

Lemme 2.7. (i) Ry est une fonction décroissante de 6, avec

=[>

p
Ry — max

5—0,
vea p+vi+ (1 —-K)y(x)
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et A
7 5ﬁ
n+vi+(1-K)

1
R — lorsque 6 — oo avec ¥ = —/ x)dx.
0 7 lorsq 00 UaTey Q7()

(ii) Si ,B% < u+v1+ (1 —K)7, alors il existe une valeur seuil 6* tell que Ry < 1 pour & > 6* et
Ro > 1 pour tous 6 < 6*.

(iii) Si [5% > u~+v1+ (1 — K)7, alors Ry > 1 pour tous 6 > 0.



Chapitre 3

Stabilité locale

3.1 Stabilité de I’état d’équilibre sans épidémie

Pour étudier la stabilité du point d’équilibre sans épidémie, nous allons d’abord considérer

un probleme aux valeurs propres associées ou systeme ([2.1)). Le comportement & long terme

du systeme ([2.1)) est déterminé par les trajectoires totales sur les Attracteurs compacts globaux

du systeme ( 2.1). Nous linéarisons lorsque le systtme ([2.1) autour Probléme de valeurs

propres. L'état d’équilibre E =

(5°,0,0) on obtient.

(dn A
i 0NN — un(x,t) ﬁ;y(x,t), x e,
%zéAva,B%y(x,t) (n+v14+9)y(x,t) +/ z(x,0,t)do, x € Q,
902 L2 (v, +k(0))2(x,6,1), x €O (3.1)
at 89 ]’l %) z\x,9,1t), X ’ .
z(x,0,t) = y(x)y(x,t) x € Q,
9y _ 9y
3 9 =0, x € 9.
ourn(x,t) = S(x,t)— %,y(x,t) = Ui(x,t) et z(x,0,t) = Ux(x,0,t). Supposons que 77(x,t) =

eMp(x),y(x,t) = eMo(x) et z(x,0,t)

= eMy(x,t) avec A € R, En Remplagant cette solution

dans les équations linéaires du systeme ( [3.1), on obtient le probléme aux valeurs propres
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suivant.
( A
Ap(x) = 08¢ = pug(x) = pr(x), x €0
A
A(p(x)zéA(p—Fﬁ;(p( x) — (;t—|-1/1—|—’y —|—/ ¥(x,0)do, x € Q,
op
Mp(x,0) + S8 = (1 + 2+ K(0))p(x,0), 52)

P(x,0) = 7(x)¢(x), x€Q,

dp _ d¢
a—n an—O xEBQ

\

Remarquer que la premiere équation due (3.2)) indépendantes des autres équations suivantes

dues ([3.2).Nous considérons donc le systéme a compartiments liés

gz—éAy—i—ﬁ —y(x,t) — (p+v1 +7(x xt+/ z(x,0,t)do, x € Q,
Jdz 0z —
54—@ —(p+ 12 +k(0))z(x,0,t), x €,

\

Ensuite, la version généralisée du systeme (3.3 est obtenue comme suit

?Z—MerﬁT()( t)—(p+vi+y( xt*/ 2(x,0, )0, x € 0,
Jz 0z o)
5 T35 = (2 +k(0)z(x,0,t), x€q,

z(x,0,t) = y(x)y(x,t), x € Q,

a—y:O, x € 9Q).
on

(3.3)

(3.4)
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ot T(x) > 0, pour tous x € Q. Il est facile de voir que ( est un systeme coopératif. Il

s’ensuite de la forme (3.4) que le probléme de valeur propre associée

Ag(x) = 68¢ + BT(x)g(x) — (1 +7(x))e(x) + [~ K(O)p(x,0)d6, x € 0,

Ap(x,0) + g—lg = —(u+v+k(0)p(x,0), x€Q,

3.5
$(x,0) = 7(x)p(x), x€Q, (3:5)
dp
E = O, x € 90

Le lemme suivant présente I'existence de la valeur propre principale du (3.5).

Lemme 3.1. Pour T(x) > 0, pour tous x € Q, le probleme aux valeurs propres ( a une valeur

propre principale, notée A(T) qui est associé a une fonction propre positive.

Preuve 6. [26]]
Notons Y := C?(Q,R) x L'((0,00),C). Pour chaque fonction initiale ¢ = (¢1,¢$2) € Y la solution
@, : Y — Y associée au systeme linéaire ([3.4) est définie par

() = (y(-, £¢),2(-, -, t: ¢p)), pourtous ¢ € Y,t > 0.

En suivant le méme raisonnement que dans la démonstration due lemme[2.5], on peut obtenir que pour

chaque t > 0, ®; est une K-contraction sur Y au sens oit

lim K(®(B)) = 0.

t— o0

Pour toute ensemble bornée B dans Y et K, défini dans (|2.16)). Sur la base des discussions ci-dessus, il

est facile de voir que la carte de solution ®y généré par ([3.4) est K -condensante dans le sens oil
IKC(®¢(B)) < K(B), pour tout ensemble borné B dans Y avec K(B) > 0,t > 0.

Par le théoreme généralisé de Krein-Rutman on a :
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Soit @ : Y — Y un opérateur linéaire fortement positif est borné. Supposons que le rayon spectral
principal 1r.(®;) de Py est inférieur rayon spectral r(Dy) de @y : alors r(Dy) est une simple valeur
propre de ®; avec un vecteur propre 0% = (¢*,*); et toutes les autres valeurs propres de ®; valeurs
absolues inférieures a A(t).

et on dit que A est une valeur propre s’il y a une solution non triviale (fonction propre); on recherche en
particulier une valeur propre A ayant une valeur positive fonction propre, donc Eq. ( A une valeur

propre principale, notée A(T) avec un vecteur propre associé ou 9* = (¢*,9*) > 0.

Choisir T(x) = %, par le lemme Nous avons que la valeur propre principale de ( )

Peut-étre notée

A= AT |- (3.6)

Apres la préparation ci-dessus, nous tournons maintenant vers le probleme des valeurs propres
(B.2)) pour prouver la stabilité locale de Eq. A partir des deux derniéres équations de (3.2), on

a

atp(aa;,e) = —(A+pu+v2+k(0))p(x,0),
op(x,0)
9(x,0) —(A+u+va+k(6))20,
oPp(x,0)

| e = O rrn k@),

In|p(x,0)| = —/ABQ—/(y+1/2+1<(9))86+1n(c),

e /(y + vy +K(0))26

(x,0)=e .C.

alors la solution est :

P(x,0) = y(x)e VII(6) p(x). (3.7)

En substituant ([3.7) a la seconde équation de ([3.2)), il découle du

809"+ B (x) — (v +7(0)9"(x) + [ KO)p(x,0)d0 = A'g" (x),

* (3.8)
SAQ* + BL g™ (x) — (p+v1 +7(x))9* (x) + () /0 k(0)e M °T1(0)dOg" (x) = A*g".
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*

d¢
on

De l'expression du nombre de reproduction de base R dans ( [2.19)), nous avons qu’il existe

pour x € Q) et

= 0 pour x € 0Q).

un fonction positif ®(x) € C2(Q) telle que

A
—0AD(x) + (p+v1+ (1 —K)y(x))P(x) — 5T/yq)(x) =0, x € Q. (3.9)
0
od(x)
avec — —~ = = 0, x € dQ). Rappelez-vous que ¢* et ® sont tous les deux positifs () et que

* )]
a(Par(lx) J 81(1 x) = 0 sur dQ). On multiplie ( par @ et ( par ¢*, on les additionne et

integre par pieces sur () pour obtenir :

(—=Ky(x))p*® + ,B% (1 - Rio> ¢ D+ y(x) /Ooo k(0)e M OI1(0)d0p*® = A* @* P

ﬁ%(l—%o)/(p( dx+p/ x)p P (x dx—A*/(pQD )dx.

5= / " k(0)e N PT1(6)d6 — K.
0

Puisque /Q Y(x)p*P(x)dx et /Q ¢*(x)®P(x)dx sont tous deux positifs, nous concluons que
Ro — 1 et A* ont le méme signe. En fait, si nous supposons que A* > 0 lorsque Ry —1 < 0,
alors p < 0 et donc A* < 0 ce qui conduit a une contradiction. Si nous supposons que A* < 0
lorsque Rp — 1 > 0, alors p > 0 et donc A* > 0 ce qui conduit a une contradiction. Si nous sup-
posons en outre que A* # 0 lorsque Ry — 1 = 0, nous obtenons également une contradiction.

En conclusion, nous avons le résultat suivant.
Lemme 3.2. Ry — 1 et A* ont le méme signe.

Nous montrons maintenant que la stabilité du point d’équilibre sans épidémie E° = (S°,0,0)

est entierement déterminée par Ry.
Lemme 3.3. Le point d’équilibre sans épidémie EV est localement stable si R < 1.

Preuve 7. [27]
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Supposons d’abord que Ry < 1. Nous montrerons que point d’équilibre sans épidémie le est linéaire-
ment stable. Autrement dit, si (A, $, @) est une solution de ( , avec au moins un de ¢ ou ¢ non
identiquement nul sur Q), alors Re(A) doit étre négatif. (i) Si ¢ = 0 et ¢ # 0, il découle alors de la
premiere équation de ([B.2)) que nous avons :

AP(x) = 6AP — ugp(x), x € Q, et g—i =0, x € I (3.10)

11 existe un nombre incalculable de valeurs propres A", n > 0, qui sont tous réels et satisfont A" — oo

comme n — oo. lls peuvent étre commandés comme suit

..... < ML pm < AL < 2D

donc le probleme des valeurs propres ( A une valeur propre principale, noté \°, avec un vecteur
propre associé ° > 0 et AY < 0. (ii) Si ¢ = 0 etg # 0, alors ( n’a pas de solution. (iii) Si ¢ # 0
et ¢ # 0, il découle également de ([B.8)) que Re(A) < A* < 0. La fonction propre ¢ est une solution de
la équation suivante

A p(x) = AP — up(x) — ,B%(p*(x), x € Q,et g—ﬁ =0, x € 9. (3.11)

Si A* = A%, Eq. (B.11)) n’a pas de solution, alors la valeur propre principale de (3.10)) A° est aussi la
valeur principale valeur propre de ( Si A* # AY, Eq. (3.11)) Peut-étre résolu et la valeur propre
principale de ( est max {A*, A%}. Nous concluons que le point d'équilibre sans épidémie E® est

localement asymptotiquement stable si Ro < 1.

L’objectif principal de cette section est d’établir la dynamique du seuil de (, qui stipule

que 'horo-sphére 'utilisation disparaitra de la population si Rg < 1.

Théoréme 3.1. Soit (S, Uy, Uy) I'unique solution du (R.1]). Si Ry < 1, alors

lim (S(x,t) —S%) =0, [lim Uy (x,t) =0, lim Uy (x,6,t)d0 =0
—>00

t—o00 t—00 JQ
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uniformément pour tous x € Q).

Preuve 8. [10]

Supposons que R < 1. En s’appuyant sur le principe de comparaison on obtient
Uy (-, t) — 0, uniformément sur Q) quand t — oo.

Maintenant, nous concentrons sur les deux dernieres équations du systeme ([2.1)). Nous avons a

(U N
= —OAUy + BS(x, Ui (x, ) = (e + vi + 7(x)) U (x, 1) +/0 k(6)Ua(x, 6, 1)d6,
oly(x,0,t) olUa(x,0,t

2(ax9 ) + 2(axt ) —(p+v1+k(0))Ua(x,0,t), x€Q,

Up(x,0,t) = —y(x)Uy(x,t), x €Q,

ou

—L =0, t>0x€aQ,
on
{ Ul(x,O) = Ulo, UZ<X,9,0) = Uzo(x,e).
(3.12)
Ensuite, il découle de S(x,t) < % dans ( que
Up(x,t) < L(x,t) et Up(x,0,t) < L(x,0,t), (3.13)
ol
( 811 o0
5 =M B Bt = (v + ()L, 6) + | K©)1(x,0,)d0,
ol (x,0,t olr(x,0,t
2(%,0,1) | 2(" ) (4t 4 KO)B(x6,8), xeQ,
a0 ot
L(x,0,t) = y(x)L(x,t), x € Q, (3.14)
MM _o, 150, xecan,
on
Il(x,O) = 11() > Ulo(x),lz(x, 9,0) = Uzo(x, 9)

Soit I1(x,t) = eMo(x), L(x,0,t) = eMp(x,0) avec A € R. Nous substituons cette solution dans
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(13.14)), on obtient le probleme aux valeurs propres linéaire suivant

[ Aplx) = 08g + B px) = (11 +7(x)plx) + [ KO 0)d0, x €0

oY (x,0)
00

\ llJ(x,O) = 7(x)¢(x/ t)/ x € Q.

= —(A+pu+va+k(0)y(x,0), x€Q, (3.15)

En vue de (2.2)), nous devons avoir que

a—(P, x € o).
on

En résolvant les deuxiéme et troisieme équations de (|3.15)) , nous avons

P(x,0) = 7(x)p(x)e MI1(6). (3.16)

En substituant (3.16|) a la deuxieme équation du ( [3.15)),nous avons le probleme aux valeurs propres

suivantes )

Ap(x) = 68p + ﬁ%(f?(x) C (4 () e(x)
+y(x) /0 ook(e)e*“’n(e)dego(x), xeq, (3.17)

a—(Pz(), x € (),
\8n

ce qui confirme ( On peut alors définir I (x,t) = Me" ' @*(x), ou A* < 0 parle Lemmeq)* >

0 sur Q), et M est choisi assez grand que

Ui (x,0) < Ii(x,0) pour tout x € Q. Depuis A* < 0 nous avons Iy (x,t) = Metp*(x) — 0
quand t — oo pour tout x € Q. D'apres ([3.13), tel que Uy (x,t) —> 0 comme t — oo pour tous
x € Q). Ensuite, on montre que S(x,t) — A/ u lorsque t — oo pour tout x € Q). étant donnée tout
petit constant € > 0, il existe un T > 0 et suffisamment grand, tel que 0 < Uj(x,t) < € pour tout

x € O, t > T. A partir de la premiere équation de ( et Lemme il est facile d’observer que Uy
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est une sur solution de

%zgmjjt/\—;w(x,t)—ﬁ%e, xeQ, t>T,

\ a—vzo, xed), t>T, (3.18)
on
v(x,T)=S(x,T), x€Q,

et une sous-solution de

)
g—? =0Av+ A —po(x,t), x€Q, t>T,
% _ 0, x€oQ), t>T, (3.19)
on
v(x,T) =5(x,T), x€Q,

\

Soient v1(€, x, t) et v(x, t) les solutions des problemes ({3.18)) Et ([3.19)), respectivement. Alors, ont a

A —phe A
K
pour tout t assez grand et tout €.0n peut donc obtenir que S(x,t) — % = S0 quand t — 0.

Existence de 1’état d’équilibre de la propagation du épidémie

3.2 Persistence uniforme

Dans cette section, nous prouverons l’existence de I'état d’équilibre de la propagation du

épidémie sur la base des résultats de persistence
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Lemme 3.4. Supposons que U(x, t; ¢) est la solution du systeme (R.1)) avec U(-,0;¢) = ¢ € X4.
(i) S’il existe tyg > 0, tel que S(-,to; ) # O, Uq(:, to;p) # 0, alors S(-,t;¢) > 0,Uq(x,to; p) >
0, pour tout x € Qt> to,

(ii) S'il existe ty > 0, tel que Uy (-, to; p) # 0, alors Ua (-, -, t;¢) > 0, pour tout x € Q), t > ty,

(iii) Pour tout ¢ € X, on a toujours S(-, t;¢) > 0, pour tout x € Q t > tget

A
RPN
HmInfSl60) = s

oit SY = A/ 1.
Preuve 9. Il est facile d’établir que S et U, satisfont a

aS(x,t)
ot

> 0AS(x,t) —uS(x,t), x€Q, t>0,
a—5:0, x€Q, t>0,
on

et
aul(x, t)

ot

ol

on

cette partie (i) est valide. out partir de (2.5)), nous avons

> 0AU;(x,t) — (p+v1 +7)Ur(x,t), x€Q, t >0,

, x €00, t>0.

Up(x,0,t) = y(x)Uq(x, t — 6)TI(0) + Up(x,0 — t,O)%.

Cela indique que la partie (ii) est valide.
De la proposition il s'ensuite qu'il existe t; > 0 tel que Uy(x,t) < 2S°, pour tout t > ti.dela
premiere équation du ([2.1)), on obtient

aS(x,t)
ot
2S

—— =0, x€9d0), t>0.
on

> SAS(x,t) + A — uS(x,t) —2BSS(x,t), x € O, t >0,
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Ainsi, nous avons

A
.. t > -
l,lfmlorlfs('t’(P) = 1+ 2BS0

Nous prouvons maintenant la persistence uniforme du systeme (2.1]). Défini
0Dy = {U € D|Uyp(-) =0},

et

Do = {U € D|Uyo(-) # 0}

lemme montre que ¥(t)Dy C Dy, Vi > 0 et que Dy = D\ 9Dy . Le semi-flot ¥(t)
est appel tre persistence par rapport a (Dy,dDy) sa’il existe un constante € > 0 telle que

limy00 dist(¥ (t)U,9Dy) > € pour tout U € Dy.

Lemme 3.5. Si Rg > 1, alors le systeme ([2.1)) est uniformément faible persistence dans le sens qu'il

existe un constante € > 0 tel que

limsup S(-,t) > €, limsup U (-, t) > €, limsup Uy(-,0,t) > elI(0)y(-),

t— o0 t—o0 t—>o0

pour tout x € Q.

Preuve 10. Supposons Uy € Dy, pour x € Q,0,t € R Le systeme ( Non peut étre récrit sous
la forme :
( 9S

5 = 0AS(x, 1) + A —pS(x,1),

Ul(x, t) = 0,

3.20)
oy (x,0,t) oUa(x,0,t (
2(6)x9 )“L 2(§t ) - —(p+12+k(0))Ua(x,0,t),

UQ(X, 0, t) =0.

\
1 s’ensuit que S(x, t) converge uniformément vers S° lorsque t — oo pour tout x € Q, Uy (x, t) et

Uy (x, 0, t) convergent uniformément Vers 0;1. Ainsi 'ensemble "omega-limit” des orbites ¥ (t)U (t) > 0
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est I'ensemble singleton E. Supposons Uy € Dy. Ensuite, nous pouvons prouver que

limsup |[¥ (£)Up(+) — E%eo > €,

t—>o0

pour tout € > 0 et WS (E®) N Dy = @ oit W3 (E) est le collecteur de E°. Supposons par contradiction

qu’il existe Z/{O(”) € Dy telle que

1

lim sup ||‘P(t)Z/{(§n)(.) — E% < e

t—o0

Alors, il existe t telle que

g1 St (x, 1) < 80+ L Ul (x,) < L
n n n

pour tout t > ty. A partir de la premiére équation du systeme ([2.1)) pour t > tget x € Q, ona

95" (x, 1) > 6AS!™ (x,£) + A — &g — uS™ (x, 1) (321)

avec gy = ,B% (SO + %) En intégrant I'équation (3.21)) on obtient

A—EO

t
S0 (x, ) > / e /Q Ty (x,y,0)(A — £0)dody —
0

ot [oT1(x,y,0) = 1 o0t Ty est la Noyau de la chaleur. De la deuxieme et la troisieme équation du
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systeme ([2.1)) on obtient

/

ot

au"

—4—z5Mﬁ“+ﬂ5§@u—aww%“wxwwu+m+wu»w@u»>

o0

n / k(YUY (x, 6, 1)d8,
0

,6,8) UM (x,0,t n
Co6,8) | Ot B8 _ iy k(@)U (x,6,6), x €0,

aul™
on

20 ot
g (x,0,t) = y(x) U (x,1), x € Q,

(3.22)

=0, t >0 x €9,

u;n)(x,()) = ulO(x)/ uén)(x, 9,0) = uZo(x,Q).

En choisissant m > 0 assez petit tel que Ul(”)(., tg) > me(x), Uz(”)(x, 0,t) > mip(x,0), oit p(x) et

P(x,0) sont des solutions du systeme suivant

4 A_
Agp(x) = 0Ap +p=—"0

(1—eM0)g(x) — (u+v1+ 7(x))(x)

H
+/O k(0)p(x,0)d, x € O,

a"’(a’;'g) — (A k(0)(x,0), xEQ, (3.23)

P(x,0) = v(x)p(x,t), x€Q,

dg(x)

=0, t>0, x € Q.

on

\

Si Ry > 1, alors il existe Ay, > 0 correspondant au vecteur propre positif (o™ (x),p"™ (x,0)). En

réalité meM™

(@™ (x), p"™(x,0)) est une sous-solution du systeme ( En appliquant le principe

de comparaison, on trouve

Ul(”)(x, t) > me)‘mt(p(’”)(x), u&")(x, 0,t) > meAmtglJ(m)(x,@), xeQ, 6,t € R,.

Ensuite Ui”)

(x,t) et Uz(n) (x,0,t) tendent vers l'infini lorsque t — 0o, ce qui est en contradiction avec
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la bornitude de la solution. Donc, il existe € > 0 tel que

limsup S(-, t) > €, limsup U (-, t) > €, pourtout x € Q..
t—rco t—o0

Il découle du ( que U (+,0,t) > el1(0)y(-), pourtout x € Q.

A partir du lemma 2.5/ et du Théoréme nous avons le théoréeme suivant.
Théoreme 3.2. Si Ry > 1, le systeme ( A au moins un stable positif E* = (S*(x), Uj (x), U3 (x,0)),
le systeme (.1)) est uniformément forte persistence dans Dy, en ce sens qu'il existe € > 0, tel que

liminfS(-,t) > ¢, litminful(-,t) > €, li{ninfLIQ(-,G,t) > elI(0)y(+).
—00 —00

t—ro0

De plus, le systeme ([2.1]) a un attracteur globale Ay C A.

Preuve 11. Définir une fonction continue

p: X+ — [0, —|—OO)
p(Z/lo) = minxeﬁ ul(X,O),Z/{O S X+.

Il découle du lemme que 0 1(0,+00) C Dy et a la propriété que p si p(Uy) > 0 au alors Uy € Dy
avec p(Up) = 0, Ensuite p(¥+(Up)) > 0,Vt > 0.p(x) = d(Uy,dDy), Cela signifie que p est une
fonction de distance pour le semi-flot ¥y. E° est isolé et WS (E®) N Dy = @. En conséquence il n'y a

pas de cycle de E "il existe une constante positive €, telle que pour tout Uy € Dy

i > e,V Uy € Dy,
glEily P19) 7 w7 o <

oit w(Uy) est I'ensemble limite oméga de I'orbite {¥ (+)U : t > 0}. Donc
liminf; e Uy (., x) > €4, YUy € Dy. On obtient du Lemme qu’il existe une constante positive
0 < € < ¢ telle que pour tout x € ()

hgl’?fS(.,t) > €, hirgglful(.,t) > €.
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Eq.R.5on obtient
litrninf Uy(.,0,t) > ell(0)y(.).
—00

11 découle de la proposition 2.1|que ¥ (t) n’est point dissipative, montre qu’ existe un attracteur global
attraction tous les points de Dy.Puisque I'ensemble Dy, puisque lensemble A est convexe et la solution
de l'application ¥ (t) est K-contacting (lemma R.5), ¥ (t) est état stable E*(.) € Dy. De plus, le lemme
B.4|implique que E*(.) est un état stable positif du systeme (]2.1]).
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Stabilité globale

4.1 FEtude de la stabilité globale du point d’équilibre avec épi-
démie

Dans cette section, nous étudions la stabilité globale du point d’équilibre ([2.1) lorsque le
taux de traitement est supposé un constante positive 7 ie.,y(x) = -y. Le Théoreme[3.1|implique
que le systeme ([2.I) n"admet pas du point d’équilibre avec épidémie si Ry < 1.Ainsi, il est
facile de voir que (S°,0,0) est 'unique du point d’équilibre sans épidémie de (]2.1) et E* =
(5%, Uy, U5 (0)) est I'unique du point d’équilibre avec épidémie si et seulement si ,B% > (p+

rn+7(1-K),ie,
ﬁé
K

= 1. 4.1
H+V1+’)’(1—/C)> ( )

Ro
qui vérifie le systeme suivant

(

0= A— uS* — BS*UI7,
0= BS*U; — (4 + 11 + U +/0 K(0) U5 (8)d6,

auge(e) = —(p+v2+k(0))Us(0), (4.2)

U;(x,0) = ~yUj.
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S’ensuite alors que

1 A
S*:——’ uf:

Ro 7 (Ro—1), U5(6) = yU;TI(6).

==

Dans ce qui suit, nous construirons des fonctionnelle de Lyapounov appropriées pour étudier

la stabilité globale de 1'unique point d’équilibre avec épidémie.

Théoreme 4.1. Soit R défini dans . Si Ro > 1alors le point d’équilibre avec épidémie indépen-

dant de I'espace 6 = 0,E* est globalement asymptotiquement stable.

Preuve 12. Il découle de la troisieme et quatrieme équations du (4.2) que
U3 (6) = yU;TI(0). (43)

Pour prouver la stabilité globale de E*, on définit

a(0) = /900 k(o)e™ Jo (vatk(@)de g — /900 k(a)%da.

Noter que a(0) > 0 pour tout 6 € (0,00) et (0) = K. On définit

Vs(x,t) = S*g (%) ,

Vu, (x,t) = Ujg (%) .

1

Vin(et) = [ (o) 0)g (e ) .

La fonction g(x) = x —1 —Inx est une fonction de type Volterra et g(x) > 0et g(1) =0

pour x >0
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Ona av. [ [S(xt) s
S _ * x/ o . s
T mns ()]
d N S
_ 5*2
1 (Ss) s*,
i S¥
&
L S*
alors
avs_, s
ds S(x,t)
qul d Ul(x,t) U1
= * —1—In| =
du, — du [Ul{ u; us )|’
d U,
—1— — |U*l
i 400 ()]
— uik
(uy)? *
:1— i Ul,
| Uy
[ 4
=1- || Ui,
| Up
alors
dVU1_ B Uf
dU1 a Ul(x,t)
Posons

fi(x,t) = A —uS(x,t) — BS(x, t)Uy(x, t),
Fa(x,8) = BS(x, Ui (x,£) — (4t +v1 + U (x, ) + /0 k(6)Ua(x, 6, £)de.
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En utilisant 'expression suivante A = BS*U; + uS*, on obtient

%fl - (1 - %) (A= BS(x, t)Uh(x,t) — uS(x,1)),
B (1 - S<Sx*,f)> ((BS™UT + pS*) = BS(x, H)Un (x, 1) — uS(x, t)),

Sx, t)> [1(S* —s(x, 1)) + (BS«U; — BS(x, t)Us(x,1))],

*

(
— (1= g ) S =50 + (1= 5 ) (B = BS(x, D (x,),
(é(;st)) (1(S* — S(x,t)) + BS*U; <1 — %ﬂ) (1 — S(g;t) ulg}’t)) ,

_ (S(x’t)_s*)z %7 7% S* S(x,t)U(x,t)
= 5w AU (1_—S(x,t)> (1— = 1u; )

=

(4.4)

Ensuite, nous avons

De la deuxieéme équation de ([4.2), on obtient

1 00
1
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Nous avons donc

aVulf2 _ ( _ uﬁf )) {BS(x, t)Uy(x,t)
_uliq,t) (55 w +/ )de) /Oook(e)uz(x,e,t)dG}

= — ul X X
~(1- g t)) (B (x, 1)U 1, )

ulgfkt BS* U — /Owk uz(G)dB—l—/Oook(e)uz(x,e,t)de}
B u; st ) Un(x, 1) Ui(x,t) (4.5)
—<1—u1<x WS “1( )
UZ X, 9 t) Ul(x,t)
v [ Ko (5] ue) U )i
= BS(x, t)Uy(x,t) — BS* Uy (x,t) — BS(x, t)U; + BS*U;
UQ x,0, t) Ul(x,t) B Uik UZ(X,Q,t)
v ) wouso (%) T TR TAC R TH () #1)
Ona
Vi, (x, 1) = /Owa(e)U§(e)g (%) 6
et

i Uz(x,(?,t) _i Uz(x,(?,t) 1-In U2
s\ g “a| w )]

[1 1 }allz(xet).

W Uy(x,6,0) ot
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Passons maintenant aux dérives de Vi1, (x, t)

BVU |.

- / 0)Uz. 55 30° (uzf—(g)t)> do
/ < Uz x,0, t)) aUZ(gt’G't)de
_/ < 2 9 t)) {_8Uz(ax6,9,t) _ (y+y2+k(9))u2(x,9/t)}d9 (4.6)

- " ROV (0). (—UZL(I:(E)” _ 1) {—a;ﬁé’ceet;) F (it v+ k(9))} i

Observer que

i Uz(x,(? t)
U0 ) s
Uz (0 2(x,
- <1 - Uz(xﬁ/t)> 960 < Uu; (0)
(W) | MERIUS(0) — Un(x,6,H) 75"
(- man) oy
_ (1_ uz (6) ) dpla(x, 0, 1) U3 (60) — U (x, 0, t)[—(p +v2 + k(0)) U3 (6)]
- Uy(x,0,t) ) Uz (0))2 (4.7)
(WO \ Wxeh U
- _Uz(x,Gt)> U; Ux(x,6,t)
dpla(x, 0, 1)U (60) — U (x, 0, ) [— (p + v2 + Kk(0)) U3 (6)]
’ u; (6)?
. Uz(x,f),t) . 89U2(x,9, t) y
= (% ) Vtitean bk}
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Nous remplagons (4.7) dans et en utilisant I'intégration par partie nous obtenons

) % X,
%\ ) = —/0 a(0)U;. aaeg <Uzu(_(2))t)> %
= —a(0)U3(6)g (%) o=5°
s () 5 s ) do @)
= —a(0)U3(0)g (%) lo=co +(0)U5 (x,0)g (%)
s () g o)) o
Remarquer

55 (8O (0)) = 75a(0).U5(6) +a(60)- 35U (0)

= [a(6) (u +v2 +k(6)) — k(0)] .U3(6)

(4.9)
+a(0).[— (n+v2a+k(6)) U]
= —k(0)U;(6),
et
2(0) = /Ooo K(0)T1(8)d6, U (x,0) = yU;, Un(x,0,t) = yUs (x, b). (4.10)

Nous remplagons {@.9) et @.10) dans [@.8), nous obtenons

vy,
ot

o = o) (BEED )

+yUf /0 T K(0)11(0)do.g (Ul gz t))
s (%) K(8)U; (6)de.

Vs,  dVsds  dV S Vs

ot | @D = G5 gr — g5 OASTA) = (1 s(x,t)>5A5+ as v
avu dVy, au,  dv, s vy,

e = dl; of  dlu (0AUL + fo) = (1 - Uy (x, t) OALL + du, f2
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En ajoutant ces termes ensemble, on obtient

Vs vy, oV, |
ot ot ot )1&d

= (1 = ﬁ) SAS(x, t) — ”(S(g’(?,t_) S psu (1 ~ %) (1 = S(g;t) ul&’}'t))

u* * * X7 T%
+ (1 — m) SAUL(x, 1) + BS(x, t)Uy (x,t) — BS* Uy (x, 1) — BS(x, t)UT + BS*U;

o0 Up(x,0,t) Uy(x,t) uy U(x,0,t)
+/O k(@)UZ(G)( 2@(6) - 1u; - GoD 2u;(9) -|—1)d6.

~s0)5 0 (B Yo+t [ k@O ()

[ (B8 oo
= (1 - %) SAS(x,t) —

| (2 _Sthy Sth W S5
BS*U [(S 1)(1 s*‘u;)' e R A 1}
Uu: UZ(X,Q,f)
+(1- )5AU x,t) —a(0)U; (). (——————) oo
(1= gy ) oaun et — a0yt o) (s ) I

U, u Ul
e s S SIS T
(@ TR
S* u
=(1—-———)sA t 1— 1 SA t
( s<x,t>) S(’”*( u1<x,t>) U (x 1)

uS(x,t) =S8 (S S(x, 1)
_ - BS ul(s@;ﬂ__2+_ = )

S(x/ t)
o % uy u2(x, 0, t)
_/0 k(0)U5(0)g (ul(;,t) us(0) >d9

(@)U 0)g (2 ) oo

<5 {(1 _ %) AS(x, 1) + (1 - %M)) Aul(x,t)] iz,

(4.11)
On définit
V() = /Q (Vs(x, ) + Vig, (x, £) + Vi, (%, 1)) dx. 4.12)
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Ensuite

dV(t) / (E)VS aVul BVUZ)
=2\ — d
| @) A - + x

TR TRIT
< / 5 (1 _ %t)) AS(x,t) + (1 _ %M)) Aul(x,t)} dx.

/AS (x,1) /Qs(i t)AS(x,t)jL/QALIl(x,t)—/Qult[it)Aul(x,t)].

aS S* ol u; }
@2 [ 2 s 9 / AU (x, 1) .
/aQ on /Q S(x,t) () + 20 N o Ui(x,t) 1)

On a la condition de Neumann % = 95 =0, dons
on on

—5/0 [(%) AS(x,t) + (ﬁ) Aul(x,t)]

—5/0 5* (S(i t)) AS(x,t) + U (ﬁ) AU (x, t)} .

En utilisant I'intégration par partie on peut écrire

IN
>,

~ ‘
~~

2
|

IN

v (1) 1 1
i @< {‘su_t) R R e
1 ol 1
UG D) an o0 UG [ AU, <u1'<x,t>>2} .

2
OnaAS(x,t) = i, <M> donc

i 2
( / S* " [ 9S(x,t) oy (x, t)
) < =6 —— dx + dx <0
(S(x,1))? Jg 0x; )? ]Z ax]
i (4.13)
et d‘g—g) < Qetde (4.11)) et (}4.13)), L'égalité est valable si et seulement si

S(x,t) =S", Up(x,t) =Uj et Uy(x,0,t) = U;(H).

il s’ensuite alors que le plus grand sous-ensemple positif de {(S, Uy, Up) € Ao : dV (t)/dt = 0} est le
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singleton {E*} ,on obtient que E* attire toutes les solutions de (2.1)). et donc I'etat stationnaire E* est

globalement asymptotiquement stable.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié un modéle d’épidémie structuré en age avec diffu-
sion.
Dans ce modele, la propagation de héroine sont déterminées par le coefficient de diffusion J,
et la probabilité qu'un toxicomane en traitement k(6) avec I’age du traitement 6. Le nombre
de reproduction de base R de notre modele ( [2.1)) a été trouvé par sa définition. Si Ry < 1;
le systéme ( a une unique point d’équilibre sans épidémie E° = (S°,0,0). En prouvant sa
stabilité locale et son attractivité globale, nous avons donc établi la stabilité globale de EY, ce
qui imlique que I'épidémie disparaitra finalement lorsque Ry < 1.
Quand Ry > 1,le systeme ([2.1)) a une unique point équilibre E* = (%%, %(Ro —1),yU;TI(0)).
En appliquant la théorie du semi-groupe intégrale et en construisant une fonction de Lyapu-

V(t)
dt
plus grand sous -ensemble positif de {(S, U, Uy) € Ag : dV (t)/dt = 0} est le singleton {E*}.

nov, et calculer et appliques le principe d’invariance de laSalle il s’ensuit alors que le

on obtient cette E* attire toutes les solutions de modele. 1’etat stationnaire E* est globalement

asymptotiquement stable.
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