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Résumé 

L’objectif de ce travail est d’étudier l'existence locale de la solution d'un 

problème non linéaire de type hyperbolique, en utilisant la méthode 

Faedo-Galerkin, l'existence d'une solution faible unique est établie sous 

des hypothèses appropriées sur les exposants variables. Nous preuvons 

également l'explosion en temps fini des solutions. 

Mots clés : équations des ondes, existence et unicité, Faedo-Galerkin, 

explosion.  

 



 

 

Abstract 

The objective of this work is to study the local existence of the solution 

of a nonlinear problem of hyperbolic type, using the Faedo-Galerkin 

method, the existence of a unique weak solution is established under 

appropriate assumptions on the variable exponents. We also prove the 

explosion in over time of solutions. 

Key words: Wave equation, existence and uniqueness, Faedo–Galerkin, 

blow-up. 

 



 

 

 ملخص

الهدف من هذا العمل هو دراسة الوجود المحلي لحل مشكلة غير خطية من النوع القطعي، 

من خلال الافتراضات  وحيد، يتم إنشاء حل ضعيف Faedo-Galerkinباستخدام طريقة 

 .نثبت أيضًا الانفجار في الحلول بمرور الوقت .المناسبة على الأس المتغير

 .الانفجار ,فايدو قلاركينج ,الوجود والوحدانية ,الامواجمعادلة :  الكلمات المفتاحية
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Introduction
Ces dernières années, une grande attention a été accordée à l’étude de modèles mathématiques

non linéaires d’équations hyperboliques, paraboliques et elliptiques avec des exposants variables

de non-linéarité. Par exemple, modélisation de phénomènes physiques tels que les écoulements

de fluides électro-rhéologiques ou à viscosité dépendante de la température, viscoélasticité non

linéaire, procédés de filtration grâce à un support poreux et un traitement d’image.

Il y a quelques travaux concernant les équations avec des exposants variables de non-linéarité.

Mentionnons certains de ces problèmes.

Par exemple, Antontsev [7] a étudié le problème suivant8>><>>:
utt = div(a(x; t)jrujp(x;t)�2ru) + ��ut + b(x; t)juj�(x;t)�2u+ f(x; t); dans 
� (0; T ) ;
u(x; t) = 0; sur @
� (0; T ) ;
u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = u1(x); dans 
:

et a prouvé l’existence et l’explosion de solutions faibles avec une énergie initiale négative dans

des conditions appropriées sur les fonctions a; b; f; p; �. Alaoui et autres [22] ont considéré l’équa-

tion de la chaleur non linéaire suivante8>><>>:
ut = div(jrujm(x)�2ru) = jujp(x)�2u+ f; dans 
� (0; T ) ;
u(x; t) = 0; sur @
� (0; T ) ;
u(x; 0) = u0(x); dans 
:

où 
 est un domaine borné dans Rn avec une frontière régulière @
. Dans des conditions ap-

propriées sur m et p et pour f = 0, ils ont montré que toute solution avec une donnée initiale

non triviale explose en un temps fini. Ils ont également donné un exemple numérique à deux

dimensions pour illustrer leur résultat. Yunzhu Gao et Wenjie Gao [18] ont étudié une équation

viscoélastique non linéaire à variable exposants. Ils ont prouvé l’existence de solutions faibles en

utilisant la méthode Faedo-Galerkin sous des hypothèses appropriées.

Autuori et autres [10] ont examiné un système de Kirchhoff non linéaire en présence de l’opérateur
�!p (x; t) Laplace, une force non linéaire f(t; x; u) et un terme d’amortissement non linéaire Q =

Q(t; x; u; ut). Ils ont établi un résultat global de non-existence sous des conditions sur f;Q; p. Nous

renvoyons le lecteur à Antontsev [6; 7] et Galaktionov [19] pour plus de problèmes impliquant les

non-linéarités à exposants variables.

Par exemple, Guo et Gao [17] ont examiné le même problème d’Antontsev [8] et ont établi plu-

sieurs résultats d’explosion pour certaines solutions associées à une énergie initiale négative. Pré-

cisément, ils ont pris � (x; t) = r > 2 une constante, et ont établi un résultat d’explosion en temps
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fini. Pour le cas � (x; t) = r (x), ils ont revendiqué le même résultat d’explosion, mais aucune

preuve n’a été donnée. Ce travail est considéré comme une amélioration de celui d’Antontsev [8]:

Dans les travaux de Sun et autres, [36] ils se sont penchés sur l’équation suivante

utt � div (a (x; t)ru) + c (x; t)ut jutjq(x;t)�1 = b (x; t)u jujp(x;t)�1 :

Dans un domaine borné, avec des conditions aux limites de Dirichlet, et a établi un résultat

d’explosion pour des solutions à énergie initiale positive. Ils ont également donné des limites

inférieures et supérieures pour le temps d’explosion et ont fourni des illustrations numériques

pour leur résultat.

Ferreira et Messaoudi [16] ont étudié une équation de plaque viscoélastique non linéaire avec une

perturbation d’ordre inférieur d’un opérateur �!p (x; t)-Laplacien de la forme

utt +�
2u���!p (x;t)u+

Z t

0

h (t� s)�u (s) ds��ut + f (u) = 0:

où

��!p (x;t)u =
nX
i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����pi(x;t)�2 @u@xi

!
; �!p = (p1; p2; :::; pn)T :

et h � 0 est un noyau mémoire qui décroît à une vitesse générale et f est une fonction non

linéaire. Ils ont prouvé un résultat général de décroissance sous des hypothèses appropriées sur

h, f et l’opérateur variable-exposant �!p (x; t)-Laplacien.

Récemment, Messaoudi et Talahmeh [32] ont étudié

utt � div
�
jrujm(x)�2ru

�
+ �ut = jujp(x)�2 u; (P)

avec des conditions aux limites de Dirichlet et pour � � 0. Ils ont prouvé un résultat d’explosion

pour certaines solutions avec une énergie initiale positive arbitraire. Ce résultat généralise celui

de Korpusov [24] établi pour (P ), avec des constantes m et p. Gao Y et Gao W [18] ont étudié

une équation viscoélastique non linéaire avec des exposants variables et ont prouvé l’existence de

solutions faibles en utilisant la méthode Faedo-Galerkin sous des hypothèses appropriées.

Autuori et autres [10] se sont penchés sur un système de Kirchhoff non linéaire en présence de

l’opérateur �!p (x; t)-Laplace, d’une force non linéaire f(t; x; u), et d’un terme d’amortissement non

linéaire

Q = Q (t; x; u; ut).Ils ont établi un résultat global de non-existence dans des conditions conve-

nables sur f , Q, p. Pour plus de résultats concernant l’explosion des problèmes hyperboliques,
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nous renvoyons le lecteur aux travaux d’Antontsev et Ferreira [2] et au livre d’Antontsev et Shma-

rev [3].

Position de notre problème

Dans ce travail nous avons traité le problème hyperbolique non linéaire suivant8>><>>:
utt ��u+ aut jutjm(:)�2 = bu jujp(:)�2 , dans 
� (0; T ) ;
u (x; t) = 0, sur @
� (0; T ) ;
u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; dans 
:

(1)

Soit 
 un domaine borné dans Rn avec une frontière régulière @
, où a; b � 0 sont des constantes

et les exposants m (:) et p (:) des fonctions mesurables sur 
 satisfaisant

2 6 q1 6 q (x) 6 q2 6
2n

n� 2 ; n � 3: (2)

avec

q1 := ess inf
x2


q (x) ; q2 := ess sup
x2


q (x) :

et la condition de continuité de log-Hölder :(
jq (x)� q (y)j 6 � A

logjx�yj ;

pour p.p. x; y 2 
; avec jx� yj < �; A > 0; 0 < � < 1:
(3)

Dans le cas où m, p sont des constantes, l’existence locale, globale et le comportement pour long-

temps ont été considérés par de nombreux auteurs. Par exemple en l’absence du terme d’amortis-

sement aut jutjm�2 ; le terme de source bu jujp�2 provoque l’explosion en temps fini des solutions

avec une énergie initiale négative [11; 27]. Pour b = 0 il est connu que le terme d’amortissement

aut jutjm�2 assure l’existence globale des données initiales arbitraires [21; 23].

L’interaction entre l’amortissement et les termes sources a d’abord été considérée par Levine

[27; 38]. Il a discuté sur le cas où m = 2 et a établi l’explosion en temps fini pour les solutions

d’énergie initiale négative. Georgiev et Todorova [20] a généralisé le résultat de Levine sur le cas

situation où m > 2 en introduisant une technique différente. Levine et autres [26] a prolongé

le travail précédent à des domaines illimités. Ils ont prouvé que toute solution à énergie initiale

négative explose en un temps fini, si p > m. Messaoudi [31] a prouvé que toute solution d’énergie

initiale négative explose en un temps fini.
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Notre mémoire se compose de trois chapitres :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre nous rappelons les principaux notions dont nous aurons besoin ;

commençons par les espaces topologiques, les espaces de Lebesgue et espace de sobolev, les

espace de sobolev avec des exposants variables et finalement nous présentons les inégalités né-

cessaires qui sont utilisées dans ce mémoire avec quelques théorèmes utiles.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre nous étudions l’existence locale de la en utilisant la méthode de

Faedo-Galerkin et la méthode de point fixe.

Nous considère le problème de valeur limite initiale suivant :

utt ��u+ aut jutjm(:)�2 = bu jujp(:)�2 ; dans 
� (0; T ) :

avec la condition initiale

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; dans 
:

et la condition aux bords

u (x; t) = 0; sur @
� (0; T ) :

Et nous allons montrer que le problème admet une solution locale unique u par la méthode de

Faedo-Galerkin, cette méthode consiste à une approximation de la solution, ensuite on obtient

une estimation à priori nécessaire pour garantir la convergence de cette approximation. Comme

la solution existe pour le problème (2:2), nous allons utiliser le théorème de l’application contrac-

tante pour montrer l’existence locale des solutions faibles pour le problème (1) :

Chapitre 3 : Nous allons montrer l’explosion de la solution en temps fini.
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Notations


 : Ouvert borné de Rn.
@
 : Frontière régulière.

ru : Gradient de u.

�u : Laplacien de u.

m; p : Fonctions mesurables.

m : m (x).

u : u (x; t).

vj : vj (x).
@u
@�
: La dérivée normale de u sur @
.

@u
@t
: Le dérivé partiel de u par rapport à t.

p.p.: La convergence presque partout.

!: La convergence forte.

*: La convergence faible.

D (
) : Espace des fonctions différentiables avec support compact 
.

D0 (
) : Espace de distribution.

Ck (
) : Espace des fonctions différentiables continûment k fois dans 
.

C0 (
) : Espace des fonctions continues nulles sur la frontière de 
.

H : Espace de Hilbert.

H1
0 = W 1;2

0 :

Hm
0 (
) =Wm;2

0 (
) :

H�m (
) = (Hm
0 (
))

0 = W�m;2 (
) :

Lp(:) (
) : Espace de Lebesgue avec un exposant variable p (:).

W�1;p0 (:) (
) : Dual de W 1;p(:) (
).

XT : Espace de Banach.

E (t) : Ènergie.

T � : Temps d’explosion.

%p(:) (u) =
R


ju (x)jp(x) dx.
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre est consacré aux rappels, nous avons introduit les notions essentielles nécessaires à

la compréhension des énoncés qui forment le thème de notre mémoire. Ces rappels concernent

les espaces topologiques, les espaces fonctionnels et les espaces sobolev Lebesgue et sobolev avec

des exposants variables et quelques inégalités et des théorèmes importants.

Notons par x = (x1; x2; :::; xn) le point générique d’un ouvert 
 de Rn. Soit u une fonction définie

de 
 à valeurs dans R, on désigne par Diu (x) = @u
@xi

la dérivée partielle de la fonction u par

rapport à xi:Définissons aussi le gradient et le Laplacien de u, respectivement comme suit

ru =
�
@u

@x1
;
@u

@x2
; :::;

@u

@xn

�T
et jruj2 =

nP
i=1

���� @u@xi
����2 ;

�u (x) =
nP
i=1

@2u (x)

@x2i
=

�
@2u

@x21
;
@2u

@x22
; :::;

@2u

@x2n

�
(x) :

On notera par C(
) l’espace des fonctions continues de 
 à valeurs dans R; (C(
))m est l’espace

des fonctions continues de 
 à valeurs dans Rm; Pour k � 1 entier, CK(
) est l’espace des fonc-

tions u qui sont K fois dérivables et dont la dérivée d’ordre K est continue sur 
:

1.1 Espaces Topologique

Espace normé

Définition 1.1 [39] On appelle norme sur un espace vectorielle E une application de E dans R+ telle

que : (si on note kuk la nome de u).

1) kuk = 0 () u = 0:

7



Chapitre 1. Préliminaires

2) ku+ vk � kuk+ kvk, 8u; v 2 E (inégalité triangulaire).

3) k�uk = j�j kuk, 8u 2 E, 8� 2 R ou C:

Remarque 1.1 [39] (E; k:k) est un espace normé.

Remarque 1.2 [39] Une application de E dans R+ appelée une semi norme si elle satisfait les pro-

priétés (2) et (3).

Définition 1.2 [39]
�
Equivalence des normes

�
Soit k:k1et k:k2 deux normes sur V on dit que ces deux normes sont équivalentes s’il existe deux

constantes c1,c2 strictement positives telles que :

8u 2 V; c1 kuk1 � kuk2 � c2 kuk1 :

Proposition 1.1 [39] Soit k:k1 et k:k2 deux normes équivalentes sur V; on a l’équivalence

un converge vers u pour la norme k:k1 () un converge vers u pour la norme k:k2 :

Définition 1.3 [39]
�
Suite de Cauchy

�
Soit (E; k:k) espace normé et un une suite d’éléments de E telle que :

8" > 0; 9 n0 (") ; 8n;m � n0 =) kun � umk < ":

La suite un s’appelle une suite de Cauchy.

Définition 1.4
�
Espace complet

�
Soit E un espace vectorielle, on dit que E est un espace complet si toute suite de Cauchy un de l’espace

E est convergent vers un élément u de E:

Espace de Banach

Définition 1.5 (Espace de Banach).

Soit (E; k:k) un espace Normé, on dit que E est un espace de Banach si E est un espace complet c-à-d

toute suite de Cauchy de l’espace E est convergente vers un élément u de E.

Espace de Hilbert

Définition 1.6 [39] (Produit scalaire)

Soit E un espace vectoriel, on appelle application de E �E dans le corps K = C définit par h:; :i est

un produit scalaire si :

1) hu; vi = hu; vi pour tout u; v 2 E.

1.1. Espaces Topologique 8



Chapitre 1. Préliminaires

2) h�u1 + u2; vi = � hu1; vi+ hu2; vi pour tout u1; u2 et v 2 E, et � 2 C.

3) hu; �vi = � hu; vi pour tout � 2 C.

4) hu; ui � 0 et hu; ui = 0 () u = 0:

Définition 1.7
�
Espace de Hilbert

�
Un espace de Hilbert est un espace de Banach ((E; k:kE) espace normé complet) muni d’un produit

scalaire pour la norme associée :

kukE = hu; ui
1=2 (i.e) kuk2E = hu; ui :

Définition 1.8 [39]
�
Syst�eme orthonorm�e

�
Soit E un espace de Hilbert, la suite fengn�1 est appelée un système orthonormé si

hen; emi = �n;m =

(
1; si n = m;

0; si n 6= m:

1) Si en?em on dit que le système fengn�1 est orthogonal.

2) Si le système fengn�1 est orthogonal alors le système
n

en
kenk

o
n�1

est orthonormé.

Définition 1.9 (Base hilbertienne)

Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire h:; :i On appelle base Hilbertienne (dénombrable)

de E une famille dénombrable fengn�1 d’éléments de E qui est orthonormée pour le produit scalaire

et telle que l’espace vectoriel engendré par cette famille est dense dans E:

Définition 1.10
�
Espace S�eparable

�
Un espace vectorielle normé qui contient une partie dénombrable dense est dit espace Séparable.

Théorème 1.1 Toute espace de Hilbert Séparable admet une base Hilbertienne.

Proposition 1.2 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire h:; :i, soit (en)n�1une base

Hilbertienne de E, il existe une suite unique (un)n�1 définie par

un = (u; en);

telle que la somme partielle
Pp

n=1 unen converge vers u quand p tends vers l’infinie.

De plus on a

kuk2 = hu; ui =
X
n�1

j(u; en)j2 :

alors, on écrit

u =
X
n�1

(u; en) en:

1.1. Espaces Topologique 9



Chapitre 1. Préliminaires

1.2 Espaces fonctionnels

Dérivée faible

Définition 1.11 [35]
�
D�eriv�ee faible

�
Soit 
 un ouvert de Rn; et 1 � i � n, u 2 L1loc(
) une fonction à une i-ème dérivée faible dans L1loc(
)

s’il existe fi 2 L1loc(
) telle que pour toute ' 2 C10 (
) on ait :Z



u (x) @i' (x) dx = �
Z



fi (x)' (x) dx:

Cela revient à dire que fi est la i-ème dérivée de u 2 L1loc(
) au sens des distributions ;on écrira :

@iu =
@u

@xi
= fi:

Espace W 1;p(
)

Définition 1.12 [35]
�
Espace W 1;p(
)

�
Soit 
 un ouvert quelconque de Rn; et p 2 R, 1 � p � +1, l’espace W 1;p (
) est défini par :

W 1;p(
) = fu 2 Lp (
) ; tel que @iu 2 Lp (
) ; 1 � i � ng :

où @i est est la i-ème dérivée faible de u 2 L1loc(
).
On pose

H1 (
) =W 1;2 (
) :

Définition 1.13 [35]
�
Espace H1

0 (
)
�

Soit 
 un ouvert de Rn,
1) On appelle H1

0 (
) l’adhérence de C1c (
) dans H1 (
), ce qu’ on note aussi

H1
0 (
) = C1c (
)

H1(
)
:

2) Pour m > 0 et 1 � p < +1, on définit le sous espace Wm;p
0 (
) de Wm;p(
) comme l’adhérence de

C1c (
) dans

Wm;p(
) : Wm;p
0 (
) = C1c (
)

Wm;p(
)
:

et le produit scalaire de W 1;2
0 (
) est défini par

(u; v)W 1;2(
) =

Z



(uv +rurv) dx;

= (u; v)L2(
) + (ru;rv)L2(
) :

1.2. Espaces fonctionnels 10
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Espace de Sobolev Wm;p (
)

Définition 1.14 [35]
�
Espace Wm;p(
)

�
Soit 
 un ouvert de Rn, m � 2 et p 2 R, 1 � p � 1, l’espace Wm;p(
) est défini par

Wm;p(
) = fu 2 Lp (
) , tel que D�u 2 Lp (
) , 8�, j�j � mg :

Où � = (�1; �2; :::; �N) 2 Nn, j�j =
nP
i=1

�i = �1+�2+ :::+�n et D�u = @�11 :::@
�n
n est la dérivée faible

de u 2 L1loc (
).
L’espace Wm;p(
) est muni de la norme

kukWm;p(
) = kukLp(
) +
P

0<j�j�m
kD�ukL2(
) :

Définition 1.15 [35] On note par Wm;p
0 (
) est l’espace fermé de D(
) dans Wm;p(
).

Définition 1.16 [35] Si p = 2, on note par Wm;2(
) = Hm (
) et Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) muni par la

norme

kukHm(
) =

0@X
j�j�m

�
k@�ukL2(
)

�21A 1
2

;

tel que Hm(
) espace de Hilbert, avec le produit scalaire

hu; viHm(
) =
X
j�j�m

hD�u;D�viL2(
) =
X
j�j�m

Z



@�u@�vdx; pour tout u; v 2 Hm (
) :

Proposition 1.3 [35]

1) Les espaces Wm;p(
) sont des espaces de Banach.

2) Si m � m0, Hm(
) ,! Hm0
(
), avec injection continue.

3) Si m = 0 on a W 0;p(
) = Lp(
).

Lemme 1.1 Comme D(
) est dense dans Hm
0 (
), nous identifions un dual H�m(
) de Hm

0 (
) dans

un sous-espace fermé sur 
, on trouve

D(
) ,! Hm
0 (
) ,! L2 (
) ,! H�m(
) ,! D0(
):

Définition 1.17 [35]
�
Int�egration par partie

�
Soit (u; v) 2 H1(
), pour tout 1 � i � n on aZ




@u

@xi
vdx = �

Z



@u

@xi
udx+

Z
@


uv�id�;

où �i (x) = cos(�; xi) est le cosinus directeur de l’angle compris entre la normale extérieure à @
 au

point et l’axe des xi:

1.2. Espaces fonctionnels 11
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Lemme 1.2 [35]
�
formule de Green

�
Pour tout u 2 H2 (
), v 2 H1 (
) on a :Z




�uvdx =

Z



ru:rvdx�
Z
@


@u

@�
vds:

où est @u
@�

la dérivée normale de u sur @
:

1.3 Espaces de Lebesgue Lp, L1 et L2

Définition 1.18 [35]
�
Espace Lp (
)

�
Soit 
 un ouvert de Rn et 1 � p <1.

On définit l’espace des classes de fonctions Lp(
) par

Lp (
) =

�
u : 
! R; u mesurable et

Z



ju (x)jp dx <1
�
:

est muni de la norme

kukLp(
) =
�Z




ju (x)jp dx
� 1

p

:

Lorsque p =1, on a la définition suivante :

Définition 1.19 [35]
�
Espace L1 (
)

�
Soit 
 un ouvert de Rn:On définit aussi l’espace L1 (
) par

L1 (
) = fu : 
! R; u mesurable et 9c > 0; telle que ju (x)j < c, p.p sur 
g :

Il sera muni de la norme du sup-essentiel

kukL1(
) = kuk1 = ess sup
x2


ju (x)j = inf c : f ju (x)j < c p.p sur 
g :

Proposition 1.4 [35] Lp (
) muni de la norme k:kLp(
) est un espace de Banach, pour tout 1 � p �
1.

Proposition 1.5 [35] L1 (
) muni de la norme k:kL1(
) est un espace de Banach.

pour p = 2, on a le lemme suivante :

Lemme 1.3 [35] Soit 
 un ouvert de Rn;
l’espace L2(
) est définit par

L2 (
) :=

(
u : 
! R; u mesurable sur 
 et

�Z



juj2 dx
� 1

2

<1
)
:

1.3. Espaces de Lebesgue Lp, L1 et L2 12
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est un espace de Hilbert muni de la norme suivante

kukL2(
) = kuk2 =
�Z




ju (x)j2 dx
� 1

2

:

et de produit Scalaire

hu; viL2(
) =
�Z




uvdx

�
pour tout u; v 2 L2 (
) :

Remarque 1.3 [35] L2 (
) est un espace de Hilbert.

Définition 1.20 Soit E un espace de Banach 1 � p � 1 et [0; T ] un intervalle de R: On appelle

espace de Lebesgue à valeurs dans E et on note Lp ((0; T ) ;E) l’espace des fonctions u :]0; T [! E,

mesurable qui vérifient :

i) Si 1 � p � 1; kukLp((0;T );E) =
�R T

0
ku (x)kp dx

� 1
p
<1:

ii) Si p =1; sup essx2]0;T [ ju (x)j <1:

Définition 1.21 Nous fixons

L1 ((0; T ) ;E) =

(
u : ]0; T [! E; u est mesurable et il y a une constante C

tel que sup essx2]0;T [ ku (x)kE � C:

)

1.4 Les espaces Sobolev Lebesgue et Sobolev avec des expo-

sants variables

Soit P : 
! [1;1] une fonction mesurable. Où 
 est un domaine de Rn:
1) Nous définissons l’espace de Lebesgue avec un exposant variable p par

Lp(x) (
) :=
�
u : 
! R; mesurable dans 
 : %p(x) (�u) <1; pour certains � > 0

	
:

où

%p(x) (u) =

Z



ju (x)jp(x) dx:

equipé de la norme de type luxembourg suivante :

kukp(x) := inf
(
� > 0 :

Z



����u (x)�
����p(x) dx � 1

)
:

Lp(x) (
) est un espace de Banach [25].

1.4. Les espaces Sobolev Lebesgue et Sobolev avec des exposants variables 13
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2) Nous définissons l’espace de Sobolev à exposant variable W 1;p (
) comme suit :

W 1;p(x) (
) :=
�
u 2 Lp(x) (
) tels que ru existe et jruj 2 Lp(x) (
)

	
:

Cet espace est un espace de Banach par rapport à la norme :

kuk
W

1;p(x)
0 (
)

= kukp(x) + krukp(x) :

on pose W
1;p(x)
0 (
) à soit la fermeture de C10 (
) dans W 1;p(x)(
). De plus, nous définissons

W
1;p(x)
0 (
) est généralement définie d’une manière différente pour le cas d’exposant variable.

Le dual de W 1;p(x) (
) est défini comme W�1;p0(x) (
) :

Lemme 1.4 [25]:Soit 
 un domaine borné de Rn et p (:) vérifie (3) ; alors

k u kp(x)� C k ru kp (x); pour tout u 2 W 1;p(x)
0 (
) :

où la constante positive dépend de 
, p1; p2. En particulier, l’espace W 1;p(x)
0 (
) a une norme équiva-

lente donnée par

kuk
W

1;p(x)
0 (
)

= krukp(x) :

Lemme 1.5 [25]: Si p : 
! [1;1) est une fonction mesurable et

2 � p1 � p (x) � p2 <
2n

n� 2 ; n � 3:

puis l’injection H1
0 (
) ,! Lp(:)(
) est continue et compacte.

Lemme 1.6 [25]:Si p (x) : 
 ! [1;1) est une fonction mesurable avec p2 < 1; alors C10 (
) est

dense dans Lp (
) :

Lemme 1.7 (L’inégalité de Hölder [25]) : Soit p; q; s � 1 des fonctions mesurables définies sur 
 telles

que
1

s (y)
=

1

p (y)
+

1

q (y)
, pour p.p. y 2 
:

Si f 2 Lp(:) (
) et g 2 Lq(:) (
) ; alors fg 2 Ls(:) (
) et

kfgks(x) � 2 kfkp(x) kgkq(x) :

Lemme 1.8 (Propriété de la boule d’unité [25]) : Soit p une fonction mesurable sur 
. Puis

kfkp(x) � 1 si et seulement si %p(x) (f) � 1:

Lemme 1.9 [25]:Si p est une fonction mesurable sur 
 satisfaisant (2), alors pour p.p x 2 
, nous

avons :

min
n
kukp1p(x) ; kuk

p2
p(x)

o
� %p(:) (u) � max

n
kukp1p(x) ; kuk

p2
p(x)

o
:

pour tout u 2 Lp(:) (
) :

1.4. Les espaces Sobolev Lebesgue et Sobolev avec des exposants variables 14
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1.5 L’injection continue et compacte

Application linéaire

Définition 1.22 Soient (E; k:kE) et (F; k:kF ) deux espaces de Banach tels qu’il existe une applica-

tion linéaire injective de E dans F , cette application permet de considérer E comme un sous espace

vectoriel de F et on notera E ,! F ou E � F .

On dira que cette inclusion est :

1) Continue : S’il existe une constante C > 0 telle que kukF � C kukE et on notera E ,!continue F:

2) Compact : Si pour toute suite bornée dans E (pour la norme de E) on peut extraire une sous-suite

qui converge dans F (pour la norme de F ) et on notera E ,!compact F:

3) Dense : Si pour tout u 2 E il existe une suite (un)n2N � E telle que limn!1 un = u(la convergence

étant pour la norme de F ).

Théorème 1.2 Si E est injecte continue de F alors F � injecte continue de E�

E ,!continue F ) F � ,!continue E
�:

Théorème 1.3 Une injection est compacte alors elle est aussi continue.

Quelques définitions de la convergence

Définition 1.23 Soit un une suite dans L(E;F ) et soit u 2L(E;F ), on dit que la suite un converge

vers u;

1) Uniformément (en norme) si : limn�!1 kun � uk = 0; est on écrit un �! u:

2) Fortement si : 8x 2 E; limn�!1 kunx� uxk = 0; est on écrit un �! (s)u:

3) Faiblement si : 8x 2 E; 8L 2 F � limn�!1 L (unx) = L (ux) est on écrit un �! (w)u ou F � est

le dual de F .

Proposition 1.6 La convergence uniforme entraine la convergence forte, et la convergence forte en-

traine la convergence faible.

Définition 1.24
�
Convergence faible dans un espace de Hilbert

�
Soit E une espace de Hilbert, une suite (un)n2N de E converge faiblement vers u si :

8y 2 E; lim
n�!1

hxn; yi = hx; yi :

Théorème 1.4 Toute suite bornée de E, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente.

1.5. L�injection continue et compacte 15
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1.6 Quelques Inégalités utiles

Lemme 1.10 [35](Inégalité de Cauchy-Schwartz)

Soit 
 une ouvert de Rn (
 � Rn) :

8u; v 2 L2 (
)
����Z



uvdx

���� � Z



juvj dx �
�Z




juj2 dx
� 1

2
�Z




jvj2 dx
� 1

2

;

(i:e) : kuvkL1(
) � kukL2(
) kvkL2(
) :

Lemme 1.11
�
In�egalit�e de H�older

�
Soit p un nombre avec 1 � p � 1 et soient f 2 Lp (
), g 2 Lq (
), jfgj 2 L1 (
) et p; q > 0 telle

que :1
p
+ 1

q
= 1:

alors on a :

kfgkL1(
) � kfkLp(
) kgkLq(
) :

Lemme 1.12
�
In�egalit�e de Y oung

�
(g�en�eralis�e)

Soit " > 0 alors 8 (a; b) 2 R2 on a :

jabj � " jajp + c" jbjq :

où p et q sont strictement positifs liés par la relations :
�
1
p
+ 1

q
= 1
�

et c (") = 1
q
("p)

�q
p :

Lemme 1.13
�
In�egalit�e de Y oung avec "

�
Pour tout " > 0 et (a; b) 2 R2 on a :

" > 0 ab � a2

2"
+
"b2

2
:

D’autre écriture de inégalité Young avec "

Pour tout " > 0 et (a; b) 2 R2 on a :

jabj � 1

p
j"ajp + p� 1

p

����b"
���� p
p�1

; 8p > 1:

Lemme 1.14 [35]
�
In�egalit�e de Poincar�e

�
Si 
 est un ouvert borné de Rn, il existe une constante c telle que pour toute u 2 W 1;p

0 (
) :

kukLp(
) � c krukLp(
) .

En particulier krukLp(
) est une norme équivalente à celle de W 1;p
0 (
) :

1.6. Quelques Inégalités utiles 16
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1.7 Méthodes d’existence

Ici, on énonce le théorème du point fixe qui s’appelle le théorème de l’application contractante.

On utilise ce théorème pour prouver l’existence et l’unicité de la solution de notre problème non

linéaire.

Définition 1.25 Soit f : E ! E est une application d’un espace métrique E : Le point u est un

point fixe de f si

f(u) = u:

Définition 1.26 Soit (E; dE) et (F; dF ) deux espaces métriques. L’application ' : E ! F est appelée

contraction s’il existe une constante positive C < 1 telle que :

dF ('(u); '(v)) � CdE(u; v):

Théorème 1.5 [39]
�
Th�eor�eme de point fixe pour application contractante

�
Soit (E; d) un espace métrique complet. Si ' : E ! E est un contraction, alors ' admet un point fixe

unique.

Théorème 1.6 [39]
�
Th�eor�eme de point fixe de Banach

�
Soit (E; d) un espace métrique complet, et f : E ! E une application contractante, c’est-à-dire qu’il

existe k 2 [0; 1[ tq pour tout (x; y) 2 E;

d (f (x) ; f (y)) � kd (x; y) :

alors f possède un unique point fixe l.

1.7. Méthodes d�existence 17
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Existence et unicité de de solution d’une

équation hyperbolique non-linéaire

Dans ce chapitre, nous allons démontrer l’existence locale, en utilisant la méthode de Faedo-

Galerkin et le théorème de l’application contractante.

Nous avons traité le problème hyperbolique non linéaire suivant8>><>>:
utt ��u+ aut jutjm(:):�2 = bu jujp(:)�2 , dans 
� (0; T ) ;
u (x; t) = 0; sur @
� (0; T ) ;
u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; dans 
:

(2.1)

Soit 
 un domaine borné dans Rn avec une frontière régulière @
, où a; b � 0 sont des constantes

et les exposants m (:) et p (:) des fonctions mesurables sur 
 satisfaisant

2 6 q1 6 q (x) 6 q2 6
2n

n� 2 ; n � 3: (2.2)

avec

q1 := ess inf
x2


q (x) ; q2 := ess sup
x2


q (x) :

et la condition de continuité de log-Hölder :(
jq (x)� q (y)j 6 � A

logjx�yj ;

pour p.p. x; y 2 
; avec jx� yj < �; A > 0; 0 < � < 1:
(2.3)

2.1 Méthode de Faedo-Galerkin

Définition 2.1 Soit V un espace de Hilbert séparable et fVkgk2N�une famille d’espace vectoriel de

dimension finie vérifiant les axiomes :

18
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1)Vk � V , dimV <1.

2)Vk quand k ! 1: Vk sont consédéré aux sens suivant : il existe k sous-espace dense de V , tel que

pour tout u 2 k, on peut trouver une suite fukg
k2N�

vérifiant :

Pour tout k , uk 2 Vk et uk ! u dans V lorsque k !1.

L’espace Vk s’appelle une approximation de Galerkin d’ordre k.

2.2 Le schéma de la méthode de Galerkin

Soit (P ) le problème exact pour lequel on cherche à montrer l’existence d’une solution dans un

espace de fonction construit sur un espace de Hilbert séparable V . Soit u la solution unique du

problème (P ).

Après avoir fait un choix d’une approximation de Galerkin Vk de V , il convient de définir un

problème approché (Pk) dans l’espace de dimension finie (Vk) ayant une unique solution (uk).

Le déroulement de l’étude est alors le suivant :

Étape n01 : On définit la solution uk du problème (Pk):

Étape n02 : On établit des estimations sur uk (dites � estimation apriori� sur u) qui traduisent

que uk et uniformément bornée.

Étape n03 : Par utilisation des résultats que uk est uniformément bornée, il est alors possible

d’extraire de fukg
k2N�

une sous suite
�
u
0
k

	
k2N�

qui a une limite dans la topologie faible des espaces

qui interviennent dans les estimations de l’étape n02.

Soit alors u la limite obtenue.

Étape n04 : On montrer que u est solution du problème (P ).

Étape n05 : Résultats de convergences fortes.

Notre objectif est de construire un procédé d’approximation qui nous fournit à la limite une

démonstration de l’existence de la solution, ce procédé revient à approcher u(x; t) comme combi-

naison linéaire de �fonctions de bases� vj(x) telle que :

uk (x; t) =
mP
j=1

ajk (t) vj (x) ; (x; t) 2 
� [0; T ] :

2.3 Existence et l’unicité de solution faible

Dans cette section, nous prouvons l’existence des solutions faibles de notre problème.

2.2. Le schéma de la méthode de Galerkin 19
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D’abord, nous considérons le problème de valeur limite initiale :8>>>><>>>>:
utt ��u+ aut jutjm(:)�2 = f (x; t) ; dans 
� (0; T ) ;
u (x; t) = 0, sur @
� (0; T ) ;
u (x; 0) = u0 (x) ; dans 
;

ut (x; 0) = u1 (x) ; dans 
:

(2.4)

où a > 0 est une constante, f 2 L2 (
� (0; T )) ; (u0; u1) 2 H1
0 (
) � L2 (
) ; l’exposant m (:) est

une fonction mesurable donnée satisfaisant (2:2) et (2:3), et 
 est un domaine borné dans Rn avec

une frontière régulière @
:

Théorème 2.1 [33] Dans les conditions ci-dessus, problème (2:4) a une solution locale unique.8>><>>:
u 2 L1 ((0; T ) ; H1

0 (
)) ;

ut 2 L1 ((0; T ) ; L2 (
)) \ Lm(:) (
� (0; T )) ;
utt 2 L2 ((0; T ) ; H�1 (
)) :

Preuve.

Unicité :
Supposons que (2:4) a deux solutions u et v: Alors, w = u� v satisfait :8>><>>:

wtt ��w + aut jutjm(:)�2 � avt jvtjm(:)�2 = 0; dans 
� (0; T ) ;
w (x; t) = 0, sur @
� (0; T ) ;
w (x; 0) = 0; wt (x; 0) = 0 dans 
:

Multiplier par wt et intégrer sur 
Z



wttwtdx�
Z



�wwtdx+

Z



aut jutjm(:)�2wtdx�
Z



avt jvtjm(:)�2wtdx = 0: (2.5)

en utilisant

wtw =
1

2

d

dt

�
w2
�
:Z




(wt)twtdx =
1

2

d

dt

Z



�
w2t (x; t)

�
dx: (2.6)

en utilisant Z



(�w):wdx =

Z
@


@w

@�
wds�

Z



rw:rwdx:

en utilisant la condition aux limites w = 0, on obtient :Z
@


@w

@�
wds =

@w

@�
wn
 = 0:

2.3. Existence et l�unicité de solution faible 20
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�
Z



�wwtdx =

Z



rw: (rw)t dx =
1

2

d

dt

Z



jrw (x; t)j2 dx:

en remplacent (2:6) et (??) dans (2:5), on obtenir :

1

2

d

dt

�Z



w2t dx+

Z



jrwj2 dx
�
+ a

Z



�
ut jutjm(x)�2wt � vt jvtjm(x)�2

�
(ut � vt) dx = 0:

Intégrez sur (0; t), pour obtenir :Z



�
w2t + jrwj

2� dx+ 2aZ t

0

Z



�
ut jutjm(x)�2 � vt jvtjm(x)�2

�
(ut � vt) dx = 0:

En utilisant l’inégalité �
jajm(x)�2 a� jbjm(x)�2 b

�
: (a� b) � 0:

pour tout a; b 2 Rn et p.p. x 2 
; nous avonsZ



�
w2t + jrwj

2� dx = 0:
on a Z




jwj2 dx = kwk2L2(
) :

kwkL2(
) = 0, w = 0 p.p:

ce qui implique w = c = 0; puis que w = 0 sur @
:

Existence :
Pour prouver l’existence d’une solution faible on utilise les trois étapes suivantes :

1) construction de la solution approchée un.

2) estimation à priori de la solution approchée.

3) convergence de la solution approchée un vers la solution u, lorsque n!1.

Approximation de dimension finie

Soit fvjg1j=1 une base orthonormée de H1
0 (
).

On note par f�jgnj=1 les coefficients de combinaison linéaire, où vj sont les solutions du problème :

��vj = �jvj; dans 
; vj = 0 sur @
: (2.7)

et définir le sous-espace de dimension finie vk = g�en�erateur fv1:::vkg. Par normalisation, nous avons

kvjk2 = 1:
D’après (Th�eor�eme1:1), on a :

Nous recherchons des fonctions

uk (x; t) =
kP
j=1

aj (t) vj (x) : (2.8)

2.3. Existence et l�unicité de solution faible 21
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qui satisfirent les problèmes d’approximations suivants :8>>>><>>>>:

R


uktt (x; t) vj (x) dx+

R


ruk(x; t):rvj (x) dx

+a
R



��ukt (x; t)��m(x)�2 ukt vj (x) dx = R
 f (x; t) vj (x) dx
uk (x; 0) = uk0;

ukt (x; 0) = uk1; 8j = 1; 2; :::k:

(2.9)

Où

uk0 =
kP
i=1

(u0; vi) vi , uk1 =
kP
i=1

(u1; vi) vi:

sont deux suites dans H1
0 (
) et L2 (
), respectivement, tel que :

uk0 ! u0 dans H1
0 (
) et uk1 ! u1 dans L2 (
) :

Ceci génère le système de k équations différentielle ordinaires8>><>>:
a00j (t) + �jaj (t) = gj (t) +Gj (a

0
1 (t) ; :::; a

0
k (t)) ;

aj (0) = (u0; vj) ;

a0j (0) = (u1; vj) ; 8j 2 1; 2; :::; k:
(2.10)

où

gj (t) =

Z



f (x; t) vj (x) dx:

et

Gj (a
0
1 (t) ; :::; a

0
k (t)) = �a

Z



���� kP
i=1

a0i (t) vi (x)

����m(x)�2 � a0i (t) vi (x) vj (x) dx:

Car

R


uktt (x; t) dx�

R


�uk (x; t) dx+ a

R


jut (x; t)jm(x)�2 ukt (x; t) dx

=
R


f (x; t) dx:

(2.11)

Multiplier (2:11) par vj (x) R


uktt (x; t) vj (x) dx�

R


�uk(x; t)vj (x) dx

+a
R



��ukt (x; t)��m(x)�2 ukt (x; t) vj (x) dx
=
R


f (x; t) vj (x) dx:

en utilisant (2:8) et en applique formule de green, on obtient :

R



kP
i=1

a00j (t) vj (x) vj (x) dx�
R
@

ruk (x; t) vj (x) dx+

R


ruk (x; t) :rvj (x) dx

+a
R



��ukt (x; t)��m(x)�2 ukt (x; t) vj (x) dx
=
R


f (x; t) vj (x) dx:
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le terme
R
@

ruk (x; t) vj (x) dx égale à zéro car vj (x) = 0 sur @
, donc nous obtenons :

R



kP
i=1

a00j (t) vj (x) vj (x) dx+
R


ruk (x; t) :rvj (x) dx

+a
R



��ukt (x; t)��m(x)�2 ukt (x; t) vj (x) dx
=
R


f (x; t) vj (x) dx:

puis, en utilise formule de Green :

R



kP
i=1

a00j (t) vj (x) vj (x) dx�
R


�vj (x)u

k (x; t) dx+
R
@

rvj (x)uk (x; t) dx

+a
R



��ukt (x; t)��m(x)�2 ukt (x; t) vj (x) dx
=
R


f (x; t) vj (x) dx:

donc en utilise (2:7) et (2:8), nous obtenons :

R



kP
i=1

a00j (t) vj (x) vj (x) dx�
R


�jvj (x)

KP
i=1

aj (t) vj (x) dx+
R
@

rvj (x)uk (x; t) dx

+a
R



��ukt (x; t)��m(x)�2 ukt (x; t) vj (x) dx = R
 f (x; t) vj (x) dx:
donc, par conséquent

a00j (t) + �jaj (t) = gj (t) +Gj (a
0
1 (t) ; :::; a

0
k (t)) :

où

gj (t) =

Z



f (x; t) vj (x) dx:

et

Gj (a
0
1 (t) ; :::; a

0
k (t)) = �a

Z



���� kP
i=1

a0i (t) vi (x)

����m(x)�2 � kP
i=1

a0i (t) vi (x) vj (x) dx

�
Z
@


rvj (x)
kP
i=1

ai (t) vidx:

maintenant, si nous avons vj = 0 sur @
 donc rvj = 0 également sur @
, et nous obtenons que :

Gj (a
0
1 (t) ; :::; a

0
k (t)) = �a

Z



���� kP
i=1

a0i (t) vi (x)

����m(x)�2 � kP
i=1

a0i (t) vi (x) vj (x) dx:

Ce système peut être résolu par la théorie ODE standard.

Estimation à priori :

Par conséquent, nous obtenons des fonctions :

aj : [0; tk)! R; 0 < tk < T:
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Ensuite, nous devons montrer que tk = T , 8k > 1.On multiplie (2:9) par a0j (t) et on somme en j, il

vient R


uktt (x; t)

kP
j=1

a0j (t) vj (x) dx+
R


ruk(x; t)

kP
j=1

a0j (t)rvj (x) dx

+a
R



��ukt (x; t)��m(x)�2 ukt (x; t) kP
j=1

a0j (t) vj (x) dx

=
R


f (x; t)

kP
j=1

a0j (t) vj (x) dx

(2.12)

on a

ukt (x; t) =
kP
j=1

a0j (t) vj (x) : (2.13)

utu =
1

2

d

dt

�
u2
�
: (2.14)

en utilisant (2:13) et (2:14) dans (2:12) ; on obtient :

1
2
d
dt

hR



���ukt (x; t)��2 + ��ruk (x; t)��2� dxi+ a
R



��ukt (x; t)��m(x) dx
=
R


f (x; t)ukt (x; t) dx:

(2.15)

Intégration (2:15) sur (0; t) donne pour tout t 2 [0; tk) : On trouve

1
2

R



���ukt (x; t)��2 + ��ruk (x; t)��2� dx+ a
R t
0

R



��ukt (x; s)��m(x) dxds
= 1

2

R



���uk1��2 + ��ruk0��2� dx+ R t0 R
 f (x; s)ukt (x; s) dxds: (2.16)

On appliquant l’inégalité de Young (g�en�eralis�e) sur le 2�eme terme du membre de droit de l’équation

(2:16), on obtient :

1
2

R



���uk1��2 + ��ruk0��2� dx+ R t0 R
 f (x; s)ukt (x; s) dxds:
6 1

2

R



�
u21 + jru0j

2� dx+ "

Z t

0

R



��ukt ��2 dxds+ c"

Z t

0

R


f 2dxds

6 C" + " sup(0;tk)
R



��ukt (x; t)��2 dx; 8t 2 [0; tk) :

(2.17)

où

C" =
1

2

Z



�
u21 + jru0j

2� dx+ c"

Z t

0

Z



f 2dxds:

en remplaçant (2:17) dans (2:16), on obtient

1
2
sup(0;tk)

R



��ukt (x; t)��2 dx+ 1
2
sup(0;tk)

R



��ruk (x; t)��2 dx+ a

Z tk

0

R



��ukt (x; s)��m(x) dxds
6 C" + " sup(0;tk)

R



��ukt (x; t)��2 dx:
Choisir " = 1

4
, nous avions à

1

4
sup
(0;tk)

Z



��ukt (x; t)��2 dx+ 12 sup(0;tk)

Z



��ruk (x; t)��2 dx+ a

Z tk

0

Z



��ukt (x; s)��m(x) dxds 6 C:
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Ainsi, la solution peut être étendue à [0; T ) et en plus, on a :( �
uk
�

est un borné dans L1 ((0; T ) ; H1
0 ) ;�

ukt
�

est un borné dans L1 ((0; T ) ; L2 (
)) \ Lm(:) (
� (0; T )) :

La convergence :

D’après (Th�eor�eme1:4)

Par conséquent, nous pouvons extraire une sous-suite
�
ul
�

tel que :

ul ! u faiblement � dans L1
�
(0; T ) ; H1

0 (
)
�
:

ult ! ut faiblement � dans L1
�
(0; T ) ; L2 (
)

�
et faiblement dans Lm(:) (
� (0; T )) :

Nous pouvons conclure par le lemme de Lion [29] que u 2 C ([0; T ] ; L2 (
)) pour que u (x; 0) ait

une signification. De puis
�
ult
�

est borné dans Lm(:) (
� (0; T )) alors
��ult��m(x)�2 ult est borné dans

L
m(:)

m(:)�1 (
� (0; T )) ; par conséquent, jusqu’à une sous suite,��ult��m(x)�2 ult !  faiblement dans L
m(:)

m(:)�1 (
� (0; T )) :

Nous devons montrer que  = jutjm(:)�2 ut. Dans (2:9) nous utilisons ul au lieu de uk et intégrer sur

(0; t) ; pour obtenir :

R


ultvjdx�

R


ul1vjdx+

Z t

0

R


rul:rvjdxdt+ a

Z t

0

R



��ult��m(x)�2 ultvjdxdt
=

Z t

0

R


fvjdxdt, 8j < l:

Comme l tends vers +1, nous vérifions facilement que :

R


utvjdx�

R


u1vjdx+

Z t

0

R


ru:rvjdxdt+ a

Z t

0

R


 vjdxdt

=

Z t

0

R


fvjdx, 8j � 1:

Par conséquent

R


utvdx�

R


u1vdx+

Z t

0

R


ru:rvdxdt+ a

Z t

0

R


 vdxdt

=

Z t

0

R


fvdx; 8v 2 H1

0 (
) :

Tous les termes définissent des fonctions continues absolues ; donc on obtient, pour p.p t 2 [0; T ]

d

dt

Z



utvdx+

Z



(ru:rv + a v) dx =

Z



fv dx, 8v 2 H1
0 (
) : (2.18)
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Cela implique que

utt ��u+  = f; dans D0 (
� (0; T )) : (2.19)

Pour simplifier, soit A (v) = jvjm(x)�2 v et définir :

X l =

Z T

0

Z



�
A
�
ult
�
� A (v)

� �
ult � v

�
dt > 0; 8v 2 Lm(:)

�
(0; T ) ; H1

0 (
)
�
:

Donc, en utilisant (2:16) et en remplacent uk par ul, nous obtenons :

X l =

Z T

0

R


fultdxdt+

1
2

R



���ul1��2 + ��rul0��2� dx� 1
2

R



��ult (x; T )�� dx� 1
2

R



��rul (x; T )��2 dx
�
Z T

0

R


A
�
ult
�
vdxdt�

Z T

0

R


A (v)

�
ult � v

�
dxdt:

En prenant, l!1, on obtient :

0 � lim supX l

�
Z T

0

R


futdxdt+

1
2

R



�
ju1j2 + jru0j2

�
dx

�1
2

R


jut (x; T )j2 dx� 1

2

R


jru (x; T )j2 dx

�
Z T

0

R


 udxdt�

Z T

0

R


A (v) (ut � v) dxdt:

(2.20)

En remplaçant de v par ut dans (2:18)

d

dt

Z



ututdx+

Z



(ru:rut + a ut) dx =

Z



futdx 8ut 2 H1
0 (
) :

en utilisant

utu =
1

2

d

dt
u2:

et intégrant sur (0; T ), on obtient

d
dt

Z T

0

R


jut (x; t)j2 dxdt+ 1

2
d
dt

Z T

0

R


jru (x; t)j2 dxdt+ a

Z T

0

R


 ut (x; t) dxdt

=
R T
0

R


fut (x; t) dxdt:

1
2

R



�
jut (x; T )j2 � jut (x; 0)j2

�
dx+ 1

2

R


jru (x; T )j2 dx

�1
2

R


jru (x; 0)j2 dx+ a

Z T

0

R


 ut (x; t) dxdt

=
R T
0

R


fut (x; t) dx

on arrive à Z T

0

R


futdxdt =

1
2

R


jut (x; T )j2 dx

�1
2

R


u21dx+

1
2

R


jru (x; T )j2 dx

�1
2

R


jru0j2 dx+ a

Z T

0

R


 ut (x; t) dxdt:

(2.21)

2.3. Existence et l�unicité de solution faible 26



Chapitre 2. Existence et unicité de de solution d�une équation hyperbolique non-linéaire

Par addition de (2:20) et (2:21), donne

0 � lim sup
l
X l �

Z T

0

Z



 utdxdt�
Z T

0

Z



 vdxdt�
Z T

0

Z



A (v) (ut � v) dxdt:

Donc Z T

0

Z



( � A (v)) (ut � v) dxdt � 0; 8v 2 Lm(:)
�
(0; T ) ; H1

0 (
)
�
:

Par conséquent Z T

0

Z



( � A (v)) (ut � v) dxdt � 0; 8v 2 Lm(:) (
� (0; T )) :

par densité de H1
0 (
) dans Lm (
) (lemme1:6).

Soit v = �w + ut, w 2 Lm (
� (0; T )). Donc, nous obtenir

��
Z T

0

Z



( � A (�w + ut))wdxdt � 0; 8� 6= 0; 8w 2 Lm(:) (
� (0; T )) :

Pour � > 0, on a Z T

0

Z



( � A (�w + ut))wdxdt � 0; 8w 2 Lm(:) (
� (0; T )) :

Comme �! 0, et en utilisant la continuité de A par rapport à �, on obtientZ T

0

Z



( � A (ut))wdxdt � 0; 8w 2 Lm(:) (
� (0; T )) :

De même � < 0, on obtient :Z T

0

Z



( � A (ut))wdxdt � 0; 8w 2 Lm(:) (
� (0; T )) :

Cela implique  = A (ut). Donc (2:18) devientZ



�
uttv +ru:rv + a jutjm(x)�2 utv

�
dx =

Z



fvdx; 8v 2 Lm(:)
�
(0; T )�H1

0 (
)
�
:

qui donne

utt ��u+ a jutjm(x)�2 ut = f dans D0 (
� (0; T )) :

Pour gérer les conditions initiales, nous notons que :(
ul * u faiblement * dans L1 (0; T ) ; H1

0 (
) ;

ult * ut faiblement * dans L1 ((0; T ) ; L2 (
)) :
(2.22)

Ainsi, en utilisant le lemme des Lions [29], nous obtenons,

ul ! u dans C
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
: (2.23)
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Par conséquent, ul (x; 0) a du sens et ul (x; 0)! u (x; 0) dans L2 (
). Nous avons aussi ça :

ul (x; 0) = ul0 (x)! u0 (x) dans H1
0 (
) :

Par conséquent

u (x; 0) = u0 (x) : (2.24)

Comme dans [30], soit � 2 C10 (
) et en remplaçant
�
uk
�

par
�
ul
�
, on obtient de (2:9) et pour tout

j � l que

�
Z T

0

R


ult(x; t)vj (x)�

0 (t) dxdt = �
Z T

0

R


rul (x; t)rvj (x)� (t) dxdt

�a
Z T

0

R



��ult (x; t)��m(x)�2 ult (x; t) vj (x)� (t) dxdt
+

Z T

0

R


f (x; t) vj (x)� (t) dxdt:

(2.25)

Comme l!1, on obtient que :

�
Z T

0

R


ut(x; t)vj (x)�

0 (t) dxdt = �
Z T

0

R


ru (x; t)rvj (x)� (t) dxdt

�a
Z T

0

R


jut (x; t)jm(x)�2 ut (x; t) vj (x)� (t) dxdt

+

Z T

0

R


f (x; t) vj (x)� (t) dxdt:

(2.26)

pour tout j � 1, cela implique

�
Z T

0

R


ut(x; t)v (x)�

0 (t) dxdt

=

Z T

0

R



h
�u� a jut (x; t)jm(x)�2 ut (x; t) + f (x; t)

i
v (x)� (t) dxdt:

(2.27)

pour tout v 2 H1
0 (
) : Cela signifie utt 2 L

m (:)
m(:)�1 ([0; T ) ; H�1 (
)) et u résoudre l’équation

utt��u+ a jutjm(:)�2 ut = f: (2.28)

Donc

ut 2 L1
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
:

utt 2 L
m (:)
m(:)�1

�
[0; T ] ; H�1 (
)

�
:

Par conséquent,

ut 2 C
�
[0; T ] ; H�1 (
)

�
: (2.29)
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Donc, ult (x; 0) a du sens [30]. Il s’ensuit que :

ult (x; 0)! ut (x; 0) dans H�1 (
) :

Mais

ult (x; 0) = ul1 (x)! u1 (x) dans L2 (
) :

Par conséquent

ut (x; 0) = u1 (x) : (2.30)

Ceci met fin à la preuve du th�eor�eme 2:1.

2.4 Existence locale

Dans cette section, nous allons démontrer l’existence locale du problème (2:1).

Comme la solution existe pour le problème (2:4), nous allons utiliser le théorème de l’application

contractante pour montrer l’existence locale de solutions faibles pour le problème (2:1).

Lemme 2.1 Pour x 2 
 p.p. et p satisfaisant :

2 < p1 � p (x) � p2 < +1:

la fonction g (s) = b jsjp(x)�2 s est différentiable et

jg0 (s)j = jbj jp (x)� 1j jsjp(x)�2 :

Maintenant, le résultat de bonne position de notre problème est le suivant

Théorème 2.2 [33] Supposons que m (:) vérifie (2:2), (2:3) et p (:) satisfait (2:3) et

2 < p1 � p (x) � p2 < 2
n� 1
n� 2 ; n � 3: (2.31)

Supposons aussi

(u0; u1) 2 H1
0 (
)� L2 (
) : (2.32)

Alors le problème (2:1) a une solution locale unique.8>><>>:
u 2 L1 ((0; T ) ; H1

0 (
)) ;

ut 2 L1 ((0; T ) ; L2 (
)) \ Lm (
� (0; T )) ;
utt 2 L2 ((0; T ) ; H�1 (
)) :

(2.33)
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Preuve. Soit � 2 L1 ((0; T ) ; H1
0 (
)) :Puis

kg (v)k22 = jbj2
Z



jvj2(p(x)�1) dx

� jbj2
�Z




jvj2(p2(x)�1) dx+
Z



jvj2(p1(x)�1) dx
�

< +1:

puisque

2 (p1 � 1) � 2 (p2 � 1) �
2n

n� 2 :

Donc, dans ce cas,

g (v) 2 L1
�
(0; T ) ; L2 (
)

�
� L2 (
� (0; T )) :

Par conséquent, pour chaque v 2 L1 ((0; T ) ; H1
0 (
)), là existe un unique

u 2 L1
�
(0; T ) ; H1

0 (
)
�
;

ut 2 L1
�
(0; T ) ; L2 (
)

�
\ Lm(:) (
� (0; T )) :

satisfaire le problème non linéaire8>><>>:
utt ��u+ aut jutjm(:)�2 = g (v) ; dans 
� (0; T ) ;
u (x; t) = 0; sur @
� (0; T ) ;
u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; dans 
:

(2.34)

On définit une application G : XT ! XT par G (v) = u; où

XT =
�
w 2 L1

�
(0; T ) ; H1

0 (
)
�

tel que wt 2 L1
�
(0; T ) ; L2 (
)

�	
:

XT est l’espace de Banach par rapport à la norme.

kwkXT = kwkL1((0;T );H1
0 (
))

+ kwtkL1((0;T );L2(
)):

Multiplions l’équation de (2:34) par ut (x; t) et intégrons sur 
� (0; t), on obtient

1
2

R


u2tdx+

1
2

R


jruj2 dx+ a

Z t

0

R


jutjm(x) dxdt

= 1
2

R


u21dx+

1
2

R


jru0j2 dx+ b

Z t

0

R


jvjp(x)�2 vutdxdt:

(2.35)

En utilisant l’inégalité de Young avec ", nous avonsZ



jvjp(x)�2 vutdx � "

4

Z



u2tdx+
1

"

Z



jvj2p(x)�2 dx

� "

4

Z



u2tdx+
1

"

�Z



jvj2p2�2 dx+
Z



jvj2p1�2 dx
�

� "

4

Z



u2tdx+
ce
"

�
krvk2p2�22 + krvk2p1�22

�
:
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Ainsi (2:35) devient

1
2

R


u2tdx+

1
2

R


jruj2 dx

� �0 +
jbj"T
4
sup(0;T )

R


u2tdx+

jbjce
"

24 TZ
0

krvk2p2�22 dt+

TZ
0

krvk2p1�22 dt

35 :
d’où nous avons

1
2
sup(0;T )

R


u2tdx+

1
2
sup(0;T )

R


jruj2 dx

� 2�0 + jbj"T
2
sup(0;T )

R


u2tdx+ Tc"

�
kvk2p2�2XT

+ kvk2p1�2XT

�
:

où

�0 =
1

2
ku1k22 +

1

2
kru0k22 :

et ce est la constante d’intégration.

Choisir " tel que jbj"T
2
= 1

4
; on a

kuk2XT � �+ T�
�
kvk2p2�2XT

+ kvk2p1�2XT

�
:

Supposons que kvkXT �M; pour certains M grands. Puis

kuk2XT � �+ T�M2p2�2 �M2:

si

M2 > � et T � T0 �
M2 � �

�M2p2�2
:

Nous concluons que G : B �! B; où

B =
n
w 2 L1

�
(0; T ) ; H1

0 (
)
�
; wt 2 L1

�
(0; T ) ; L2 (
)

�
tel que kwkXT0 �M

o
:

Ensuite, nous montrons que, pour T0 (encore plus petit), G est une contraction.

Pour cela, soit u1 = G (v1) et u2 = G (v2) et posez u = u1 � u2 alors u satisfait8>>>>><>>>>>:
utt ��u+ a

h
u1t ju1tjm(x)�2 � u2t ju2tjm(x)�2

i
= b

h
jv1jp(x)�2 v1 � jv2jp(x)�2 v2

i
; dans 
� (0; T ) ;

u (x; t) = 0; sur @
� (0; T ) ;
u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; dans 
:

(2.36)

Multiplions (2:36) par ut et intégration sur 
� (0; T ), donne

1
2

Z



u2tdx+
1
2

Z



jruj2 dx+ a

Z t

0

Z



h
ju1tjm(x)�2 u1t � ju2tjm(x)�2 u2t

i
(u1t � u2t) dxdt

= b

Z t

0

Z



(g (v1)� g (v2))utdxds:
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d’où nous avons :

1

2

Z



u2tdx+
1

2

Z



jruj2 dx � b

Z t

0

Z



(g (v1)� g (v2))utdxds: (2.37)

Maintenant, nous évaluons

I =

Z



jg (v1)� g (v2)j jutj dx =
Z



jg0 (�)j jvj jutj dx:

où v = v1 � v2 et � = �v1 + (1� �) v2; 0 � � � 1:
L’inégalité de Young implique :

I � �

2

Z



u2tdx+
2

�

Z



jg0 (�)j2 jvj2 dx

� �

2

Z



u2tdx+
2a2 (p2 � 1)2

�

Z



j�v1 + (1� �) v2j2(p(x)�2) jvj2 dx

� �

2

Z



u2tdx+ c�

�Z



jvj
2n
n�2 dx

�n�2
n

�
��Z




j�v1 + (1� �) v2jn(p2�2)
2
n
dx

�
+

�Z



j�v1 + (1� �) v2jn(p1�2)
2
n
dx

��
:

En rappelant (2:31), on arrive à

I � �

2

Z



u2tdx+ c�ce krvk22
h
krv1k2(p2�2)2 + krv1k2(p1�2)2 + krv2k2(p2�2)2 + krv2k2(p1�2)2

i
� �

2

Z



u2tdx+ 4c�ceM
2(p2�2) krvk22 :

Par conséquent, (2:37) prend la forme

1

2
kuk2XT �

�

2
T0b kuk2XT + 4C�M

2(p2�2)T0b kvk2XT :

En choisissant � assez petit, on arrive à

kuk2XT � 4C�M
2(p2�2)T0b kvk2XT = 
T0 kvk2XT :

En prenant T0 assez petit, nous obtenons

kuk2XT � d kvk2XT ; pour 0 < d < 1:

Ainsi G est une contraction. Le théorème fixe de Banach implique l’existence d’un unique u 2 B

satisfaisant G (u) = u. Ainsi, u est une solution locale de (2:1) :
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Unicité
Supposons que nous ayons deux solutions u et v. Alors w = u� v satisfait :8>><>>:

wtt ��w + aut jutjm(:)�2 � a vt jvtjm(:)�2 = bu jujp(:)�2 � bv jvjp(:)�2 ; dans 
� (0; T ) ;
w (x; t) = 0; sur @
� (0; T ) ;
w (x; 0) = wt (x; 0) = 0; dans 
:

Multiplier par wt et intégrer sur 
� (0; t) pour obtenir

1
2

R


w2t dx+

1
2

R


jrwj2 dx+ a

Z t

0

R



�
ut jutjm(x)�2 � vt jvtjm(x)�2

�
(ut � vt) dxdt

= b

Z t

0

R



�
u jujp(x)�2 � v jvjp(x)�2

�
wtdxdt:

Cela implique

1

2

Z



w2t dx+
1

2

Z



jrwj2 dx � b

Z t

0

Z



�
u jujp(x)�2 � v jvjp(x)�2

�
wtdxdt:

En répétant les mêmes estimations que ci-dessus, on arrive àZ



�
w2t + jrwj

2� dx � C

Z t

0

Z



�
w2t (x; s) + jrw (x; s)j

2� dxds:
L’inégalité de Gronwall produit Z




�
w2t + jrwj

2� dx = 0:
Ainsi, w � 0. Cela montre l’unicité. La preuve du (th�eor�eme2:1) est terminée.
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Chapitre 3

Explosion de la solution dans certain

équation hyperbolique non-linéaire

Dans ce chapitre, nous allons étudier l’explosion de la solution en temps fini de le problème

suivante 8>><>>:
utt ��u+ aut jutjm(:)�2 = bu jujp(:)�2 , dans 
� (0; T ) ;
u (x; t) = 0, sur @
� (0; T ) ;
u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) ; dans 
:

(3.1)

Soit 
 un domaine borné dans Rn avec une frontière régulière @
, où a; b � 0 sont des constantes

et les exposants m (:) et p (:) des fonctions mesurables sur 
 satisfaisant

2 6 q1 6 q (x) 6 q2 6
2n

n� 2 ; n � 3: (3.2)

avec

q1 := ess inf
x2


q (x) ; q2 := ess sup
x2


q (x) :

et la condition de continuité de log-Hölder :(
jq (x)� q (y)j 6 � A

logjx�yj ;

pour p.p. x; y 2 
, avec jx� yj < �; A > 0; 0 < � < 1:
(3.3)

Nous montrons que la solution (2:33) explose dans un temps fini si :

2 � m1 � m (x) � m2 < p1 � p (x) � p2 �
2n

n� 2 : (3.4)

et E(0) < 0, où

E (t) :=
1

2

Z



�
u2t + jruj

2� dx� b

Z



jujp(x)

p (x)
dx: (3.5)
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Nous écrivons %(u) au lieu de %p(u) pour simplifier.

Pour étudier l’explosion de solution en temps fini, il faut présente les lemmes et les corollaires

au-dessous :

Lemme 3.1 Supposons que les conditions du lemme1:5 soient vérifiées. Alors il existe un positif

C > 1; dépendant sur 
 seulement, tel que

%
s
p1 (u) � C

�
kruk22 + % (u)

�
: (3.6)

pour tout u 2 H1
0 (
) et 2 � s � p1:

Corollaire 3.1 Soit les hypothèses du lemme3:1 valables. Ensuite nous avons

kuksp1 � C
�
kruk22 + kuk

p1
p1

�
: (3.7)

pour tout u 2 H1
0 (
) et 2 � s � p1:

Nous fixons

H(t) := �E(t):

avec C désigner une constante positive générique dépendant de 
. En conséquence de (3:5) et

(3:6), on a

Corollaire 3.2 Soit les hypothèses du lemme3:1 valables. Ensuite nous avons :

%
s
p1 (u) � C

�
jH (t)j+ kutk22 + % (u)

�
: (3.8)

pour tout u 2 H1
0 (
) et 2 � s � p1:

Et dans le cas particulier nous avons

Corollaire 3.3 Soit les hypothèses du lemme3:1 valables ensuite nous avons

kuksp1 � C
�
jH (t)j+ kutk22 + kuk

p1
p1

�
: (3.9)

pour tout u 2 H1
0 (
) et 2 � s � p1:

Lemme 3.2 Soit les hypothèses du lemme3:1 valables et soit u la solution de (3:1). Donc,

% (u) � C kukp1p1 : (3.10)

Lemme 3.3 Supposons que (3:4) valables et soit u la solution de (3:1). Donc,Z



jujm(x) dx �
�
(% (u))

m1
p1 + (% (u))

m2
p1

�
: (3.11)
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3.1 Résultat d’explosion pour E0 < 0

Dans cette section, nous établissons l’explosion pour certaines solutions à énergie négatif.

Lemme 3.4 Soit u solution faible du problème (3:1) ; alors l’énergie définir par (3:5) est dissipatif

(i:e:)
d

dt
E (t) � 0: (3.12)

Preuve. Nous multiplions (3:1) par ut et intégrons à 
 pour obtenirZ



uttutdx�
Z



�uutdx+ a

Z



ut jut (x; t)jm(x)�2 utdx = b

Z



u ju (x; t)jp(x)�2 utdx:Z



uttutdx�
Z



�uutdx� b

Z



u ju (x; t)jp(x)�2 utdx = a

Z



� jut (x; t)jm(x) dx:

1
2
d
dt

�R


utdx�

R


jruj2 dx

	
� b
R


u (x; t) ju (x; t)jp(x)�2 ut (x; t) dx

= �
R


a jut (x; t)jm(x) dx:

(3.13)

u (x; t) ju (x; t)jp(x)�2 ut (x; t) = u (x; t)ut (x; t) ju (x; t)jp(x)�2

=
1

2

d

dt
ju (x; t)j2 ju (x; t)jp(x)�2 :

en utilisant

f 0g = (fg)0 � fg0:

on obtient

u (x; t) ju (x; t)jp(x)�2 ut (x; t) =
1

2

d

dt

n
ju (x; t)jp(x)�2 ju (x; t)j2

o
�1
2

d

dt

n
ju (x; t)jp(x)�2

o
ju (x; t)j2 :

en utilisant

(fn (t))0 = nf 0 (t) fn�1 (t) :

u (x; t) ju (x; t)jp(x)�2 ut (x; t) =
1

2

d

dt

n
ju (x; t)jp(x)

o
�1
2
(p (x)� 2) (ju (x; t)j)t ju (x; t)j

p(x)�3 ju (x; t)j2 :

en utilisant
d

dt
fjf (t)jg = f

0
(t) f (t)

jf (t)j :
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u (x; t) ju (x; t)jp(x)�2 ut (x; t) =
1

2

d

dt

n
ju (x; t)jp(x)

o
�1
2
(p (x)� 2) ut (x; t)u (x; t)ju (x; t)j ju (x; t)jp(x)�1 :

ut (x; t)u (x; t) ju (x; t)jp(x)�2 =
1

2

d

dt

n
ju (x; t)jp(x)

o
�(p (x)� 2)

2
ut (x; t)u (x; t) ju (x; t)jp(x)�2 :�

1 +
p (x)

2
� 1
�
ut (x; t)u (x; t) ju (x; t)jp(x)�2 =

1

2

d

dt

n
ju (x; t)jp(x)

o
:

on obtient

ut (x; t)u (x; t) ju (x; t)jp(x)�2 =
1

p (x)

d

dt

n
ju (x; t)jp(x)

o
: (3.14)

en remplaçant (3:14) dans (3:13) donc, on obtient

d

dt

(
1

2

Z



utdx�
1

2

Z



jruj2 dx� b

Z



ju (x; t)jp(x)

p (x)
dx

)
= �a

Z



ju (x; t)jm(x) dx:

on obtient

E 0 (t) = �a
Z



jut (x; t)jm(x) dx � 0: (3.15)

Théorème 3.1 [33] Supposons que les conditions du th�eor�eme2:2 et qui d’autre (3:4)soient satis-

faites et

E (0) < 0: (3.16)

Alors la solution du problème (3:1) de la forme (2:19) explose en temps fini.

Preuve. Nous multiplions (3:1) par ut et intégrons à 
 pour obtenir (3:15) p.p. dans [0; T ) car E(t)

est absolument continue [20];

Nous fixons H (t) = �E (t) < 0 d’où H 0 (t) = �E 0 (t) � 0 et

0 < H (0) � H (t) � b

p1
% (u) ; (3.17)

pour tout t 2 [0; T ) telle que (3:16). Nous définissons alors

L (t) := H1�� (t) + "

Z



u (x; t)ut (x; t) dx: (3.18)

pour " petit à choisir plus tard et

0 < � � min
�
p1 � 2
2p1

;
p1 �m2

p1 (m2 � 1)

�
: (3.19)
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En prenant la dérivée de (3:18) et en utilisant l’équation (3:1) ; on obtient

L0 (t) = (1� �)H�� (t)H 0 (t) + "
R



�
u2t � jruj

2� dx
+"b

R


ju (x; t)jp(x) dx� a"

R


u (x; t)ut (x; t) jut (x; t)jm(x)�2 dx:

(3.20)

Additionner et soustraire " (1� �) p1H (t), pour 0 < � < 1, du côté droit de (3:20), pour arriver à

L0 (t) = (1� �)H�� (t)H 0 (t) + " (1� �) p1H (t) + "b�
R


jujp(x) dx

+"
�
(1��)p1

2
+ 1
�
kutk22 + "

�
(1��)p1

2
� 1
�
kruk22

�a"
R


u (x; t)ut (x; t) jut (x; t)jm(x)�2 dx:

(3.21)

Pour � assez petit, on voit que

L0 (t) = (1� �)H�� (t)H 0 (t) + "�
�
H (t) + kutk22 + kruk

2
2 + % (u)

�
�a"

R


u (x; t)ut (x; t) jut (x; t)jm(x)�2 dx:

(3.22)

où

� = min

�
(1� �) p1; b�;

(1� �) p1
2

+ 1;
(1� �) p1

2
� 1
�
> 0:

Puis on exploite l’inégalité de Young, pour tout � > 0; 1
r
+ 1

q
= 1:

XY � �r

r
Xr +

��q

q
Y q; X; Y � 0:

avec r = m et q = m= (m� 1) pour estimer le dernier terme dans (3:22) ; comme suitZ



jutjm(x)�1 juj dx �
1

m1

Z



�m(x) jujm(x) dx+ m2 � 1
m2

Z



��
m(x)

m(x)�1 jutjm(x) dx; 8� > 0: (3.23)

Donc en prenant � pour que

��
m(x)

m(x)�1 = kH�� (t) ;

pour une grande constante k à spécifier plus tard, et en remplaçant dans (3:23) ; on obtientZ



jutjm(x)�1 juj dx �
1

m1

Z



k1�m(x) jujm(x)H�(m(x)�1)dx+
(m2 � 1)
am2

kH�� (t)H 0 (t) : (3.24)

La combinaison de (3:22) et (3:24) donne

L0 (t) �
h
(1� �)� "

�
m2�1
m2

�
k
i
H�� (t)H 0 (t)

+"�
�
H (t) + kutk22 + kruk

2
2 + % (u)

�
�"k1�m1

m1
aH�(m2�1) (t)

R


jujm(x) dx:

(3.25)

En utilisant lemme 3:3 et (3:17), on obtient

H�(m2�1) (t)

Z



jujm(x) dx � C
h
(% (u))

m1
p1
+�(m2�1) + (% (u))

m2
p1
+�(m2�1)

i
: (3.26)
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On utilise alors lemme3:1 et (3:19), pour

s = m2 + �p1 (m2 � 1) � p1 et s = m1 + �p1 (m2 � 1) � p1:

déduire, de (3:26),

H�(m2�1) (t)

Z



jujm(x) dx � C
�
kruk22 + % (u)

�
: (3.27)

Selon (3:25) et (3:28) ; on obtient

L0 (t) �
h
(1� �)� "

�
m2�1
m2

�
k
i
H�� (t)H 0 (t)

+"
�
� � k1�m1a

m1
C
� �
H (t) + kutk22 + kruk

2
2 + % (u)

�
:

(3.28)

À ce stade, nous choisissons k assez grand pour que


 = � � k1�m1a

m1

C > 0:

Une fois k fixé (donc 
), on prend " assez petit pour que

(1� �)� "

�
m2 � 1
m2

�
k � 0 et L (0) = H1�� (0) + "

Z



u0 (x)u1 (x) dx > 0:

Par conséquent (3:28) prend la forme

L0 (t) � 
"
�
H (t) + kutk22 + % (u)

�
� 
"

h
H (t) + kutk22 + kuk

p1
p1

i
: (3.29)

en vertu de (3:10).Par conséquent, nous avons

L (t) � L (0) > 0; 8t � 0;

Ensuite, nous avons montré que

L0 (t) � �L
1

1�� (t) ; 8t � 0: (3.30)

où � est une constante positive dépendant de "
 et C (la constante du corollaire3:3). Si (3:30) est

satisfaite, on obtient l’explosion en temps fini de L(t).

Pour prouver (3:30), nous notons d’abord que����Z



u (x; t)ut (x; t) dx

���� � kuk2 kutk2 � C kukp1 kutk2 :

ce qui implique ����Z



u (x; t)ut (x; t) dx

���� 1
1��

� C kuk
1

1��
p1 kutk

1
1��
2 :
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Encore si, l’inégalité de Young donne����Z



u (x; t)ut (x; t) dx

���� 1
(1��)

� C
h
kuk�=(1��)p1

+ kutk�=(1��)2

i
: (3.31)

pour 1
�
+ 1

�
= 1 .On prend � = 2 (1� �), pour obtenir �= (1� �) = 2= (1� 2�) � p1 par (3:19).

Par conséquent (3:28) devient����Z



u (x; t)ut (x; t) dx

���� 1
(1��)

� C
h
kuksp1 + kutk

2
2

i
:

où s = 2= (1� 2�) � p1. En utilisant corollaire3:3, nous obtenons����Z



u (x; t)ut (x; t) dx

���� 1
(1��)

� C
h
H (t) + kukP1P1 + kutk

2
2

i
; 8t � 0: (3.32)

Enfin, en notant que

L1=(1��) (t) =

�
H(1��) (t) + "

Z



u (x; t)ut (x; t) dx

�1=(1��)
� 21=(1��)

"
H (t) +

����Z



u (x; t)ut (x; t) dx

����1=(1��)
#
:

et en le combinant avec (3:29) et (3:32), l’inégalité (??) est satisfaite.Une simple intégration de

(3:29) sur (0; t) alors

L�=(1��) (t) � 1

L��=(1��) (0)� �t�= (1� �)
: (3.33)

Donc (3:33) montre que L(t) explose en temps fini

T � � 1� �

�� [L (0)]�=(1��)
: (3.34)

où � et � sont des constantes positives avec � < 1 et L est donné par (3:18) ci-dessus.

3.2 Résultat d’explosion pour E0 > 0

Dans cette section, nous établissons l’explosion pour certaines solutions à énergie positive.

Pour énoncer et prouver notre résultat, soit B le meilleur constante du l’injection de Sobolev

W 1;2
0 (
) ,! Lp(
) et se

B1 = max

�
1; B; (

1

b
)1=2
�
; �1 =

�
1

bB
p1
1

�2=(p1�2)
; �0 = kru0k22 ; E1 =

�
1

2
� 1

p1

�
�1:

H (t) = E1 � E (t) : (3.35)

F (t) = H1�� (t) + "

Z



u (x; t)ut (x; t) dx: (3.36)

où " > 0; 0 < � < 1.
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Théorème 3.2 [34] Soit les conditions de th�eor�eme2:1 et (3:4) remplies. Supposons en outre que

E(0) < E1; �1 � �0 � B�2
1 :

Alors la solution de (3:1) explose en un temps fini.

Pour prouver le théorème précédant, on annonce les deux lemmes suivants.

Lemme 3.5 Soit les hypothèses du th�eor�eme3:2 satisfaites, alors il existe une constante telle que

kru (:; t)k22 � �2 8t � 0: (3.37)

Preuve. En rappelant (3:5), on a

E (t) � 1

2
%2 (ru)�

b

p1
%p (u)

� 1

2
min

�
kruk22 ; kruk

2
2

	
� b

p1
max

n
kukp1p(:) ; kuk

p2
p

o
� 1

2
min

�
kruk22 ; kruk

2
2

	
� b

p1
max f(B1 kruk2)

p1 ; (B1 kruk2)
p2g

� 1

2
min f�; �g � b

p1
max

n�
B2
1�
� p1
2 ;
�
B2
1�
� p2
2

o
:= g (�) ; 8� 2 [0;1) ;

où � = kruk22 : Soit

h (�) =
1

2
�� b

p1

�
B2
1�
� p1
2 :

Remarquons que h(�) = g(�), pour 0 < � � B�2
1 : Il est facile de vérifier que la fonction h (�) est

croissante pour 0 < � < �1 et décroissant pour �1 < � � +1.

Comme E(0) < E1 = h(�1), il existe une constante positive �2 2 (�1;1) telle que h(�2) = E(0).

Ensuite nous avons h(�0) = g(�0) � E(0) = h(�2). Cela implique que �0 � �2.

Maintenant, pour prouver (3:37), on suppose au contraire que kru(t0)k22 < �2, pour un certain

t0 > 0. Alors il existet1 > 0 tel que �1 < kru(t1)k22 < �2. En utilisant la monotonie de h(�), on a

E (t1) � h
�
kru (t1)k22

�
> h (�2) = E (0) ;

ce qui contredit E(t) < E(0), pour tout t 2 (0; T ). Ainsi, (3:37) est établi.

Lemme 3.6 Soit les hypothèses du th�eor�eme3:2 satisfaites, alors on a

0 < H (0) � H (t) � b

p1
%p(:) (u) :
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Preuve. En utilisant (3:5), (3:15), et (3:35), nous obtenons

0 < H (0) � H (t)

� E1 �
1

2

Z



�
u2t + jruj

2� dx� b

Z



jujp(x)

p (x)
dx:

et, à partir de (3:37), on obtient

E1 �
1

2

Z



�
u2t + jruj

2� dx � E1 �
1

2

Z



jruj2 dx

� E1 �
1

2
min

�
kruk22 ; kruk

2
2

	
� E1 �

1

2
min f�2; �2g

� E1 �
1

2
min f�1; �1g

= E1 �
1

2
�1 = �

�1
p1

< 0; 8t � 0:

D’où

0 < H (0) � H (t) � b

p1
%p(:) (u) ; 8t � 0:

Preuve du théorèmeé3.2

Soit H (t) = E1 � E (t) et F (t) = H1�� (t) + "
R


u (x; t)ut (x; t) dx;

où " > 0; 0 < � < 1.

En utilisant lemme3:5, lemme3:6 et en répétant les étapes (3:18) à (3:32) de la preuve du th�eor�eme3:1

on trouve

T � � 1� �

�� [L (0)]�=(1��)
:

cela montre fin de le preuve du th�eor�eme3:2.
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Conclusion
Ce travail a permis d’apporter une contribution assez importante à l’étude les problèmes hyper-

bolique non linéaire avec d’exposantes variables. En se basant sur la méthode de Faedo-Galerkin

et de point fixe, nous avons analysé l’existence et l’unicité du problème hyperbolique.

Ensuite, nous avons terminé pour présenter des conditions suffisantes d’explosion en temps fini

des solutions. Comme perspective, après la réalisation de ce travail notre vision est consacrée à la

réalisation d’objectif pour illustrer les résultats numérique des applications sous le th�eor�eme 3:1.
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