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Abstract

In this work we study the superstatisticals properties of the relativistic and non-
relativistic Harmonic oscillators of known spinning particles. First, we study the pro-
perties of a one-dimensional Harmonic oscillator by finding its the partition function .
Then, we did the same thing for the relativistic Harmonis oscillators having a spin equal
to zero, half and one. We also studied thesuperstatistical properties of Schottky anoma-

lies for these oscillators.
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RESUME

Dans ce travail, nous étudions les propriétés superstatistiques des oscillateurs harmo-
niques relativistes et non relativistes de particules ayant un spin connues. Tout d’abord,
nous étudions les propriétés d’un oscillateur harmonique unidimensionnel en trouvant
sa fonction de partition. Ensuite, nous avons fait la méme chose pour les oscillateurs
Harmonis relativistes ayant un spin égal a zéro, la moitié et un. Nous avons également

étudié les propriétés superstatistiques des anomalies de Schottky pour ces oscillateurs.
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INTRODUCTION

L’oscillateur de Dirac (DO) a été pour la premiére fois abordé par Ito et al [1]. Dans
cette étude les auteurs ont estimé une équation de Dirac dans lequel 'expression du mo-
ment p a été remplacée par p — imw~Z, dont Treprésente le vecteur de position, m la
masse de la particule et w la fréquence de l'oscillateur. L’intérét pour le probleme a été
revivé par Moshinsky et Szczepaniak [2], qui lui donna le nom de loscillateur de Di-
rac (DO) parce que, dans la limite non-relativiste, il devient un oscillateur Harmonique
avec un terme de couplage spin-orbite trés fort. Physiquement, I'interaction (DO) est un
systéeme, qui peut étre interprété comme une interaction du moment magnétique anor-
mal avec un champ électrique linéaire [3, 4].En raison de ses nombreuses applications
en physique,l'oscillateur de Dirac a attiré beaucoup d’intérét parce qu’il constitue I'un
des exemples rares qui posséde des solutions exactes. En mécanique quantique relati-
viste, le (DO) a été étudié a partir de nombreux points de vue, on cite parmi eux : (i) les
études des propriétés de la covariance de 1’équation de Dirac en présence de I'interac-
tion de l'oscillateur de Dirac, (ii) la détermination du spectre d’énergie et les fonctions
d’onde correspondantes, (iii) I’étude des propriétés algébriques du groupe de Lie , (iv)
la supersymétrie, (v) enfin I'invariance conforme. La relation entre I'oscillateur de Di-
rac et I'optique quantique par le biais de son modéle connu sous le nom du modele de
Jayness-Cumming, a été bien établi dans les deux cas de ’espace commutatif et noncom-

mutatif [5-16].
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Récemment, la superstatistique est devenue un sujet de grand intérét a cause de ses
applications dans plusieurs domaines de la physique : a titre exemple, citons les travaux
suivants : (i) les différents types de distributions de probabilité du facteur de Boltzmann-
Gibbs généralisé, (ii) le formalisme q-déformé, (iii) les espaces non commutatifs en pré-
sence d’'un champ magnétique, (iv) la fonction Gamma, (v) les superstatistiques avec la
distribution delta de Dirac q-déformée, (vi) le modele du gaz parfait en interaction, et en-
fin (iiV) la superstatistique et son influence sur les fluctuations de la température [17-19].

La superstatistique est une branche de la mécanique statistique consacrée a I’étude
des systemes hors-équilibre. Elle se caractérise par l'utilisation de la superposition de
plusieurs modeles statistiques différents en équilibre thermodynamique [20-26]. Dans
ce contexte, ce mémoire se focalise sur ’application de ce formalisme pour les deux cas

suivants :
« L’oscillateur Harmonique non-relativiste,

« L’oscillateur de Dirac unidimensionnel : exactement, nous voulons calculer les pro-

priétés superstatistiques des deux types d’oscillateurs.
« L’oscillateur de Kemmer unidimensionnel pour les bosons vecteurs.

L’objectif principal de notre mémoire est de déterminer les propriétés thermodynamiques
de l'oscillateur de Kemmer unidimensionnel dans le cadre de la théorie Superstatistique.
En premier lieu, on discute les propriétés superstatistiques de I'oscillateur Harmonique.
Ensuite, I’étude s’étend au cas relativiste a travers le traitement de 'oscillateur de Dirac.

Ce mémoire comporte trois chapitres composés de la facon suivante : dans le premier
chapitre, on rappelle quelques généralités sur les équations relativistes de Klein-Gordon
(particules scalaires de spin S = 0), de Dirac (particules spinorielles de spin S = 1/2) et
enfin de Kemmer (particules vectorielles de spin S = 1.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de I'influence de la troncation du spectre
d’énergie sur les propriétés superstatistiques de l'oscillateur Harmonique a une dimen-
sion. Le troisieme chapitre traite les propriétés superstatistiques des deux oscillateurs

de Dirac accompagnées de leurs discussions et explications. Dans le quatriéme chapitre,

(/(l(l(// Randa -3- 8y (G



Liste des Figures

nous étudions les propriétés superstatistiques de I'oscillateur de Kemmer pour des par-
ticules vectorielles de spin S = 1. L’idée de la troncation du spectre de I'énergie et son
influence sur les propriétés superstatistiques sera étendue pour le cas des trois oscilla-
teurs relativistes suivant : 'oscillateur de Klein-Gordon, I'oscillateur de Dirac et enfin de
l'oscillateur de Kemmer.

Enfin, pour clore notre travail nous présentons une conclusion générale ou nous

soulignons les points essentiels dégagés par notre étude .
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CHAPITRE 1

BREF APERCU SUR LES EQUATIONS RELATIVISTES

1.1 L’équation de Klein-Gordon

L’équation de Schrodinger pour une fonction d’onde v est donnée par la relation

suivante [27, 28]

Hip = E, (1.1)

dont H est 'Hamiltonien de la particule. En mécanique quantique, on peut établir I’équa-

tion de Schrodinger en s’appuyant sur la régle de la correspondance suivante

.0
E b, (1.2)
P'+s —ih a.. (1.3)
oxt

Le principe de correspondance appliqué a 'expression de I’énergie d’une particule mas-

sive non relativiste donné par ’expression ci-dessous

2

_ =
E= o T+ V(Z), (1.4)



L’équation de Klein-Gordon

conduit a I’équation de Schrédinger pour la fonction d’onde w(T, t) suivante

[ Evv@lv@n=ntv@s (15)
2m ’ ot n .

dont V? = A est le laplacien. Par la méme facon, en appliquant le principe de corres-

pondance a I'expression de I’énergie d’une particule relativiste libre, dont I’énergie est
E? = P?c® + m*c?, (1.6)
meéne a I’équation de Klein-Gordon
h2 82
——— —h*V? 4+ m2 ) Y(Z,t) = 0. 1.7
e v(@.1) 17
Cette derniére forme peut aussi avoir la forme suivante

(O+ X)) y(&,¢t) =0, (1.8)

avec L = 0,0" = C%g—; — V2 est le d’Alembertien, que ’on écrit aussi sous une forme
covariante par O = g¢,,0"0", avec g, = diag(1,—1,—1, —1) estle tenseur fondamental
de 'espace Minkowski [26] et A = %< .

Dans ce qui suit, nous adoptons des unités telles que 4 = ¢ = 1. La forme covariante

de I’équation (1.8) est

(g0 @"0” + N2) (T, 1) = 0. (1.9)

L’introduction de l'interaction due au champ électromagnétique se fait par le principe
de couplage minimal : ce dernier consiste a remplacer les dérivées 0, par une dérivé

covariante (covariante vis a vis des transformations de jauge) comme suit :
o' — o' —ieAH, (1.10)
dont le quadri-potentiel A* a comme composante

AP = (i, A). (1.11)
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L’équation de Klein-Gordon

A partir des équations (1.10) et (1.11), (1.9) se transforme a
{9, (0 — ie A)*(D — ieA)” + N} ¢(Z) = 0. (1.12)

1.1.1 Le quadri-courant J*

La détermination du quadri-courant J* se fait en suivant les démarches suivantes :

Le complexe conjugué de I’équation ( 1.7) est

92
(QatQ—A+)\2>Z/)( 7) = 0. (1.13)
En multipliant les deux équations (1.7) et (1.8) respectivement par 1)*et 1), on obtient
% & ) = *V?2 V2 1.14
(www—w@ )—w b -y, (114
10 X -
27 <¢ vl A e w) V (VY —pVyr). (1.15)
La soustraction de (1.14) et (1.15) donne
0 - -
= (W = vaow™) + V (47 (V9) = $(Ve)") = 0. (1.16)

Par comparaison avec I’équation de continuité
03" =0, (1.17)
ou j* = (4°, ;) est le quadri-courant s’écrivant dans une forme covariante par
= (M) — (9" (1.18)

Ainsi, A partir des deux équations (1.17) et (1.18), les deux densités p = J?O et .J sont

définies respectivement par

p=L = a0y — vaw"), (1.19)

7 =" (Vo) — (V). (1.20)

(%{//(// Randa SV = 8y (G



L’équation de Dirac

Remarquons ici, que la densité de charge pour le cas des particules scalaires peuvent

données lieu a des densités négative.

1.2 L’équation de Dirac

L’existence d’une densité de charges négative a incité Dirac de reformuler I’équation
de Klein-Gordon dans le but d’avoir toujours une densité positive : essayons de trouver
. ’ d 1, ’ . 2 2 . _A 2 .1. ,_
une racine carrée de | opérateur suivant p° + m*° = + m~, en utilisant une repre
sentation matricielle [28]

oy

T 1.21
at7 ( )

Hw:( aV—irfym)w 1

ou 1) et m son respectivement la fonction d’onde et la masse de la particule relativiste, et
« et 7 sont des matrices Hermitiennes, de telle facon que I'opérateur H = %&.6 ++%m
soit lui méme Hermitien. On demande aussi que 1’équation (1.21) soit compatible avec
I’équation (1.7).

La fonction d’onde dans I’équation de Dirac est un spineur d’ordre 4 ayant la forme

suivante

¥ (Z,t) = (1, Y2, ¥3, %) . (1.22)
Projetons I’équation (1.22) dans I’équation (1.21), on trouve le systeme suivant
. 0 : 82% d? s 1 - 0 O 0\2, 2
(—zaiV—l—’ym P = ;al 927 Z{O‘“O‘ﬂ}axax ;m;{ai,'y}a—xi—l—(’y) m*y;

(=2 +m?) 9, (1.23)

Ainsi, les matrices & de Dirac suivent 1’algébre suivant
{ai, ozj} = aiozj + OéjOzi = 0,

{a,,7°} = a® + 70 = 0, si (i#), (1.24)

(%///(// Randa -8 - 8y (G



L’équation de Dirac

o 0 g; L0 1 0 .
al_(O'Z‘ 0 )7’7 _<O _1>’1_(172a3>' (125)

Concernant les matrices 7, dont

70 = 7, (1.26)

7= = = 1% (1.27)

elles appartiennent a un algebre dite Algebre de Clifford dont

{7°,7°} =2 (4°)” = 2 X Lina, (1.28)
(Y%7 = (4°)” as + 7%y = 0. (1.29)
{77} =@ on + Yoy’ = —aop — apa; = —25;;. (1.30)

Les équations c-dessus peuvent étre regrouper sous la forme covariante suivante

{77} = 2¢", (1.31)

avec g = diag (+1,—1,—1,—1) est le tenseur métrique de 'espace-temps de Min-
kowski.

Dans le but d’écrire I’équation de Dirac sous une forme covariante, il faut que les
matrices 7 prennent la notation covariante suivante v* = (7°,7',4% ~?%), dont v, =
9w’ = (0,7,7,73) = (7%, =71, =%, —7*), I'équation de Dirac (1.21) se transforme
a

(iv*0, —m)y =0, (1.32)

ou

(i —m) ¢ =0, (1.33)

en utilisant la notation slash de Feynman & = a*v,.

(%l(/(// Randa -9- 8y (G



L’équation de Dirac

1.2.1 Le quadri-courant J#

Le conjugué du spineur de Dirac est défini par

P =9yt (1.34)

Suivant le méme concept utiliser pour le cas de I’équation de Klein-Gordon concernant

la détermination du quadri-courant J* tels que

7 =9y (1.35)

A partir de cette équation, tout en respectant la condition de continuité suivante 9, J" =

0, la densité de probabilité ainsi que son courant deviennent

p=yty, (1.36)

J = ra. (1.37)

La multiplication de la charge de la particule aboutira a la densité du courant électroma-
gnétique.

L’incorporation de I'interaction électromagnétique dans I’équation covariant libre
de Dirac se fait par le biais du principe de couplage minimal : soit le quadri-potentiel

AV = (gp, ff), le couplage minimal se traduit par la transformation ci-dessous
p’ = p’ —eA”, (1.38)

avec p est le quadri-impulsion du champ électromagnétique. En appliquant le principe
de correspondance dont

Dy — 10,

I’équation (1.38) devient
0¥ — eA”. (1.39)

Enfin, 'introduction de I'interaction électromagnétique dans 1’équation de Dirac (1.21)

(%///(// Randa -10 - 8y (G



L’équation de Kemmer

donne

{7y (i0, — eA,) —m}y = 0. (1.40)

Pour avoir 'Hamiltonien de Dirac, nous suivons les démarches suivantes : multiplions

I’équation de Dirac a gauche par ~°

<z% —eAg + Y (i0; — eA;) — 70m> ¥ =0. (1.41)

L’équation (1.41) peut étre écrite sous une forme condensée Hpy = F)

z% P = {(_Oéiai + ’yom) + (eAO — efyo%Al-) } 1. (1.42)
v > I},L) vl
E
dont
Hp = (—i0; +7°m) + (eAo — ey :4;) - (1.43)

En I’absence d’interaction, I’'Hamiltonien de la particule libre est

Hy = —0,0; + y"m. (1.44)
L’équation (1.42) ressemble a I’équation de Schriodinger avec la fonction d’onde est un
spineur.
1.3 L’équation de Kemmer

L’équation de Kemmer est une extension du formalisme covariant de Dirac , aux par-
ticules scalaires de spin-0 et vectorielles de spin-1, dans lequel on remplace les matrices
gamma y"par des matrices béta S : vérifiant une algebre plus compliquée connue sous
le nom de I’Algebre de Kemmer.

L’équation libre de Kemmer s’écrit par [29-34] [29-34]
(i9,6" — M) ¥ (z,8) = 0, (1.45)

dont les matrices 3" possédent trois représentations irréductibles, la triviale de dimen-
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L’équation de Kemmer

sion 0, et celles de dimensions 5 et 10, pour le cas des particules de spin s =0 et s = 1

respectivement. Ces matrices obéissent aux regles de commutations suivant

BrBr B + BABY " = g B> + g B, (1.46)
ou g est le tenseur métrique avec la signature (+ - — - ).
On choisit une représentation pour les matrices 3" dans laquelle ¥ = —pg* et

B+ = 30 : ainsi

« Pour les particules scalaires de spin S = 0

B0 = ( U2z U2y > B = < Ooxz # >,z’: 1,2,3 (1.47)

Osx2  O3x3 7 O3xs
avec
0 1 -1 0 0 0 -1 0 00 —1
(10)’p (0 00)”’ (o 0 0)’p (00 0)
(1.48)
dont pp représente la matrice transposée de p.
« Pour les particules vectorielles ayant un spin S = 1
0 0 0 0 0 0 ¢ 0
0_ | 07 0345 1343 Osx3 8 = 07 O3x3 lsxg —is; (i=1,2,3)
07 1343 0O3x3 033 —e” lIsxs Osxs 033
0" O3xs Osxs Osxs 0" —is; Osxz Osxs
(1.49)
avec 6 et e; sont données par :
0=(0,0,0),e; = (1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0,1), (1.50)

et 15, 3est la matrice unité. Les s; sont les matrices standards non-relativistes du spin
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L’équation de Kemmer

S =11[28]

0 0 =
0 0

0

O O .

00 0 0
S1 = 00 — , S92 = , 83 = 1 0 . (151)
0 ¢ 0 0

0 —1

o O

En présence d’une interaction avec un champ électromagnétique A*, ’équation (1.45) se
transforme a

{ip* (0, +ieA,) — M}y (z,t) = 0. (1.52)

Conjuguons maintenant I’équation (1.52), on trouve

10,01 B* + MyT =0, (1.53)

dont
P =t {2(60)2— 1}, (1.54)

d’ou
YB° = y+p°. (1.55)

avec @_D étant I’adjoint de v vérifiant I’équation suivante :
i (0, — ieA,) VB + My = 0. (1.56)

Sachons que

VB B = T g, (1.57)

alors, I’équation de continuité est définie par

o J* =0, (1.58)
avec
Jh = (J°, JF) = gy, (1.59)
ou
JE = pBHap. (1.60)
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L’équation de Kemmer

La densité du courant est alors suit la relation suivante

JO = 8%, (1.61)

la densité de probabilité qui n’est pas définie positive : comme dans le cas des équations
relativistes de Proca et de (KG), il est donc nécessaire de recourir a la réinterprétation de
Pauli et Weisskopf qui est basée sur la symétrie de charge. Ainsi, en multipliant J° par

la charge élémentaire e ,on obtient la densité du courant électromagnétique.
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CHAPITRE

LES PROPRIETES SUPERSTATISTIQUES DE
L’OSCILLATEUR HARMONIQUE A UNE DIMENSION

2.1 Le concept de la superstatistique

La superstatistique constitue un formalisme de la physique statistique, consistant a
décrire les propriétés statistiques d’'un systéme par une superposition de plusieurs sta-
tistiques, d’ou le nom superstatistique .

En général, le formalisme s’applique a un systeme hors équilibre thermodynamique,
ou la température exhibe des fluctuations. On peut ainsi assigner une fonction de dis-
tribution a la température, ou de maniére générale a un parametre globale 5 dépendant
du systéme, dans notre cas § = kBLT représente I'inverse de la température. A petite
échelle, le systéeme montre un équilibre local décrit par la statistique de Boltzmann habi-
tuel e . A grande échelle, ce systéme est décrit par une superposition de la statistique
de Boltzmann et d’une fonction de distribution f (/3) caractérisant les fluctuations de la
température. Ainsi, elle est définie par la superposition de différentes statistique (voir

Figure. 2.1) .

Les superstatistiques décrivent des systemes hors-équilibre avec un état stationnaire
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Le concept de la superstatistique

fil
Cellule, ] Cellule 4

O

F1G. 2.1 : Superstatistique

et fluctuations des parameétres intensives. Si F est ’énergie d’'un micro-état, on peut

écrire que

B(E) = /0 T F(B) e g, 21)

ou B (E) est le facteur de Boltzmann générale. Il peut différer de maniére significative
du facteur de Boltzmann ordinaire, qui est récupéré pour f (3) = (8 — 3,) .

A partir de(2.1), B (F) peut étre regarder comme une transformation de Laplace de la
probabilité de la densité f (3). Bien qu’il existe une infinité de possibilités pour le choix
de la fonction f (), certains criteres doivent étre remplis afin de réduire considérable-

ment ce nombre. Ces criteéres sont
« La fonction de probabilité f () doit étre une densité de probabilité normalisée.
« L’intégrale [° f (5) e "#df converge.

« Dans le cas limite, c-a-d, ’absence des fluctuations des parametres intensives, les
nouvelles statistiques tendent vers des statistiques ordinaires de Boltzmann-Gibbs

(BG).
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Choix de f (3)

Sous ces conditions, la distribution de probabilité stationnaire habituelle,

e PE
p(E)=—, (2.2)
devient
pm) =22 @3)
avec
Z(B)=>_ B(Ew), (2.4)

ou Z ([3) est la fonction de partition généralisée.

2.2 Choix de f ()

Dans notre cas, nous nous concentrons uniquement sur la X2-superstatistiques oula
distribution Gamma : ce choix est justifié par la grande utilisation de cette distribution
dans la littérature (pour plus de détails voir la référence . [26]).

Ainsi, la fonction f (/) sera :

c—1
10 =55 (5) <F @3

ou (b > 0,c> 1) sont des paramétres réels . L’intégration sur 5 donne le facteur de

Boltzmann généralisé [41]

B(E) = /0 T F(B) et
> 1

_ B e
/o b () (3) eveap

1 1 * et -B(E+1)
=W (0 b01/0 B e v)df. (2.6)
Posons que
1 dt
,6(E+—):t:>dﬁ: , (2.7)
b E+3
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Choix de f (3)

alors
0 00 c—1
/ ﬁc_le*ﬂ(EJr%)dﬁ :/ ( t 1) e’ dt -
0 o \E+3 E+3
1 1 &
= — - / et
(E + %) (E + 5) 0
1 1
(E+1H (E+3)
dont
I'(c) :/ t e tdt. (2.9)
0
Ainsi, nous obtenons
1 1 1
B (E) = I
(B) =37 (@b (E+ 1) (c)
B 1
be (B +3)°
= (1+bE,)°. (2.10)

Selon les travaux suivants de Tsallis , les statistiques non-extenstives sont définies par

la fonction g-exponentielle généralisée
ePF = (14 (q— 1) BoE) 7T . (2.11)

> ]

Cette fonction est définie par [
0<g<1
1 (2.12)

eq@;):{ (14 (=D a)7eT |
e’ q=1,

ou le parameétre ¢ est 'indice de la mécanique statistique non-extensive : si on identifie

c= qflletbc:ﬁodont
bo=(6)= | 61(8)d8 =be @213)
0
estlamoyenne de 3,I’équation (2.10) donne le facteur de Boltzmann généralisé qui s’écrit
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Les propriétés superstatistiques de Uoscillateur Harmonique unidimensionnel

par
1

B(E)=(1+4(g—1)(B) En) 7. (2.14)
Dans ce cas, I’équation(2.14) se transforme en

1

e P = (14 (¢—1)(B) B) 1. (2.15)

q

Par conséquent, le facteur B (F) se réduit a

1

B(E)=(1+(q—-1)(B)E) T, (2.16)

ou

B(E) = e, (A1En, (2.17)

Dans le cas limite ou ¢ — 1, on retrouve a la fois (i) la fonction exponentielle habituelle
et (ii) la fonction de partition habituelle de la mécanique statistique ordinaire.
Maintenant, en raison de cette universalité, Beck [21-25,35,36] a introduit un pa-
rametre universel g pour toute superstatistique, pas seulement pour les statistiques de
Tsallis : ce parameétre est donné par la relation suivante
q= @ (2.18)
(8)

Ce paramétre ¢ n’est que le coefficient de variation de la distribution f (/) , défini par
le rapport de I’écart-type et de la moyenne. L’absence de la fluctuation de 3 conduit a la

limite habituel ¢ = 1.

2.3 Les propriétés superstatistiques de ’oscillateur Har-

monique unidimensionnel

2.3.1 Les solutions propres

L’équation générale de I'oscillateur Harmonique a une dimension est donnée par [46]

2

{Z 4 Jmtah o 0) = B ), 219
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Les propriétés superstatistiques de Uoscillateur Harmonique unidimensionnel

ou m est lamasse de particule et w est la fréquence. Pour la configuration {z }, en utilisant

le principe de correspondance suivant

0

0

I’équation (2.19) devient

_R e lmw
2m oz 2 h

Les solutions propres de cette équation sont les suivants [

N /
U (z) = 271—\/\/;71!6 % Hn< %x)

1
E,=h — .
- w(n+2)

2.3.2 Les propriétés superstatistiques

La définition de la fonction de partition est donnée par [

0o 00
—BE, __ — Bk 1
n=0 n=0

o0

= 6_@ E e_ﬂhwn

n=0

x) b (@) = 2 (z).

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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Résultats et discussion

alors

Phw

e 2
1 — e Pw
2

- h (5 (2.26)

VA

La derniere équation détermine la fonction de partition exacte. Maintenant, avant de
présenter les résultats pour l'oscillateur Harmonique, toutes les propriétés thermody-
namiques de l'oscillateur, comme I’énergie libre, ’entropie, I’énergie totale et la chaleur
spécifique, seront obtenues via la fonction de partition Z. Les définitions thermodyna-

miques de toutes ces quantités en fonction de Z ménent aux relations suivantes :

1 olnZ
F=—llnz U=-22% (2.27)
B 9p
S olnZ Cu 0?’InZ
2 gz - gRe YU g _ 2.28
B 1 P o (2.28)
Le facteur de Boltzmann B (FE) suit la relation suivante [21-26,35,36,47-49]
—(B)E @, 20 @ 3o
B(E,) = e (AEn 1+§<B>E—§<B>E+ ...... . (2.29)

Selon I’équation (2.29), la fonction de partition généralisée prend la forme suivante :

Z =Y B(E,) =) e (1 + g (B E? — %2 (B’ E3 4 ... )

B a 5 d? a? 5 d3 —(8)En
—<1+§<5> d<ﬁ>2_§<ﬂ> d<ﬁ>3);e e (2.30)

2.4 Résultats et discussion

Dans ce présent travail, nous nous concentrons sur les différents aspect de la chaleur
spécifique et 'influence de nombre de niveaux d’énergies sur cette quantité.

En mécanique statistique, Il est courant de considérer un seul systéme physique et
comparez sa chaleur spécifique a deux températures différentes. Dans I’autre coté, une

grande partie de ’étude repose sur la comparaison des chaleurs spécifiques de deux sys-
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Résultats et discussion

temes indiscernables a la méme température. Récemment, la chaleur spécifique de plu-
sieurs potentiels quantiques ont été analysés par Pizarro et al [50]. Ils ont montré que
le la limite classique de la chaleur spécifique d’un oscillateur harmonique simple a une
dimension est atteinte a des températures modérées si un nombre relativement petit de
niveaux quantiques (<< 100) est considéré. Les chaleurs spécifiques des oscillateurs har-
moniques simples a deux niveaux, 7 niveaux et un nombre infini de niveaux ont été
étudiés en détail par Styer [51]. Ainsi, le but directeur de ce présent travail est I'étude de
I’évolution de ces propriétés avec I’'augmentation du nombre d’états quantiques entrant
dans I’évaluation de la fonction de partition de I'oscillateur Harmonique en question.

Discutons maintenant les différents résultats obtenus pour cet oscillateur. En utili-
sant ’équation (2.30) ainsi que les équations (2.27) et (2.28), tous les propriétés supersta-
tistiques de notre oscillateur ont été déterminés. Dans tous les calculs on a supposer que
h =w =m = c =1, et tous les quantités trouvés sont sans dimensions.

Comme on le sait, la chaleur spécifique est définie par [40,50-52]

= 32 ((E*) — (E)?). (2.31)

Pour le cas de 'oscillateur Harmonique, I’équation (2.31) se transforme a :

e Bhw

o 2
C, = k (Bhw) I

(2.32)

A tres basses températures (k7' << hw), la chaleur spécifique tend vers zéro suivant la
loi exponentielle d’Einstein C,, ~ & ( ,Bhw)z e~ Pour les hautes températures, la limite
classique de Dulong et Petit [40] C, ~ k est atteinte. Aussi, Le développement de (2.32)
a haute température donne .

v

N 2
— 1= — (Bhw) (2.33)

Pour le cas exacte (voir Figure . 2.3) on peut apercevoir que la chaleur spécifique a
une croissance monotone en fonction de la température jusqu’a atteindre une valeur

constante pour les niveaux d’énergies supérieur (N = 00).
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Résultats et discussion

F1G. 2.2 : L’existence d’un pic autour d’une valeur critique

(h

La Figure. 2.2 montre la variation de la fonction 7

en fonction de % Selon cette fi-
gure, on peut observer I'existence d’un pic autour de la valeur k7" ~ %‘" Cette représen-
tation nous permis d’extraire la contribution due au modeéle d’Einstein de la contribution
du modéle de Debay.

Sur la Figure. 2.3, nous avons générés quelques courbes de la chaleur spécifique pour
certains nombres limité des niveau d’énergies N = 2,6, 15 et 50. La courbe pour N = 50
est identique a celui généré en utilisant la fonction de partition compléte (2.26)(c’est-a-
dire additionnée de zéro a I'infini). Notre calcul est en accord avec ceux traités par [50,

] : ces auteurs ont montré que la limite de la chaleur spécifique, a haute température, est
obtenu pour un nombre quantiques relativement petits (<< 100). Ainsi, la troncature du
spectre d’énérgie pour certaine nombre quantique conduit direct a la saturation requise
pour le cas exacte : la chaleur spécifique n’est pas saturée pour les faibles valeurs du
nombre quantique n mais, plutot développe un pic et chute lentement a des températures
élevées.

Maintenant, nous étudions 'origine des pics observés dans les courbes. Il est clair que
le pic est dli a Pexcitation des particules de I’état fondamental aux niveaux excités. Ces
niveaux sont trop élevés pour contribuer de maniére significative a ces températures. La
quasi saturation du premier niveau excité et 'augmentation substantielle de la tempé-
rature nécessaire pour commencer a peupler les niveaux d’énergie les plus élevés sont
responsables du minimum qui suit le pic et la chaleur spécifique se stabilise rapidement
a sa limite classique.

Dans la Figure. 2.4, nous présentons les propriétés superstatistiques de cet oscilla-
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Résultats et discussion

teurs : le but derriere est I’étude de I'influence des deux parameétres suivants : le nombre
de niveau entrant dans la contribution de la fonction de partition ainsi que le parameétre ¢
de la théorie de la superstatistique. En se limitant uniquement aux courbes de la chaleur
spécifique, la quantité physique accessible expérimentalement, nous pouvons bien voir
que ces courbes (i) varient en fonction du parametre g, (ii) la limite thermodynamique a

haute températures est bien atteinte.

N=2 — WN=20 — N=30 N=50 N=70 — Exact

F1G. 2.3 : La chaleur spécifique d’un oscillateur harmonique simple a une dimension pour
N =2, 20, 30,50 et 70 en fonction de 1/

En conclusion, nous souhaitons souligner deux résultats obtenus par 1'évaluation

numérique des formules thermiques de la chaleur spécifique.

« Sauf a des températures trés élevées, une bonne approximation consiste a conser-
ver quelques termes dans la somme de la fonction de partition. Cela signifie que
seuls les niveaux les plus bas contribuent de maniere significative aux propriétés

thermodynamiques.

« Comme on peut le voir sur les figures, les valeurs calorifiques spécifiques tres
proches des prévisions classiques sont déja obtenues a des températures modérées.
Cela signifie qu’a une température moyenne donnée, la contribution d'un nombre
de niveaux relativement faible (généralement bien inférieur a 100 dans les deux
cas) suffit a générer des résultats effectivement classiques. Bien que ces résultats
soient importants, ils sont rarement remarqués, ce qui contribue a des idées fausses

sur la nature de la limite classique.
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+ Enfin, notons que, dans tous les cas considérés, les résultats classiques pour la cha-

leur spécifique ne vont pas a zéro dans la limite 7', démontrant I’échec bien connu

de la mécanique classique a basses températures : Lorsque k7" est bien inférieur

a espacement des niveaux hw, les énergies thermiques typiques ne sont pas adé-

quats pour I'excitation de 'oscillateur a partir de I’état fondamental au premier état

excité. Parce que l'oscillateur ne peut pas accepter I’énergie thermique dans ces

petites quantités, I’énergie devient faible au lieu de se déverser dans l'oscillateur

lors de 'augmentation de la température. Par conséquent, la chaleur spécifique est

faible.

N=2 — N=20 — N=30 N=50 N=150 — Exact

(a)g=0.2

N=2 — N=20 — N=30 N=50 N=300 — Exact

0 5 10 15 20

(c)g=0.7

N=2 — N=20 — N=30 N=50

N=2 — N=20 — N=30 N=50

10 18 20

(b) g = 0.4

10 18 20

d) q=0.9

N=150 — Exact

N=150 — Exact

F1G. 2.4 : La chaleur spécifique d’un oscillateur harmonique simple a une dimension pour

différentes valeurs de ¢ en fonction de 1/
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L’anomalie de Schottky

2.5 L’anomalie de Schottky

L’anomalie de Schottky est un effet observé en physique du solide ou la capacité ther-
mique spécifique d’un solide a basse température a un pic [52]. On I’appelle anomalie car
la capacité calorifique augmente généralement avec la température ou reste constante.
Cela se produit dans les systémes avec un nombre limité de niveaux d’énergie de sorte
que E (T) augmente pour chaque niveau d’énergie. Puisque Cv = dE/dT, elle subira
un grand pic lorsque la température passera d’'un niveau a l'autre. Cet effet peut étre
expliqué en regardant le changement d’entropie du systéme. A une température nulle,
seul le niveau d’énergie le plus bas est occupé, alors 'entropie est nulle et il y a trés peu
de probabilité d’une transition vers un niveau d’énergie plus élevé. Au fur et a mesure
que la température augmente, il y a une augmentation de I’entropie et donc la probabilité
d’une transition entre niveaux augmente. Lorsque ’énergie thermique k1" s’approche de
la différence entre les niveaux d’énergie, un large pic dans la courbe de la chaleur spé-
cifique apparait. Ce pic correspondant a un grand changement d’entropie pour un petit
changement de température. A des températures élevées, tous les niveaux sont peuplés
uniformément, il y a donc a nouveau un changement petit dans la fonction d’entropie
pour de petits changements de température, et donc une chaleur spécifique plus faible
jusqu’a devenir égale a zéro. Une anomalie de Schottky n’est pas une transition de phase,
qui se manifesterait par une cuspide (Pointe aigué et allongée) nette (2éme ordre) ou une
fonction delta (lere ordre) dans les courbes de la chaleur spécifique.

L’observation d’'une anomalie de Schottky indique qu’il existe un petit nombre de ni-
veaux d’énergie discrets dominant le comportement du systeme. Il peut quantifier I’espa-
cement entre ces niveaux d’énergie. Enfin, cette anomalie ( pic de Schottky) est observée

aussi dans des systémes avec plusieurs niveaux d’énergie discrets (voir Figure. 2.5).

2.5.1 La chaleur spécifique d’un systéeme a deux niveaux

La fonction de partition d’un systéme a deux niveaux est donnée par

Z=1+ePF =142, (2.34)

(%///(// Randa - 26 - 8y (G



L’anomalie de Schottky

—N=D — Ne3 N=5 N=7 — N=10 — N=2 — N=3 N=5 N=7 — N=10

ra
=3

18

F1G. 2.5 : L’anomalie de Schottky de l'oscillateur Harmonique unidimensionnel pour les
niveaux suivants: N = 2,3,5, 7et 10

avec

E = kpA, (2.35)

est le gap d’énergie entre les deux niveaux. L’énergie interne s’écrira alors par la relation

suivante
dlnZ
U=kgT? | —= 2.36
o (%) 236)
Enfin la capacité calorifiques sera
A 2 AT
Co=ks(=) —— (2.37)
T/ (14 eA/T)

En ce qui suit, nous présentons nos résultats concernant les deux fonctions thermiques,
I'entropie et la chaleur spécifique en fonction de la température pour différents valeurs
du parametre gq. L’objectif derriére est de calculer les propriétés superstatistiques de
I’anomalie de Schottky pour certaines niveau d’énergies de systeme. Ces propriétés sont
données a partir du parameétre ¢ qui correspond a la fluctuation que subit la température.
Ces propriétés sont présentés dans les Figures. 2.6 et .2.7.

En générale, ’anomalie de Schottky est une caractéristique générale des systémes a
deux niveaux. La capacité thermique est définie comme C,, = dU /dT ou U est I'énergie
interne. Le gradient de I’énergie interne est donc important. A tres basses températures,
seul le niveau le plus bas est peuplé et 'énergie interne est faible et la capacité thermique

est aussi également. Cependant, lorsque la température augmente, le niveau supérieur
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— N=2 — N=3 N=5 N=7 — N=10 — N=2 — N=3 N=5 N=7 — N=10

=

F1G. 2.6 : L’anomalie de Schottky de I'oscillateur Harmonique unidimensionnel pour ¢ =
0.2

— N=2 — N=3 N=5 N=7 — N=10 — N=2 — N=3 N=5 N=7 — N=10

g g

F1G. 2.7 : L’anomalie de Schottky de I'oscillateur Harmonique unidimensionnel pour ¢ =
0.7

commence a étre peuplé et ainsi ’énergie interne augmente rapidement. Lorsque les
deux niveaux sont presque également peuplés, ce qui se produit a trés haute tempéra-
ture, plus d’énergie ne peut étre absorbée et le gradient dU /dT devient effectivement
constante et ainsi la capacité thermique devient petite et tend vers zéro. Un comporte-
ment similaire est observé lorsqu’il y a trois ou quatre, etc., c’est-a-dire un petit nombre
de niveaux.

La Figure. 2.8 montre I'influence du parametre ¢ sur I’énergie de gap (2.37) pour un
systéme a deux niveaux. On peut voir que ce gap diminue lors de la croissance de ce

parameétre et la population du premier niveau excité devient un peut difficile.
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F1G. 2.8 : L’évolution de 'anomalie de Schottky pour différents valeurs de ¢
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CHAPITRE 3

I_LES PROPRIETES SUPERSTATISTIQUES POUR DES
PARTICULES DE SPIN-0 ET SPIN-1/2 A UNE DIMENSION

3.1 Les solutions propres de ’oscillateur de Dirac uni-

dimensionnel

L’équation générale de l'oscillateur de Dirac a une dimension est exprimée par la

relation suivante :

{eaz (pe — imwpBz) + Bm}¢p = EYp, (3.1)

T
ou m est la masse de la particule, w est la fréquence, ¥vp = ( Y1, Yo ) la fonction

d’onde et les ., 3 sont les matrices de Pauli. Ces matrices sont définies par

axzax:((l)(l)),ﬁzaz:<(1) _01) (3.2)

L’Hamiltonien de l'oscillateur de Dirac est décrit par I’équation ci-dessous

Hp = {ca, (P, — imwfz) + fm} . (3.3)
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Les solutions propres de ’oscillateur de Dirac unidimensionnel

L’équation (3.3) s’écrit sous une forme matricielle comme suit :

H:(? é)(a—z‘mw(é _01>)_((1) —01)

- ( m o+ imuwz ) . (3.4)
P, —imwx —-m

En insérant (3.4) dans I’équation (3.3) on obtient :

m P, + imwx (RN (o
(Px—imwx —m )(%)—E(%). (35)

A partir de cette équation, on trouve le systeme d’équations suivant :

miy + (e + imwz) 1y = Eiy,
(pz — imwz) Y1 — maps = Eps. (3.6)

L’équation (3.6) permet d’avoir la composante 15 en fonction de ¢ comme suit :

(pe — imwx)

o (@) = Ly (o). )
L’injection de I’équation (3.7) dans (3.6) donne
[(pz + imwz) (p, — imwz) — E? + m?] ¢y (z) = 0. (3.8)

En développant le terme (p,, + imwz) (p, — imwx) on trouve
[pi + imw (zpy — Pett) + (mwz)? — E% + mQ] Yy (z) = 0. (3.9)

En utilisant la relation d’incertitude de Heisenberg, [z, p,.| = ik, 'équation (3.9) se trans-

forme a

[p? + (mwx)Q] Y1 (2) = [E* + hmw — m*] ¢y (z), (3.10)

ou bien sous une autre forme

2,.2

: 2 _ 2 3
(Z2+ 20 ) o= (" Y n@=Ba @, G
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Les solutions propres de l'oscillateur de Klein-Gordon unidimensionnel

avec
wm + E? —m?

2m

E =

(3.12)

La relation (3.11) est une équation standard d’un oscillateur Harmonique a une dimen-

sion. En conséquence, son spectre d’énergie est bien connus. Il vérifie la formule suivante

9 1
E:im\/—w (n+—)—3+1. (3.13)
m 2 m

Cette derniére peut se mettre sous la forme explicite suivante

E, = tmv1+ 2mwn, (3.14)

Les fonctions d’onde propres peuvent étre exprimées en termes de polynéme de Hermite

7/J1 (.1') = Nuorm (%)}1 H <“ mwa) ei%ﬁ' (3-15)

avec Nyorm = 2"y/7n! est la constante de normalisation. Ainsi, la fonction d’onde totale

1 mw
l/JD = Nhorm ¢(pe —imwx) H %l‘ e_flﬂ- (3-16)
(Ex—&—ch) h

3.2 Lessolutions propres de I’oscillateur de Klein-Gordon

de degré n

associée est

unidimensionnel
L’équation de mouvement libre de (KG) a une dimension est donné par la relation :
(02 — E* +m?) ke = 0. (3.17)

L’introduction de I'interaction de type de 'oscillateur de Dirac se fait par la substitution

de p, par p, + imwz. Dans ce cas, I’équation (3.17) se transforme a :

{(p: +imwz) (p, — imwz)} Y = (B> — m?) Yke. (3.18)
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Les solutions propres de l'oscillateur de Klein-Gordon unidimensionnel

ou sous une autre forme par :

2 1 B
p—x + —mw2x2 ¢KG’ = E¢KG (3.19)
2m 2

dont
_ E*—m? i 1
= - —CL),
2m 2
L’équation (3.19) est une équation unidimensionnelle d’un oscillateur harmonique dont

les solutions sont bien connues. Ainsi, la forme de notre spectre d’énergie est donc
E, = £vVm? + 2wmn (3.20)

La fonction d’onde correspondante est

Vi (T) = \/% (%)Z H, (Vmwz) e %", (3.21)

Comme premier résultat, on constate que la forme du spectre d’énergie de I'oscillateur de
Klein-Gordon a la méme forme que celui de I'oscillateur de Dirac. Ainsi, toute discussion
des propriétés superstatistiques de 'oscillateur de Dirac des particules fermioniques sera
étendu au cas des particules bosoniques. Ces propriétés seront obtenus comme dans le
cas de l'oscillateur harmonique. La fonction de partition généralisée aura la méme forme

que I’équation (2.30), c-a-d,

Z = (1 + g (8)” £« (8’ d—g) > e ien (3.22)

avec un spectre d’énergie adoptant1’équation (3.14) pour les fermions, et I'équation (3.20)

pour les bosons.
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Les propriétés superstatistiques des deux oscillateurs

N=1000 — N=1500 — N=2000 N=2500 — N=3500

25

F1G. 3.1 : La chaleur spécifique pour les deux types d’oscillateurs

3.3 Les propriétés superstatistiques des deux oscilla-

teurs

Dans cette section, nous nous concentrons, comme dans le cas de 'oscillateur Har-
monique, sur I’étude de I'influence de nombres de niveaux ainsi que le parameétre ¢ sur
la chaleur spécifique. Ainsi, le motif directeur est d’analysé I’évolution de ces propriétés
avec 'augmentation du nombre d’états quantiques pour ces deux oscillateurs. Notons
ici que ces types d’oscillateurs harmoniques relativistes sont bien connus pour avoir une
place importante en physique aux niveaux fondamental et pratique [5, 10, 11, 26, 29, 30,

-55].

Dans la Figure. 3.1 , nous avons générés quelques courbes de la chaleur spécifique
pour certain nombre limité des niveau d’énergies tels que N = 1000, 1500, 2000, 2500 et 3500.
La courbe pour N = 3500 est identique a celui généré en utilisant la fonction de parti-
tion complete (c’est-a-dire additionnée de zéro a I'infini) de équation (3.22). Ainsi, comme
dans le cas de l'oscillateur Harmonique, la troncation du spectre d’énérgie conduit direct
a la saturation requise pour le cas exacte : la chaleur spécifique n’est pas saturée pour
les faibles valeurs du nombre quantique N mais, plutot développe un pic étalé qui chute
lentement a des températures élevées. Enfin, le nombre de niveaux quantiques pour les
deux oscillateurs sont inférieures a 4000.

Maintenant, tous les résultats apres 'introduction du concept de la superstatistique

a partir du parametre ¢ sont présentés dans la Figure. 3.2 .
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Les propriétés superstatistiques des deux oscillateurs

N=1000 — N=4000 — N=8000

25

N=10000 — N=15000

(a)g=0.2

N=1000 — N=4000 — N=8000

25

N=10000 — N=15000

21 \/—\
.
™

1.5

()g=0.6

N=1000 — N=4000 — N=8000

25

N=10000 — N=15000

20 \_f .
~
%\
15 i 7
10 \'.‘_
5 ‘.\\
5 S
\ xr
0 2 4 [ 8 10
g
(b) ¢ = 0.4
N=1000 — N=4000 — N=8000 N=10000 — N=15000

1.5

g

@dq=0.9

F1G. 3.2 : La chaleur spécifique pour différentes valeurs de g pour les deux types d’oscil-

lateurs
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L’anomalie de Schottky

— N=2 — N=3 N=5 N=7 — N=10 — N=2 — N=3 N=5 N=7 — N=10

L I pobe
o 2 4 6 8 10 o 2 4 B 8 10

g

(a) L’entropie S (b) La chaleur spécifique

F1G. 3.3 : L’anomalie de Schottky pour les deux types d’oscillateurs

Dans la Figure . 3.2, nous présentons les différents quantités thermiques en fonction
du parameétre ¢ pour différents choix de nombres de niveaux V. En se limitant unique-
ment aux courbes de la chaleur spécifique, nous pouvons bien voir que ces courbes (i)
varient en fonction du paramétre ¢, (ii) la limite thermodynamique a haute températures
est bien atteinte. En conclusion, nous souhaitons souligner que sauf a des températures
trés élevées, une bonne approximation consiste a conserver quelques termes dans la
somme. Cela signifie que seuls les niveaux les plus bas contribuent de maniere significa-
tive aux propriétés thermodynamiques. Aussi, contrairement pour le cas de 'oscillateur
Harmonique non-relativiste, le nombre de niveaux est plus élevés dans le cas des deux

oscillateurs que celui trouvé dans le cas traité dans le Chapitre 2.

3.4 L’anomalie de Schottky

Passons maintenant au cas particulier du contribution des plus bas niveaux : c’est le
cas de I’anomalie de Schottky.

Dans la Figure. 3.3 , nous présentons ’anomalie de Schottky pour les deux oscilla-
teurs pour les valeurs faibles des niveaux d’énergies pour les deux types d’oscillateurs.
Remarquons ici que c’est la premiere fois cette détermination a été faite. Rappelons ici,
que I’anomalie de Schottky est un effet observé en physique du solide ou la capacité ther-

mique spécifique d’un solide a basse température a un pic [52]. On I’appelle anomalie car
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L’anomalie de Schottky

— N=2 — N=3 N=5 N=7 — N=10 — N=2 — N=3 N=5 N=7 — N=10

F1G. 3.4 : L’anomalie de Schottky des deux types d’oscillateurs pour ¢ = 0.2

— N=2 — N=3 N=5 N=7 — N=10 — N=2 — N=3 N=5 N=7 — N=10

1.4F
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=
ha
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F1G. 3.5 : L’anomalie de Schottky des deux types d’oscillateurs pour ¢ = 0.7

la capacité calorifique augmente généralement avec la température ou reste constante.
Notons qu’une anomalie de Schottky n’est pas une transition de phase. L’observation
d’une anomalie de Schottky indique qu’il existe un petit nombre de niveaux d’énergie
discrets dominant le comportement d’un systéme et peut quantifier I’espacement entre
ces niveaux d’énergie.

En ce qui suit, nous présentons nos résultats concernant les deux fonctions ther-
miques, I'entropie et la chaleur spécifique en fonction de la température pour différents
valeurs du parameétre q. L’objectif derriere est de calculer les propriétés superstatistiques
de anomalie de Schottky pour certaines niveau d’énergies de systéme. Ces propriétés
sont données a partir du parameétre ¢ qui correspond a la fluctuation que subit la tem-
pérature. Ces propriétés sont présentés dans les Figures. 3.4 et .3.5. On constate que les

valeurs de ¢ > 0.7 sont les plus adaptés par rapport aux courbes pour le cas ¢ = 0.2.
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L’anomalie de Schottky
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0.6

F1G. 3.6 : L’évolution de I’'anomalie de Schottky pour différents valeurs de ¢ pour un
systéme a deux niveaux pour les deux types d’oscillateurs.

Enfin, dans la dans la Figure. 3.6, nous suivons I’évolution de cette anomalie pour
différentes valeurs de ¢ . On constate ici que le gap énergétique diminue lors de I'aug-
mentation du parameétre q c-a-d, la diminution de la fluctuation de la température comme

dans le cas de 'oscillateur Harmonique unidimensionnel.

é/’((//(// @/)//(/{0 -38 - 8y (G



CHAPITRE 4
LES PROPRIETES SUPERSTATISTIQUES DE
L OSCILLATEUR DE KEMMER A UNE DIMENSION

4.1 Les solutions propres de 'oscillateur de Kemmer

a une dimension

L’équation relativiste libre de Kemmer est donnée par [30-32,54] :

(8*pu — M) ¢y = 0, (4.1)

ou M est la masse totale des deux particules de spin S = % et 3 sont les matrices de

Kemmer satisfaisant a la relation de commutation suivante :
BrBY BN + BBV B = g B + ¢ B, (4.2)

avec

pr=t@I+I®" (4.3)

ot I est la matrice identité,y* la matrice de Dirac et ® le produit tensoriel.

L’état stationnaire v, de I’équation (4.11) est une fonction d’onde a quatre compo-
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Les solutions propres de l'oscillateur de Kemmer a une dimension

santes s’écrivant sous la forme :

WZ¢D®¢D=<Z;)®<Z;>:< Y1 e Y3 Yy )T' (4.4)

ou ¢p est la solution de I'équation de Dirac. Pour l'oscillateur de Kemmer, 'opéra-
teur d’impulsion 7/, dans ’équation libre de Kemmer, pourrait étre remplacé par /' —

iMBw7 avec B est choisi comme B = 7% ® ~°, (32 = f) [33,54]. Ainsi, on obtient

{8°% — 8" (p, — iMBwz) — $* (py — iMBwy) — M } ¢, = 0, (4.5)

avec
B =@+, =7v'@l+Ie, =10l +I1®+  (46)

En utilisant les relations suivantes

a =1"7, (4.7)
ay =77 = . =4, (4.8)
ay =17 =1y =77, (4.9)
et
51:71®f+_f®vl:f®700$+700x®f, (4.10)
Bt =19+, 4+, ®I. (4.11)

Multipliant a gauche I’équation (4.5) par (7° ® 7°), nous obtenons :
{(* ®1°) 8% — (° ®1°) B (ps — iMBwz) = M (¥° ®+°) } e =0,  (4.12)
avec
(VYY) =10 °) I +°91)=("@I+1%7"), (4.13)

(P ®°)8' =(1*®7°) I®1°0: +7°0. ® 1) = (V*® 0. + 0. ®7°), (414
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Les solutions propres de l'oscillateur de Kemmer a une dimension

Soit
{(POI+I®")e-U-M("®7°)} e =0, (4.15)

ou

U= (+"®0, + 0, ®1°) (p, — iMBwz), (4.16)

En calculant tous les termes suivants

26 0 0 0 0o 1 1 0
0 00 O 1 0 0 -1
0 T+ O 0 B x 0y
Y RI+I®Y¢ 300G (VP ®0,+ 0,9 00—
0 0 0 —2¢ 0 -1 -1 0
(4.17)
M 0 0 0
0O —-M O 0
M (*®4°) = 4.18
(v’ ®7") S T (4.18)
0 0 0 M
Py — tMwzx 0 0 0
, 0 Py + 1 Mwx 0 0
» — iMBwzx = . (419
AR 0 0 Pe + iMwz 0 (4:19)
0 0 0 P — tMwx
Ainsi, ’équation (4.15) prend la forme suivante
26 — M —py +tMwzr —p, +iMwzx 0 (3 0
—py — tMwz M 0 Py — tMwx vy | 1 O
—py — iMwz 0 M P — tMwx vs || o
0 e +iMwr  p,+iMwz — (26 + M) (N 0
(4.20)

Reportons 1, de (4.14) dans (4.30), nous obtenons, alors quatre équations algébriques

(26 — M) 1 — (py + iMwz) e — (py + iMwzx) b3 = 0, (4.21)
— (s — iMwz) ¥y + Mpy + (po — iMwz) by = 0, (4.22)
— (pg — iMwz) 1 + Mps + (py — iMwz) by = 0, (4.23)
(pz + iMwz) e + (pr + iMwzx) b3 — (26 + M) 1hy = 0. (4.24)
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Les solutions propres de l'oscillateur de Kemmer a une dimension

D’apres ces équations, nous avons

2 (p, + iMwx)

= 4.25
v = B (4.25)
P2 = s, (4.26)
2 (py +iMwz)
= . 4.27
(o 26+ M () (4.27)
Eliminons 11,153,744 en faveur de 1), on trouve
-2 (py — iMwz) (py + iMwz) 2 (pz — iMwz) (p, + imwz)
M = 0.
2% — M A 2% + M Ve
(4.28)
Apreés un simple calcul, on a :
AM (p + M?w?a® + Mw) iy = M (4% — M?) 1, (4.29)
Par un calcul simple, ’équation (4.29) se transforme
P 1 2,2 3
P Ly _ 4,
(2M+2 wx>¢2 1o, (4.30)
ou ) ,
- 4 -M
_AE oM w (4.31)

C’est ’équation d’un oscillateur harmonique dont les solutions sont bien connues. Les

solutions propres sont donnés comme suit :

M2
fn == T"‘QMW (n+1), (4.32)
2(pz+iMwz)
26—M L
1 ]_ 1 mwz?
2(pz+iMwz) .
26+M
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Les propriétés superstatistiques de Uoscillateur de Kemmer

N=1000 — N=1500 — N=2000 N=3000 — N=4000

F1G. 4.1 : La chaleur spécifique pour l'oscillateur de Kemmer

4.2 Les propriétés superstatistiques de l’oscillateur de

Kemmer

A partir de la définition du spectre d’énergie (équation (4.32)), tous les propriétés
superstatisques sont faciles a déterminées via la fonction de partition. La fonction de

partition généralisée aura la méme forme que 1’équation (2.30), c-a-d,

— @2 @ a s & —(B)én
Z = <1+ 5 (B) 2673 (B) dw)g) zn:e , (4.34)

avec un spectre d’énergie adoptant I’équation (4.32) pour le cas des bosons vectoriels de
spin S = 1.

La méthode utilisée ici est la méme pour le cas des oscillateurs Harmonique rela-
tivistes. Ainsi, nous nous somme intéressés sur 1’étude de 'influence de nombres de
niveaux d’énergie sur I’aspect des courbes de la chaleur spécifique. Le but derriére est
I’analyse de I’évolution de ces propriétés avec I'augmentation du nombre d’états quan-
tiques figurant dans la définition de la fonction de partition.

Sur la Figure. 4.1 , nous avons tracés quelques courbes de la chaleur spécifique de
l'oscillateur de Kemmer a une dimension pour certain nombre limité de niveau d’énergies
tels que N = 1000, 1500, 2000, 2500 et 3500. La courbe pour N = 3500 est identique a
celui généré en utilisant la fonction de partition compléte (c’est-a-dire additionnée de

zéro a l'infini) de équation (3.22). Ainsi, la troncature du spectre d’énérgie pour certaine
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Les propriétés superstatistiques de Uoscillateur de Kemmer

N=1000 — N=1500 — N=2000  N=3000 — N=4000 N=1000 — N=1500 — N=2000  N=3000 — N=4000
1 1
1 1
2 4 [ 8 2 4 [ 8
(a)g=0.2 (b)g=10.4

N=1000 — N=1500 — N=2000 N=3000 — N=4000 N=1000 — N=1500 — N=2000 N=3000 — N=4000

©) q=0.6 ) q=0.8

F1G. 4.2 : La chaleur spécifique pour différentes valeurs de g pour l'oscillateur de Kemmer
alD

nombre quantique conduit direct a la saturation requise pour le cas exacte : la chaleur
spécifique n’est pas saturée pour les faibles valeurs du nombre quantique N mais, plutot
développe un pic étalé qui chute lentement a des températures élevées.

Maintenant, passons aux calculs des propriétés superstatitiques de l'oscillateur de
Kemmer. L’introduction de la théorie superstatistiques par le biais du parametre ¢ donnent
les résultats suivant selon la Figure. 4.2 . Dans cette figure, nous présentons les diffé-
rents quantités thermiques en fonction du parametre ¢. En se limitant uniquement aux
courbes de la chaleur spécifique, la quantité physique accessible, nous pouvons bien voir
que ces courbes (i) varient en fonction du parametre ¢, (ii) la limite thermodynamique a
haute températures est bien atteinte. En conclusion, nous souhaitons souligner que sauf
a des températures tres élevées, une bonne approximation consiste a conserver quelques
termes dans la somme. Cela signifie que seuls les niveaux les plus bas contribuent de ma-

niére significative aux propriétés thermodynamiques.
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L’anomalie de Schottky
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F1G. 4.3 : L’anomalie de Schottky pour l'oscillateur de Kemmer

4.3 L’anomalie de Schottky

Passons maintenant a I’étude de 'influence des deux parametres N et ¢ sur I'anoma-
lie de Schottky.

Dans la Figure. 4.3 , nous présentons ’anomalie de Schottky pour le cas de l'oscil-
lateur de Kemmer pour les niveaux niveaux d’énergies les plus basses. Remarquons ici
que c’est la premiere fois cette détermination a été faite. Rappelons ici, que ’anomalie de
Schottky est un effet observé en physique du solide ou la capacité thermique spécifique
d’un solide a basse température a un pic [52]. Une anomalie de Schottky n’est pas une
transition de phase. L’observation d’une anomalie de Schottky indique qu’il existe un
petit nombre de niveaux d’énergie discrets dominant le comportement d’un systéme, et
peut quantifier I’espacement entre ces niveaux d’énergie.

En ce qui suit, nous présentons nos résultats concernant les deux fonctions ther-
miques, I’entropie et la chaleur spécifique en fonction de la température pour différents
valeurs du parameétre q. L’objectif derriere est de calculer les propriétés superstatistiques
de ’anomalie de Schottky pour certaines niveau d’énergies de systéme. Ces propriétés
sont données a partir du parameétre ¢ qui correspond a la fluctuation que subit la tem-
pérature. Ces propriétés sont présentés dans les Figures. 4.4 et .4.5. On constate que les
valeurs de ¢ > 0.7 sont les plus adaptés par rapport aux courbes pour le cas ¢ = 0.2

comme dans le cas des deux oscillateurs de Klein-Gordon et de Dirac.
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F1G. 4.4 : L’anomalie de Schottky de l'oscillateur de Kemmer pour ¢ = 0.2
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F1G. 4.5 : L’anomalie de Schottky de 'oscillateur de Kemmer pour ¢ = 0.7

La Figure. (4.6) montre que I’évolution du gap énergétique pour un systeme a deux
niveaux de l'oscillateur de Kemmer : ce gap diminue en augmentant les valeurs de q.
Comme dans le cas des oscillateurs relativistes, cela veut dire que le gap énergétique de
Poscillateur de Kemmer augmente par ’augmentation de la fluctuation de la tempéra-
ture.

Enfin, nous suivons I’évolution de cette anomalie pour différentes valeurs de g dans

la Figure. 4.6.
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F1G. 4.6 : L’évolution de ’anomalie de Schottky de 'oscillateur de Kemmer pour différents
valeurs de ¢
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CONCLUSION

Dans ce mémoire nous avons solutionné les trois équations relativistes correspon-
dant aux particules de spin-0, % et 1 en présence d’un oscillateur Harmonique relativiste,
connu sous le nom de I'interaction de I'oscillateur de Dirac. Les solutions trouvées re-
présentent I’espace unidimensionnel

Concernant le cas des particules scalaires de spin-0, régit par I’équation de Klein-
Gordon, le spectre d’énergie est non-dégénérer. Pour le cas des particules de spin—%, qui
suivent I’équation de Dirac, le spectre d’énergie dégagé est non-dégénérer. Les résultats
obtenus, pour les deux types d’oscillateurs, sont en bon accord avec ceux trouvés dans
la littérature [6-8,33,56]. Enfin, pour le cas des particules vectorielles de spin-1, dont on
utilise I’équation de Kemmer pour trouver les solutions, les résultats donnent aussi un
spectre d’énergie non-dégénérer.

Nous avons aussi étudié les propriétés superstatistiques des oscillateurs relativistes
et non relativistes.

En premier lieu, nous avons abordé le cas de l'oscillateur Harmonique. Les solutions
propres de cet oscillateur ont été obtenues, ainsi que ces propriétés superstatistiques .
Ces derniére ont été obtenus par 'utilisation de ’approche de la fonction Zeta. La com-
paraison avec le cas exacte de l'oscillateur Harmonique a été bien discutée. En se limi-
tant uniquement aux courbes de la chaleur spécifique, la quantité physique accessible

expérimentalement, nous pouvons bien voir que ces courbes (i) varient en fonction du
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parametre g, (ii) la limite thermodynamique a haute températures est bien atteinte, et
enfin (iii) contrairement au cas précédent, ’approche des deux pdles montre une bonne
correspondance entre les courbes en fonction de g et le cas exacte (¢ = 1). Dans le méme
contexte, notre étude a été étendue au cas de loscillateur de Dirac a une dimension :
apres avoir déterminer les solutions propres de cet oscillateur, les propriétés supersta-
tistiques de ce dernier ont été bien évaluées : Nous avons variés les deux parametres
(r,q) afin d’obtenir une chaleur spécifique non-négative obéissant a la troisiéme loi de
la thermodynamique.

En conclusion, les résultats trouvés montrent que I'introduction de la superstatis-
tique pour le cas de I'oscillateur de Dirac uni-dimensionnel permit d’éliminer I’existence
d’une chaleur spécifique négative, probleme posé sérieusement dans la littérature, pour
certaine valeur du parameétre universel q.

Notons ici que notre probléme en question est intéressent au niveau théorique et
expérimental : au niveau théorique il sert comme un modele réaliste pour des exemples
qui ont des solutions exactes, par contre au niveau expérimental, notre oscillateur a été
bien concu et réaliser par le modele d’un systeme of trapped atomic ions. L’oscillateur
de Dirac, en utilisant le modele trapped atomic ions, est bien réalisable expérimenta-

lement comme le prévoit Bermudez [5] et al, et Blatt et al [57].
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