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ملخص

التوافقية للهزاز الاحصائية الفائقة الخواص بدراسة قمنا العمل هذا في
قمنا الأمر بادئ فى معروف. السبين ذات للجسيمات اللانسبية و النسبية
دالة ايجاد يق طر عن البعد أحادى التوافقى للهزاز الخواص هذه بدراسة
النسبية للهزازات بالنسبة الشيئ نفس طبقنا بعدها ثم الهزاز. لهذا القسمة
الفائقة الخواص بدراسة قمنا أيضا واحد. و نصف صفر, يالسبينات النسبية.الخاصة الهزازات لهذه شوتكي لشذوذ الاحصائية
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Abstract

In this work we study the superstatisticals properties of the relativistic and non-
relativistic Harmonic oscillators of known spinning particles. First, we study the pro-
perties of a one-dimensional Harmonic oscillator by finding its the partition function .
Then, we did the same thing for the relativistic Harmonis oscillators having a spin equal
to zero, half and one. We also studied thesuperstatistical properties of Schottky anoma-
lies for these oscillators.
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RÉsumÉ

Dans ce travail, nous étudions les propriétés superstatistiques des oscillateurs harmo-
niques relativistes et non relativistes de particules ayant un spin connues. Tout d’abord,
nous étudions les propriétés d’un oscillateur harmonique unidimensionnel en trouvant
sa fonction de partition. Ensuite, nous avons fait la même chose pour les oscillateurs
Harmonis relativistes ayant un spin égal à zéro, la moitié et un. Nous avons également
étudié les propriétés superstatistiques des anomalies de Schottky pour ces oscillateurs.
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INTRODUCTION

L’oscillateur de Dirac (DO) a été pour la première fois abordé par Ito et al [1]. Dans
cette étude les auteurs ont estimé une équation de Dirac dans lequel l’expression du mo-
ment p⃗ a été remplacée par p⃗ − imωγ0x⃗, dont x⃗représente le vecteur de position, m la
masse de la particule et ω la fréquence de l’oscillateur. L’intérêt pour le problème a été
revivé par Moshinsky et Szczepaniak [2], qui lui donna le nom de l’oscillateur de Di-
rac (DO) parce que, dans la limite non-relativiste, il devient un oscillateur Harmonique
avec un terme de couplage spin-orbite très fort. Physiquement, l’interaction (DO) est un
système, qui peut être interprété comme une interaction du moment magnétique anor-
mal avec un champ électrique linéaire [3, 4].En raison de ses nombreuses applications
en physique,l’oscillateur de Dirac a attiré beaucoup d’intérêt parce qu’il constitue l’un
des exemples rares qui possède des solutions exactes. En mécanique quantique relati-
viste, le (DO) a été étudié à partir de nombreux points de vue, on cite parmi eux : (i) les
études des propriétés de la covariance de l’équation de Dirac en présence de l’interac-
tion de l’oscillateur de Dirac, (ii) la détermination du spectre d’énergie et les fonctions
d’onde correspondantes, (iii) l’étude des propriétés algébriques du groupe de Lie , (iv)
la supersymétrie, (v) enfin l’invariance conforme. La relation entre l’oscillateur de Di-
rac et l’optique quantique par le biais de son modèle connu sous le nom du modèle de
Jayness-Cumming, a été bien établi dans les deux cas de l’espace commutatif et noncom-
mutatif [5–16].
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Récemment, la superstatistique est devenue un sujet de grand intérêt à cause de ses
applications dans plusieurs domaines de la physique : à titre exemple, citons les travaux
suivants : (i) les différents types de distributions de probabilité du facteur de Boltzmann-
Gibbs généralisé, (ii) le formalisme q-déformé, (iii) les espaces non commutatifs en pré-
sence d’un champ magnétique, (iv) la fonction Gamma, (v) les superstatistiques avec la
distribution delta de Dirac q-déformée, (vi) le modèle du gaz parfait en interaction, et en-
fin (iiV) la superstatistique et son influence sur les fluctuations de la température [17–19].

La superstatistique est une branche de la mécanique statistique consacrée à l’étude
des systèmes hors-équilibre. Elle se caractérise par l’utilisation de la superposition de
plusieurs modèles statistiques différents en équilibre thermodynamique [20–26]. Dans
ce contexte, ce mémoire se focalise sur l’application de ce formalisme pour les deux cas
suivants :

• L’oscillateur Harmonique non-relativiste,

• L’oscillateur de Dirac unidimensionnel : exactement, nous voulons calculer les pro-
priétés superstatistiques des deux types d’oscillateurs.

• L’oscillateur de Kemmer unidimensionnel pour les bosons vecteurs.

L’objectif principal de notre mémoire est de déterminer les propriétés thermodynamiques
de l’oscillateur de Kemmer unidimensionnel dans le cadre de la théorie Superstatistique.
En premier lieu, on discute les propriétés superstatistiques de l’oscillateur Harmonique.
Ensuite, l’étude s’étend au cas relativiste à travers le traitement de l’oscillateur de Dirac.

Ce mémoire comporte trois chapitres composés de la façon suivante : dans le premier
chapitre, on rappelle quelques généralités sur les équations relativistes de Klein-Gordon
(particules scalaires de spin S = 0), de Dirac (particules spinorielles de spin S = 1/2) et
enfin de Kemmer (particules vectorielles de spin S = 1.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de l’influence de la troncation du spectre
d’énergie sur les propriétés superstatistiques de l’oscillateur Harmonique à une dimen-
sion. Le troisième chapitre traite les propriétés superstatistiques des deux oscillateurs
de Dirac accompagnées de leurs discussions et explications. Dans le quatrième chapitre,
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nous étudions les propriétés superstatistiques de l’oscillateur de Kemmer pour des par-
ticules vectorielles de spin S = 1. L’idée de la troncation du spectre de l’énergie et son
influence sur les propriétés superstatistiques sera étendue pour le cas des trois oscilla-
teurs relativistes suivant : l’oscillateur de Klein-Gordon, l’oscillateur de Dirac et enfin de
l’oscillateur de Kemmer.

Enfin, pour clore notre travail nous présentons une conclusion générale ou nous
soulignons les points essentiels dégagés par notre étude .
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CHAPITRE1
BREF APERÇU SUR LES ÉQUATIONS RELATIVISTES

1.1 L’équation de Klein-Gordon

L’équation de Schrödinger pour une fonction d’onde ψ est donnée par la relation
suivante [27, 28]

Hψ = Eψ, (1.1)

dont H est l’Hamiltonien de la particule. En mécanique quantique, on peut établir l’équa-
tion de Schrödinger en s’appuyant sur la règle de la correspondance suivante

E 7→ ih̄
∂

∂t
, (1.2)

P i 7→ −iħ ∂

∂xi
. (1.3)

Le principe de correspondance appliqué à l’expression de l’énergie d’une particule mas-
sive non relativiste donné par l’expression ci-dessous

E =
p2

2m
+ V (x⃗), (1.4)

5



L’équation de Klein-Gordon

conduit à l’équation de Schrödinger pour la fonction d’onde ψ(−→x , t) suivante{
− ħ2

2m
∇2 + V (x⃗)

}
ψ (x⃗, t) = iħ ∂

∂t
ψ (x⃗, t) , (1.5)

dont ∇2 = 4 est le laplacien. Par la même façon, en appliquant le principe de corres-
pondance à l’expression de l’énergie d’une particule relativiste libre, dont l’énergie est

E2 = P 2c2 +m2c4, (1.6)

mène à l’équation de Klein-Gordon(
ħ2

c2
∂2

∂t2
− ħ2∇2 +m2c2

)
ψ(x⃗, t) = 0. (1.7)

Cette dernière forme peut aussi avoir la forme suivante

(2+ λ2
)
ψ(x⃗, t) = 0, (1.8)

avec □ = ∂ν∂
ν = 1

c2
∂2

∂t2
− ∇2 est le d’Alembertien, que l’on écrit aussi sous une forme

covariante par □ = gµν∂
µ∂ν , avec gµν = diag(1,−1,−1,−1) est le tenseur fondamental

de l’espace Minkowski [26] et λ = mc
h̄

.
Dans ce qui suit, nous adoptons des unités telles que h̄ = c = 1. La forme covariante

de l’équation (1.8) est

(
gµν∂

µ∂ν + λ2
)
ψ(x⃗, t) = 0. (1.9)

L’introduction de l’interaction due au champ électromagnétique se fait par le principe
de couplage minimal : ce dernier consiste à remplacer les dérivées ∂µ par une dérivé
covariante (covariante vis à vis des transformations de jauge) comme suit :

∂µ 7→ ∂µ − ieAµ, (1.10)

dont le quadri-potentiel Aµ a comme composante

Aµ = (φ,A). (1.11)
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L’équation de Klein-Gordon

A partir des équations (1.10) et (1.11), (1.9) se transforme à

{
gµν(∂ − ieA)µ(∂ − ieA)ν + λ2

}
ψ(x⃗) = 0. (1.12)

1.1.1 Le quadri-courant Jµ

La détermination du quadri-courant Jµ se fait en suivant les démarches suivantes :
Le complexe conjugué de l’équation ( 1.7) est(

∂2

c2∂t2
−4+ λ2

)
ψ∗(x⃗) = 0. (1.13)

En multipliant les deux équations (1.7) et (1.8) respectivement par ψ∗et ψ, on obtient

1

c2

(
ψ∗ ∂

2

∂t2
ψ − ψ

∂2

∂t2
ψ∗
)

= ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗, (1.14)

1

c2
∂

∂t

(
ψ∗ ∂

∂t
ψ − ψ

∂

∂t
ψ∗
)

= ∇ (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) . (1.15)

La soustraction de (1.14) et (1.15) donne

∂

∂t
(ψ∗∂0ψ − ψ∂0ψ

∗) +∇
(
ψ∗(∇⃗ψ)− ψ(∇⃗ψ)∗

)
= 0. (1.16)

Par comparaison avec l’équation de continuité

∂µj
µ = 0, (1.17)

où jµ = (j0, j⃗) est le quadri-courant s’écrivant dans une forme covariante par

jµ = ψ∗(∂µψ)− (∂µψ∗)ψ. (1.18)

Ainsi, A partir des deux équations (1.17) et (1.18), les deux densités ρ = J0

c
et J⃗ sont

définies respectivement par

ρ =
j0

c
= (ψ∗∂0ψ − ψ∂0ψ

∗), (1.19)

j⃗ = ψ∗(∇⃗ψ)− ψ(∇⃗ψ)∗. (1.20)
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L’équation de Dirac

Remarquons ici, que la densité de charge pour le cas des particules scalaires peuvent
données lieu à des densités négative.

1.2 L’équation de Dirac

L’existence d’une densité de charges négative a incité Dirac de reformuler l’équation
de Klein-Gordon dans le but d’avoir toujours une densité positive : essayons de trouver
une racine carrée de l’opérateur suivant p2 + m2 = −4 + m2, en utilisant une repré-
sentation matricielle [28]

Hψ =

(
1

i
α⃗.∇⃗+ γ0m

)
ψ = i

∂ψ

∂t
, (1.21)

où ψ etm son respectivement la fonction d’onde et la masse de la particule relativiste, et
α et γ0 sont des matrices Hermitiennes, de telle façon que l’opérateurH = 1

i
α⃗.∇⃗+γ0m

soit lui même Hermitien. On demande aussi que l’équation (1.21) soit compatible avec
l’équation (1.7).

La fonction d’onde dans l’équation de Dirac est un spineur d’ordre 4 ayant la forme
suivante

ψ (x⃗, t) = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4)
T . (1.22)

Projetons l’équation (1.22) dans l’équation (1.21), on trouve le système suivant

(
−iαi∇+ γ0m

)2
ψ =

3∑
i=1

αi
∂2ψi

∂x2i
−
∑
i ̸=j

{αi, αj}
∂2ψi

∂xi∂xj
+

1

i
m

3∑
i=1

{
αi, γ

0
} ∂ψi

∂xi
+
(
γ0
)2
m2ψi

=
(
−4+m2

)
ψ, (1.23)

Ainsi, les matrices α⃗ de Dirac suivent l’algèbre suivant

{αi, αj} = αiαj + αjαi = 0,

{
α

i
, γ0
}
= αiγ

0 + γ0αi = 0, si (i#j), (1.24)

α2
i = (γ0)2 = I,

SaadiRanda – 8 – رندة سعدي



L’équation de Dirac

αi =

(
0 σi
σi 0

)
; γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, i = (1, 2, 3) . (1.25)

Concernant les matrices γ, dont
γ0 = γ0, (1.26)

γi = −γi = γ0αi, (1.27)

elles appartiennent à un algèbre dite Algèbre de Clifford dont

{
γ0, γ0

}
= 2

(
γ0
)2

= 2× I4×4, (1.28)

{
γ0, γi

}
=
(
γ0
)2
αi + γ0αiγ

0 = 0. (1.29){
γi, γk

}
= γ0αiγ

0αk + γ0αkγ
0αi = −αiαk − αkαi = −2δij. (1.30)

Les équations c-dessus peuvent être regrouper sous la forme covariante suivante

{γµ, γν} = 2gµν , (1.31)

avec gµν = diag (+1,−1,−1,−1) est le tenseur métrique de l’espace-temps de Min-
kowski.

Dans le but d’écrire l’équation de Dirac sous une forme covariante, il faut que les
matrices γ prennent la notation covariante suivante γµ = (γ0, γ1, γ2, γ3), dont γµ =

gµνγ
ν = (γ0, γ1, γ2, γ3) = (γ0,−γ1,−γ2,−γ3), l’équation de Dirac (1.21) se transforme

à
(iγµ∂µ −m)ψ = 0, (1.32)

ou
(i��∂ −m)ψ = 0, (1.33)

en utilisant la notation slash de Feynman�a = aµγµ.
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L’équation de Dirac

1.2.1 Le quadri-courant Jµ

Le conjugué du spineur de Dirac est défini par

ψ̄ = ψ+γ0, (1.34)

Suivant le même concept utiliser pour le cas de l’équation de Klein-Gordon concernant
la détermination du quadri-courant Jµ,tels que

jν = ψ̄γνψ. (1.35)

A partir de cette équation, tout en respectant la condition de continuité suivante ∂µJµ =

0, la densité de probabilité ainsi que son courant deviennent

ρ = ψ+ψ, (1.36)

J⃗ = ψ+α⃗ψ. (1.37)

La multiplication de la charge de la particule aboutira à la densité du courant électroma-
gnétique.

L’incorporation de l’interaction électromagnétique dans l’équation covariant libre
de Dirac se fait par le biais du principe de couplage minimal : soit le quadri-potentiel
Aν =

(
φ, A⃗

)
, le couplage minimal se traduit par la transformation ci-dessous

pν 7→ pν − eAν , (1.38)

avec pmu est le quadri-impulsion du champ électromagnétique. En appliquant le principe
de correspondance dont

pν 7→ i∂ν ,

l’équation (1.38) devient
i∂ν − eAν . (1.39)

Enfin, l’introduction de l’interaction électromagnétique dans l’équation de Dirac (1.21)
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donne
{γν (i∂ν − eAν)−m}ψ = 0. (1.40)

Pour avoir l’Hamiltonien de Dirac, nous suivons les démarches suivantes : multiplions
l’équation de Dirac à gauche par γ0(

i
∂

∂t
− eA0 + γ0γi (i∂i − eAi)− γ0m

)
ψ = 0. (1.41)

L’équation (1.41) peut être écrite sous une forme condensée HDψ = Eψ

i
∂

∂t︸︷︷︸
E

ψ =
{(

−αi∂i + γ0m
)
+
(
eA0 − eγ0γiAi

)}︸ ︷︷ ︸
HD

ψ. (1.42)

dont
HD =

(
−αi∂i + γ0m

)
+
(
eA0 − eγ0γiAi

)
. (1.43)

En l’absence d’interaction, l’Hamiltonien de la particule libre est

H0 = −αi∂i + γ0m. (1.44)

L’équation (1.42) ressemble à l’équation de Schrödinger avec la fonction d’onde est un
spineur.

1.3 L’équation de Kemmer

L’équation de Kemmer est une extension du formalisme covariant de Dirac , aux par-
ticules scalaires de spin-0 et vectorielles de spin-1 , dans lequel on remplace les matrices
gamma γµpar des matrices bêta βµ : vérifiant une algèbre plus compliquée connue sous
le nom de l’Algèbre de Kemmer.

L’équation libre de Kemmer s’écrit par [29–34] [29–34]

(i∂µβ
µ −M)ψ (x, t) = 0, (1.45)

dont les matrices βµ possèdent trois représentations irréductibles, la triviale de dimen-
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sion 0 , et celles de dimensions 5 et 10, pour le cas des particules de spin s = 0 et s = 1

respectivement. Ces matrices obéissent aux règles de commutations suivant

βµβνβλ + βλβνβµ = gµνβλ + gνµβµ, (1.46)

où gµνest le tenseur métrique avec la signature (+ – – – ).
On choisit une représentation pour les matrices βµ dans laquelle βk+ = −βk,et

β0+ = β0 : ainsi

• Pour les particules scalaires de spin S = 0

β0 =

(
θ2×2 02×3

03×2 03×3

)
, βi =

(
02×2 ρi

−ρiT 03×3

)
, i = 1, 2, 3 (1.47)

avec

θ =

(
0 1

1 0

)
, ρ1 =

(
−1 0 0

0 0 0

)
, ρ2 =

(
0 −1 0

0 0 0

)
, ρ3 =

(
0 0 −1

0 0 0

)
(1.48)

dont ρT représente la matrice transposée de ρ.

• Pour les particules vectorielles ayant un spin S = 1

β0 =


0

−
0

−
0

−
0

0T 03×3 13×3 03×3

0T 13×3 03×3 03×3

0T 03×3 03×3 03×3

 , β
′
=


0

−
0 ei

−
0

0T 03×3 13×3 −isi
−eT 13×3 03×3 03×3

0T −isi 03×3 03×3

 , (i = 1, 2, 3)

(1.49)

avec
−
0 et ei sont données par :

−
0 = (0, 0, 0) , e1 = (1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) , e3 = (0, 0, 1) , (1.50)

et 13×3est la matrice unité. Les si sont les matrices standards non-relativistes du spin
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S = 1 [28]

s1 =

 0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 , s2 =

 0 0 i

0 0 0

−i 0 0

 , s3 =

 0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 . (1.51)

En présence d’une interaction avec un champ électromagnétiqueAµ, l’équation (1.45) se
transforme à

{iβµ (∂µ + ieAµ)−M}ψ (x, t) = 0. (1.52)

Conjuguons maintenant l’équation (1.52), on trouve

i∂µψ
+βµ +Mψ+ = 0, (1.53)

dont
−
ψ = ψ+

{
2
(
β0
)2 − 1

}
, (1.54)

d’où
−
ψβ0 = ψ+β0. (1.55)

avec
−
ψ étant l’adjoint de ψ vérifiant l’équation suivante :

i (∂µ − ieAµ)
−
ψβµ +M

−
ψ = 0. (1.56)

Sachons que
−
ψβµβ0 = ψ+βµ+β0, (1.57)

alors, l’équation de continuité est définie par

∂µJ
µ = 0, (1.58)

avec
Jµ =

(
J0, Jk

)
=

−
ψβµψ, (1.59)

où
Jk =

−
ψβµψ. (1.60)
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La densité du courant est alors suit la relation suivante

J0 =
−
ψβ0ψ. (1.61)

la densité de probabilité qui n’est pas définie positive : comme dans le cas des équations
relativistes de Proca et de (KG), il est donc nécessaire de recourir à la réinterprétation de
Pauli et Weisskopf qui est basée sur la symétrie de charge. Ainsi, en multipliant J0 par
la charge élémentaire e ,on obtient la densité du courant électromagnétique.
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CHAPITRE2
LES PROPRIÉTÉS SUPERSTATISTIQUES DE

L’OSCILLATEUR HARMONIQUE À UNE DIMENSION

2.1 Le concept de la superstatistique

La superstatistique constitue un formalisme de la physique statistique, consistant à
décrire les propriétés statistiques d’un système par une superposition de plusieurs sta-
tistiques, d’où le nom superstatistique .

En général, le formalisme s’applique à un système hors équilibre thermodynamique,
où la température exhibe des fluctuations. On peut ainsi assigner une fonction de dis-
tribution à la température, ou de manière générale à un paramètre globale β dépendant
du système, dans notre cas β = 1

kBT
représente l’inverse de la température. A petite

échelle, le système montre un équilibre local décrit par la statistique de Boltzmann habi-
tuel e−βE . A grande échelle, ce système est décrit par une superposition de la statistique
de Boltzmann et d’une fonction de distribution f (β) caractérisant les fluctuations de la
température. Ainsi, elle est définie par la superposition de différentes statistique (voir
Figure. 2.1) .

Les superstatistiques décrivent des systèmes hors-équilibre avec un état stationnaire

15



Le concept de la superstatistique

Fig. 2.1 : Superstatistique

et fluctuations des paramètres intensives. Si E est l’énergie d’un micro-état, on peut
écrire que

B (E) =

∫ ∞

0

f (β) e−βEdβ, (2.1)

où B (E) est le facteur de Boltzmann générale. Il peut différer de manière significative
du facteur de Boltzmann ordinaire, qui est récupéré pour f (β) = δ (β − βn) .

A partir de(2.1),B (E) peut être regarder comme une transformation de Laplace de la
probabilité de la densité f (β). Bien qu’il existe une infinité de possibilités pour le choix
de la fonction f (β), certains critères doivent être remplis afin de réduire considérable-
ment ce nombre. Ces critères sont

• La fonction de probabilité f (β) doit être une densité de probabilité normalisée.

• L’intégrale
∫∞
0
f (β) e−βEdβ converge.

• Dans le cas limite, c-à-d, l’absence des fluctuations des paramètres intensives, les
nouvelles statistiques tendent vers des statistiques ordinaires de Boltzmann-Gibbs
(BG).
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Sous ces conditions, la distribution de probabilité stationnaire habituelle,

p (E) =
e−βE

Z
, (2.2)

devient
p (E) =

B (E)

Z
, (2.3)

avec
Z (β) =

∑
n

B (En) , (2.4)

où Z (β) est la fonction de partition généralisée.

2.2 Choix de f (β)

Dans notre cas, nous nous concentrons uniquement sur la χ2-superstatistiques ou la
distribution Gamma : ce choix est justifié par la grande utilisation de cette distribution
dans la littérature (pour plus de détails voir la référence . [26]).

Ainsi, la fonction f (β) sera :

f (β) =
1

bΓ (c)

(
β

b

)c−1

e−
β
b , (2.5)

où (b > 0, c > 1) sont des paramètres réels . L’intégration sur β donne le facteur de
Boltzmann généralisé [41]

B (E) =

∫ ∞

0

f (β) e−βEdβ

=

∫ ∞

0

1

bΓ (c)

(
β

b

)c−1

e−
β
b e−βEdβ

=
1

bΓ (c)

1

bc−1

∫ ∞

0

βc−1e−β(E+ 1
b )dβ. (2.6)

Posons que

β

(
E +

1

b

)
= t⇒ dβ =

dt

E + 1
b

, (2.7)
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alors ∫ ∞

0

βc−1e−β(E+ 1
b )dβ =

∫ ∞

0

(
t

E + 1
b

)c−1

e−t dt

E + 1
b

=
1(

E + 1
b

)c−1

1(
E + 1

b

) ∫ ∞

0

tc−1e−tdt

=
1(

E + 1
b

)c−1

1(
E + 1

b

)Γ (c) , (2.8)

dont
Γ (c) =

∫ ∞

0

tc−1e−tdt. (2.9)

Ainsi, nous obtenons

B (E) =
1

bΓ (c)

1

bc−1

1(
E + 1

b

)cΓ (c)

=
1

bc
(
E + 1

b

)c
= (1 + bEn)

−c . (2.10)

Selon les travaux suivants de Tsallis , les statistiques non-extenstives sont définies par
la fonction q-exponentielle généralisée

e−β0E
q = (1 + (q − 1) β0E)

− 1
q−1 . (2.11)

Cette fonction est définie par [42, 43]

eq (x) =

{
(1 + (q − 1)x)−

1
q−1

ex
0 < q < 1

q = 1,
, (2.12)

où le paramètre q est l’indice de la mécanique statistique non-extensive : si on identifie
c = 1

q−1
et bc = β0 dont

β0 = 〈β〉 =
∫ ∞

0

βf (β) dβ = bc, (2.13)

est la moyenne de β, l’équation (2.10) donne le facteur de Boltzmann généralisé qui s’écrit
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par

B (E) = (1 + (q − 1) 〈β〉En)
− 1

q−1 . (2.14)

Dans ce cas, l’équation(2.14) se transforme en

e−⟨β⟩E
q = (1 + (q − 1) 〈β〉E)−

1
q−1 . (2.15)

Par conséquent, le facteur B (E) se réduit à

B (E) = (1 + (q − 1) 〈β〉E)−
1

q−1 , (2.16)

ou
B (E) = e−⟨β⟩En

q . (2.17)

Dans le cas limite où q → 1, on retrouve à la fois (i) la fonction exponentielle habituelle
et (ii) la fonction de partition habituelle de la mécanique statistique ordinaire.

Maintenant, en raison de cette universalité, Beck [21–25, 35, 36] a introduit un pa-
ramètre universel q pour toute superstatistique, pas seulement pour les statistiques de
Tsallis : ce paramètre est donné par la relation suivante

q =
〈β2〉
〈β〉2

. (2.18)

Ce paramètre q n’est que le coefficient de variation de la distribution f (β) , défini par
le rapport de l’écart-type et de la moyenne. L’absence de la fluctuation de β conduit à la
limite habituel q = 1.

2.3 Les propriétés superstatistiques de l’oscillateurHar-
monique unidimensionnel

2.3.1 Les solutions propres

L’équation générale de l’oscillateur Harmonique à une dimension est donnée par [46]{
p2

2m
+

1

2
mw2x2

}
ψ (x) = Enψ (x) , (2.19)
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oùm est la masse de particule etω est la fréquence. Pour la configuration {x}, en utilisant
le principe de correspondance suivant

E → ih̄
∂

∂t
, x 7→ x̂, pi = −ih̄ ∂

∂x
, (2.20)

l’équation (2.19) devient(
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+

1

2

mw

h̄
x2
)
ψ (x) =

En

h̄w
ψ (x) . (2.21)

Les solutions propres de cette équation sont les suivants [27, 28, 46]

ψn (x) =

√ √
λn

2n
√
πn!

e
−mw
2h̄

x2

Hn

(√
mw

h̄
x

)
. (2.22)

En = h̄w

(
n+

1

2

)
. (2.23)

2.3.2 Les propriétés superstatistiques

La définition de la fonction de partition est donnée par [26, 40, 41]

Z =
∞∑
n=0

e−βEn =
∞∑
n=0

e−βh̄ω(n+ 1
2
), (2.24)

= e−
βh̄ω
2

∞∑
n=0

e−βh̄ωn

= e−
βh̄ω
2

∞∑
n=0

(
e−βh̄ω

)n
︸ ︷︷ ︸,

I

dont I est une série géométrique

I =
∞∑
n=0

(
eβh̄ω

)n
=

1

1− e−βh̄ω
, (2.25)
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alors

Z =
e−

βh̄ω
2

1− e−βh̄ω

=
2

sinh
(
βh̄ω
2

) (2.26)

La dernière équation détermine la fonction de partition exacte. Maintenant, avant de
présenter les résultats pour l’oscillateur Harmonique, toutes les propriétés thermody-
namiques de l’oscillateur, comme l’énergie libre, l’entropie, l’énergie totale et la chaleur
spécifique, seront obtenues via la fonction de partition Z . Les définitions thermodyna-
miques de toutes ces quantités en fonction de Z mènent aux relations suivantes :

F = − 1

β
lnZ, U = −∂lnZ

∂β
, (2.27)

S

kB
= lnZ − β

∂lnZ
∂β

,
Cv

kB
= β2∂

2lnZ
∂β2

. (2.28)

Le facteur de Boltzmann B (E) suit la relation suivante [21–26, 35, 36, 47–49]

B (En) = e−⟨β⟩En

(
1 +

a

2
〈β〉2E2 − a2

3
〈β〉3E3 + ......

)
. (2.29)

Selon l’équation (2.29), la fonction de partition généralisée prend la forme suivante :

Z =
∑

B (En) =
∑

e−⟨β⟩En

(
1 +

a

2
〈β〉2E2

n −
a2

3
〈β〉3E3

n + .....

)
=

(
1 +

a

2
〈β〉2 d2

d 〈β〉2
− a2

3
〈β〉3 d3

d 〈β〉3

)∑
n

e−⟨β⟩En . (2.30)

2.4 Résultats et discussion

Dans ce présent travail, nous nous concentrons sur les différents aspect de la chaleur
spécifique et l’influence de nombre de niveaux d’énergies sur cette quantité.

En mécanique statistique, Il est courant de considérer un seul système physique et
comparez sa chaleur spécifique à deux températures différentes. Dans l’autre coté, une
grande partie de l’étude repose sur la comparaison des chaleurs spécifiques de deux sys-

SaadiRanda – 21 – رندة سعدي



Résultats et discussion

tèmes indiscernables à la même température. Récemment, la chaleur spécifique de plu-
sieurs potentiels quantiques ont été analysés par Pizarro et al [50]. Ils ont montré que
le la limite classique de la chaleur spécifique d’un oscillateur harmonique simple à une
dimension est atteinte à des températures modérées si un nombre relativement petit de
niveaux quantiques (< < 100) est considéré. Les chaleurs spécifiques des oscillateurs har-
moniques simples à deux niveaux, n niveaux et un nombre infini de niveaux ont été
étudiés en détail par Styer [51]. Ainsi, le but directeur de ce présent travail est l’étude de
l’évolution de ces propriétés avec l’augmentation du nombre d’états quantiques entrant
dans l’évaluation de la fonction de partition de l’oscillateur Harmonique en question.

Discutons maintenant les différents résultats obtenus pour cet oscillateur. En utili-
sant l’équation (2.30) ainsi que les équations (2.27) et (2.28), tous les propriétés supersta-
tistiques de notre oscillateur ont été déterminés. Dans tous les calculs on a supposer que
h̄ = ω = m = c = 1, et tous les quantités trouvés sont sans dimensions.

Comme on le sait, la chaleur spécifique est définie par [40, 50–52]

Cv

k
= β2

〈
(E − 〈E〉)2

〉
= β2

(〈
E2
〉
− 〈E〉2

)
. (2.31)

Pour le cas de l’oscillateur Harmonique, l’équation (2.31) se transforme à :

Cv = k (βh̄ω)2
eβh̄ω

(eβh̄ω − 1)2
(2.32)

A très basses températures (kT << h̄ω), la chaleur spécifique tend vers zéro suivant la
loi exponentielle d’EinsteinCv ∼ k (βh̄ω)2 e−βh̄ω. Pour les hautes températures, la limite
classique de Dulong et Petit [40] Cv ∼ k est atteinte. Aussi, Le développement de (2.32)
à haute température donne

Cv

k
' 1− 1

12
(βh̄ω)2 (2.33)

Pour le cas exacte (voir Figure . 2.3) on peut apercevoir que la chaleur spécifique a
une croissance monotone en fonction de la température jusqu’à atteindre une valeur
constante pour les niveaux d’énergies supérieur (N = ∞).
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Fig. 2.2 : L’existence d’un pic autour d’une valeur critique

La Figure. 2.2 montre la variation de la fonction Cv

T 3 en fonction de 1
T

. Selon cette fi-
gure, on peut observer l’existence d’un pic autour de la valeur kT ' h̄ω

2
. Cette représen-

tation nous permis d’extraire la contribution due au modèle d’Einstein de la contribution
du modèle de Debay.

Sur la Figure. 2.3, nous avons générés quelques courbes de la chaleur spécifique pour
certains nombres limité des niveau d’énergiesN = 2, 6, 15 et 50. La courbe pourN = 50

est identique à celui généré en utilisant la fonction de partition complète (2.26)(c’est-à-
dire additionnée de zéro à l’infini). Notre calcul est en accord avec ceux traités par [50,
51] : ces auteurs ont montré que la limite de la chaleur spécifique, à haute température, est
obtenu pour un nombre quantiques relativement petits (< < 100). Ainsi, la troncature du
spectre d’énérgie pour certaine nombre quantique conduit direct à la saturation requise
pour le cas exacte : la chaleur spécifique n’est pas saturée pour les faibles valeurs du
nombre quantique nmais, plutôt développe un pic et chute lentement à des températures
élevées.

Maintenant, nous étudions l’origine des pics observés dans les courbes. Il est clair que
le pic est dû à l’excitation des particules de l’état fondamental aux niveaux excités. Ces
niveaux sont trop élevés pour contribuer de manière significative à ces températures. La
quasi saturation du premier niveau excité et l’augmentation substantielle de la tempé-
rature nécessaire pour commencer à peupler les niveaux d’énergie les plus élevés sont
responsables du minimum qui suit le pic et la chaleur spécifique se stabilise rapidement
à sa limite classique.

Dans la Figure. 2.4, nous présentons les propriétés superstatistiques de cet oscilla-
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teurs : le but derrière est l’étude de l’influence des deux paramètres suivants : le nombre
de niveau entrant dans la contribution de la fonction de partition ainsi que le paramètre q
de la théorie de la superstatistique. En se limitant uniquement aux courbes de la chaleur
spécifique, la quantité physique accessible expérimentalement, nous pouvons bien voir
que ces courbes (i) varient en fonction du paramètre q, (ii) la limite thermodynamique à
haute températures est bien atteinte.

Fig. 2.3 : La chaleur spécifique d’un oscillateur harmonique simple à une dimension pour
N = 2, 20, 30,50 et 70 en fonction de 1/β

En conclusion, nous souhaitons souligner deux résultats obtenus par l’évaluation
numérique des formules thermiques de la chaleur spécifique.

• Sauf à des températures très élevées, une bonne approximation consiste à conser-
ver quelques termes dans la somme de la fonction de partition. Cela signifie que
seuls les niveaux les plus bas contribuent de manière significative aux propriétés
thermodynamiques.

• Comme on peut le voir sur les figures, les valeurs calorifiques spécifiques très
proches des prévisions classiques sont déjà obtenues à des températures modérées.
Cela signifie qu’à une température moyenne donnée, la contribution d’un nombre
de niveaux relativement faible (généralement bien inférieur à 100 dans les deux
cas) suffit à générer des résultats effectivement classiques. Bien que ces résultats
soient importants, ils sont rarement remarqués, ce qui contribue à des idées fausses
sur la nature de la limite classique.

SaadiRanda – 24 – رندة سعدي



Résultats et discussion

• Enfin, notons que, dans tous les cas considérés, les résultats classiques pour la cha-
leur spécifique ne vont pas à zéro dans la limite T , démontrant l’échec bien connu
de la mécanique classique à basses températures : Lorsque kT est bien inférieur
à l’espacement des niveaux h̄ω, les énergies thermiques typiques ne sont pas adé-
quats pour l’excitation de l’oscillateur à partir de l’état fondamental au premier état
excité. Parce que l’oscillateur ne peut pas accepter l’énergie thermique dans ces
petites quantités, l’énergie devient faible au lieu de se déverser dans l’oscillateur
lors de l’augmentation de la température. Par conséquent, la chaleur spécifique est
faible.

(a) q = 0.2 (b) q = 0.4

(c) q = 0.7 (d) q = 0.9

Fig. 2.4 : La chaleur spécifique d’un oscillateur harmonique simple à une dimension pour
différentes valeurs de q en fonction de 1/β
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2.5 L’anomalie de Schottky

L’anomalie de Schottky est un effet observé en physique du solide où la capacité ther-
mique spécifique d’un solide à basse température a un pic [52]. On l’appelle anomalie car
la capacité calorifique augmente généralement avec la température ou reste constante.
Cela se produit dans les systèmes avec un nombre limité de niveaux d’énergie de sorte
que E (T ) augmente pour chaque niveau d’énergie. Puisque Cv = dE/dT , elle subira
un grand pic lorsque la température passera d’un niveau à l’autre. Cet effet peut être
expliqué en regardant le changement d’entropie du système. À une température nulle,
seul le niveau d’énergie le plus bas est occupé, alors l’entropie est nulle et il y a très peu
de probabilité d’une transition vers un niveau d’énergie plus élevé. Au fur et à mesure
que la température augmente, il y a une augmentation de l’entropie et donc la probabilité
d’une transition entre niveaux augmente. Lorsque l’énergie thermique kT s’approche de
la différence entre les niveaux d’énergie, un large pic dans la courbe de la chaleur spé-
cifique apparaît. Ce pic correspondant à un grand changement d’entropie pour un petit
changement de température. À des températures élevées, tous les niveaux sont peuplés
uniformément, il y a donc à nouveau un changement petit dans la fonction d’entropie
pour de petits changements de température, et donc une chaleur spécifique plus faible
jusqu’à devenir égale à zéro. Une anomalie de Schottky n’est pas une transition de phase,
qui se manifesterait par une cuspide (Pointe aiguë et allongée) nette (2éme ordre) ou une
fonction delta (1ere ordre) dans les courbes de la chaleur spécifique.

L’observation d’une anomalie de Schottky indique qu’il existe un petit nombre de ni-
veaux d’énergie discrets dominant le comportement du système. Il peut quantifier l’espa-
cement entre ces niveaux d’énergie. Enfin, cette anomalie ( pic de Schottky) est observée
aussi dans des systèmes avec plusieurs niveaux d’énergie discrets (voir Figure. 2.5).

2.5.1 La chaleur spécifique d’un système à deux niveaux

La fonction de partition d’un système à deux niveaux est donnée par

Z = 1 + e−βE = 1 + e−∆/T , (2.34)
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Fig. 2.5 : L’anomalie de Schottky de l’oscillateur Harmonique unidimensionnel pour les
niveaux suivants : N = 2, 3, 5, 7 et 10

avec
E = kB∆, (2.35)

est le gap d’énergie entre les deux niveaux. L’énergie interne s’écrira alors par la relation
suivante

U = kBT
2

(
dlnZ
dT

)
. (2.36)

Enfin la capacité calorifiques sera

Cv = kB

(
∆

T

)2
e∆/T

(1 + e∆/T )
2 (2.37)

En ce qui suit, nous présentons nos résultats concernant les deux fonctions thermiques,
l’entropie et la chaleur spécifique en fonction de la température pour différents valeurs
du paramètre q. L’objectif derrière est de calculer les propriétés superstatistiques de
l’anomalie de Schottky pour certaines niveau d’énergies de système. Ces propriétés sont
données à partir du paramètre q qui correspond à la fluctuation que subit la température.
Ces propriétés sont présentés dans les Figures. 2.6 et .2.7.

En générale, l’anomalie de Schottky est une caractéristique générale des systèmes à
deux niveaux. La capacité thermique est définie comme Cv = dU/dT où U est l’énergie
interne. Le gradient de l’énergie interne est donc important. A très basses températures,
seul le niveau le plus bas est peuplé et l’énergie interne est faible et la capacité thermique
est aussi également. Cependant, lorsque la température augmente, le niveau supérieur
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Fig. 2.6 : L’anomalie de Schottky de l’oscillateur Harmonique unidimensionnel pour q =
0.2

Fig. 2.7 : L’anomalie de Schottky de l’oscillateur Harmonique unidimensionnel pour q =
0.7

commence à être peuplé et ainsi l’énergie interne augmente rapidement. Lorsque les
deux niveaux sont presque également peuplés, ce qui se produit à très haute tempéra-
ture, plus d’énergie ne peut être absorbée et le gradient dU/dT devient effectivement
constante et ainsi la capacité thermique devient petite et tend vers zéro. Un comporte-
ment similaire est observé lorsqu’il y a trois ou quatre, etc., c’est-à-dire un petit nombre
de niveaux.

La Figure. 2.8 montre l’influence du paramètre q sur l’énergie de gap (2.37) pour un
système à deux niveaux. On peut voir que ce gap diminue lors de la croissance de ce
paramètre et la population du premier niveau excité devient un peut difficile.
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Fig. 2.8 : L’évolution de l’anomalie de Schottky pour différents valeurs de q
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CHAPITRE3
LES PROPRIÉTÉS SUPERSTATISTIQUES POUR DES

PARTICULES DE SPIN-0 ET SPIN-1/2 À UNE DIMENSION

3.1 Les solutions propres de l’oscillateur de Dirac uni-
dimensionnel

L’équation générale de l’oscillateur de Dirac à une dimension est exprimée par la
relation suivante :

{cαx (px − imwβx) + βm}ψD = EψD, (3.1)

où m est la masse de la particule, ω est la fréquence, ψD =
(
ψ1, ψ2

)T la fonction
d’onde et les αx, β sont les matrices de Pauli. Ces matrices sont définies par

αx = σx =

(
0 1

1 0

)
, β = σz =

(
1 0

0 −1

)
. (3.2)

L’Hamiltonien de l’oscillateur de Dirac est décrit par l’équation ci-dessous

HD = {cαx (Px − imωβx) + βm} . (3.3)
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L’équation (3.3) s’écrit sous une forme matricielle comme suit :

H =

(
0 1

1 0

)(
Px − imω

(
1 0

0 −1

))
−
(

1 0

0 −1

)
=

(
m Px + imωx

Px − imωx −m

)
. (3.4)

En insérant (3.4) dans l’équation (3.3) on obtient :(
m Px + imωx

Px − imωx −m

)(
ψ1

ψ2

)
= E

(
ψ1

ψ2

)
. (3.5)

A partir de cette équation, on trouve le système d’équations suivant :

mψ1 + (px + imωx)ψ2 = Eψ1,

(px − imωx)ψ1 −mψ2 = Eψ2. (3.6)

L’équation (3.6) permet d’avoir la composante ψ2 en fonction de ψ comme suit :

ψ2 (x) =
(px − imωx)

(E +m)
ψ1 (x) . (3.7)

L’injection de l’équation (3.7) dans (3.6) donne

[
(px + imωx) (px − imωx)− E2 +m2

]
ψ1 (x) = 0. (3.8)

En développant le terme (px + imωx) (px − imωx) on trouve

[
p2x + imω (xpx − pxx) + (mωx)2 − E2 +m2

]
ψ1 (x) = 0. (3.9)

En utilisant la relation d’incertitude de Heisenberg, [x, px] = ih̄, l’équation (3.9) se trans-
forme à [

p2x + (mωx)2
]
ψ1 (x) =

[
E2 + h̄mω −m2

]
ψ1 (x) , (3.10)

ou bien sous une autre forme(
p2x
2m

+
mω2x2

2

)
ψ1 (x) =

(
ωm+ E2 −m2

2m

)
ψ1 (x) = Ẽψ1 (x) , (3.11)
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avec
Ẽ =

ωm+ E2 −m2

2m
. (3.12)

La relation (3.11) est une équation standard d’un oscillateur Harmonique à une dimen-
sion. En conséquence, son spectre d’énergie est bien connus. Il vérifie la formule suivante

E = ±m

√
2ω

m

(
n+

1

2

)
− ω

m
+ 1. (3.13)

Cette dernière peut se mettre sous la forme explicite suivante

En = ±m
√
1 + 2mωn, (3.14)

Les fonctions d’onde propres peuvent être exprimées en termes de polynôme de Hermite
de degré n

ψ1 (x) = Nnorm

(mω
πh̄

) 1
4
H

(√
mω

h̄
x

)
e−

mω
2h̄

x2

. (3.15)

avec Nnorm = 2n
√
πn! est la constante de normalisation. Ainsi, la fonction d’onde totale

associée est

ψD = Nnorm

(
1

c(px−imωx)
(E+mc2)

)
H

(√
mω

h̄
x

)
e−

mω
2h̄

x2

. (3.16)

3.2 Les solutions propres de l’oscillateur deKlein-Gordon
unidimensionnel

L’équation de mouvement libre de (KG) à une dimension est donné par la relation :

(
p2x − E2 +m2

)
ψKG = 0. (3.17)

L’introduction de l’interaction de type de l’oscillateur de Dirac se fait par la substitution
de px par px + imωx. Dans ce cas, l’équation (3.17) se transforme à :

{(px + imωx) (px − imωx)}ψKG =
(
E2 −m2

)
ψKG. (3.18)
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où sous une autre forme par :(
p2x
2m

+
1

2
mω2x2

)
ψKG = ĒψKG. (3.19)

dont
Ē =

E2 −m2

2m
+

1

2
ω,

L’équation (3.19) est une équation unidimensionnelle d’un oscillateur harmonique dont
les solutions sont bien connues. Ainsi, la forme de notre spectre d’énergie est donc

En = ±
√
m2 + 2ωmn (3.20)

La fonction d’onde correspondante est

ψKG (x) =
1√
2nn!

(mω
π

) 1
4
Hn

(√
mωx

)
e−

mω
2

x2

. (3.21)

Comme premier résultat, on constate que la forme du spectre d’énergie de l’oscillateur de
Klein-Gordon a la même forme que celui de l’oscillateur de Dirac. Ainsi, toute discussion
des propriétés superstatistiques de l’oscillateur de Dirac des particules fermioniques sera
étendu au cas des particules bosoniques. Ces propriétés seront obtenus comme dans le
cas de l’oscillateur harmonique. La fonction de partition généralisée aura la même forme
que l’équation (2.30), c-à-d,

Z =

(
1 +

a

2
〈β〉2 d2

d 〈β〉2
− a2

3
〈β〉3 d3

d 〈β〉3

)∑
n

e−⟨β⟩En (3.22)

avec un spectre d’énergie adoptant l’équation (3.14) pour les fermions, et l’équation (3.20)
pour les bosons.
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Fig. 3.1 : La chaleur spécifique pour les deux types d’oscillateurs

3.3 Les propriétés superstatistiques des deux oscilla-
teurs

Dans cette section, nous nous concentrons, comme dans le cas de l’oscillateur Har-
monique, sur l’étude de l’influence de nombres de niveaux ainsi que le paramètre q sur
la chaleur spécifique. Ainsi, le motif directeur est d’analysé l’évolution de ces propriétés
avec l’augmentation du nombre d’états quantiques pour ces deux oscillateurs. Notons
ici que ces types d’oscillateurs harmoniques relativistes sont bien connus pour avoir une
place importante en physique aux niveaux fondamental et pratique [5, 10, 11, 26, 29, 30,
53–55].

Dans la Figure. 3.1 , nous avons générés quelques courbes de la chaleur spécifique
pour certain nombre limité des niveau d’énergies tels que N = 1000, 1500, 2000, 2500 et 3500.
La courbe pour N = 3500 est identique à celui généré en utilisant la fonction de parti-
tion complète (c’est-à-dire additionnée de zéro à l’infini) de équation (3.22). Ainsi, comme
dans le cas de l’oscillateur Harmonique, la troncation du spectre d’énérgie conduit direct
à la saturation requise pour le cas exacte : la chaleur spécifique n’est pas saturée pour
les faibles valeurs du nombre quantique N mais, plutôt développe un pic étalé qui chute
lentement à des températures élevées. Enfin, le nombre de niveaux quantiques pour les
deux oscillateurs sont inférieures à 4000.

Maintenant, tous les résultats après l’introduction du concept de la superstatistique
à partir du paramètre q sont présentés dans la Figure. 3.2 .
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(a) q = 0.2 (b) q = 0.4

(c) q = 0.6 (d) q = 0.9

Fig. 3.2 : La chaleur spécifique pour différentes valeurs de q pour les deux types d’oscil-
lateurs
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(a) L’entropie S (b) La chaleur spécifique

Fig. 3.3 : L’anomalie de Schottky pour les deux types d’oscillateurs

Dans la Figure . 3.2, nous présentons les différents quantités thermiques en fonction
du paramètre q pour différents choix de nombres de niveaux N . En se limitant unique-
ment aux courbes de la chaleur spécifique, nous pouvons bien voir que ces courbes (i)
varient en fonction du paramètre q, (ii) la limite thermodynamique à haute températures
est bien atteinte. En conclusion, nous souhaitons souligner que sauf à des températures
très élevées, une bonne approximation consiste à conserver quelques termes dans la
somme. Cela signifie que seuls les niveaux les plus bas contribuent de manière significa-
tive aux propriétés thermodynamiques. Aussi, contrairement pour le cas de l’oscillateur
Harmonique non-relativiste, le nombre de niveaux est plus élevés dans le cas des deux
oscillateurs que celui trouvé dans le cas traité dans le Chapitre 2.

3.4 L’anomalie de Schottky

Passons maintenant au cas particulier du contribution des plus bas niveaux : c’est le
cas de l’anomalie de Schottky.

Dans la Figure. 3.3 , nous présentons l’anomalie de Schottky pour les deux oscilla-
teurs pour les valeurs faibles des niveaux d’énergies pour les deux types d’oscillateurs.
Remarquons ici que c’est la première fois cette détermination a été faite. Rappelons ici,
que l’anomalie de Schottky est un effet observé en physique du solide où la capacité ther-
mique spécifique d’un solide à basse température a un pic [52]. On l’appelle anomalie car
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Fig. 3.4 : L’anomalie de Schottky des deux types d’oscillateurs pour q = 0.2

Fig. 3.5 : L’anomalie de Schottky des deux types d’oscillateurs pour q = 0.7

la capacité calorifique augmente généralement avec la température ou reste constante.
Notons qu’une anomalie de Schottky n’est pas une transition de phase. L’observation
d’une anomalie de Schottky indique qu’il existe un petit nombre de niveaux d’énergie
discrets dominant le comportement d’un système et peut quantifier l’espacement entre
ces niveaux d’énergie.

En ce qui suit, nous présentons nos résultats concernant les deux fonctions ther-
miques, l’entropie et la chaleur spécifique en fonction de la température pour différents
valeurs du paramètre q. L’objectif derrière est de calculer les propriétés superstatistiques
de l’anomalie de Schottky pour certaines niveau d’énergies de système. Ces propriétés
sont données à partir du paramètre q qui correspond à la fluctuation que subit la tem-
pérature. Ces propriétés sont présentés dans les Figures. 3.4 et .3.5. On constate que les
valeurs de q > 0.7 sont les plus adaptés par rapport aux courbes pour le cas q = 0.2.
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Fig. 3.6 : L’évolution de l’anomalie de Schottky pour différents valeurs de q pour un
système à deux niveaux pour les deux types d’oscillateurs.

Enfin, dans la dans la Figure. 3.6, nous suivons l’évolution de cette anomalie pour
différentes valeurs de q . On constate ici que le gap énergétique diminue lors de l’aug-
mentation du paramètre q c-à-d, la diminution de la fluctuation de la température comme
dans le cas de l’oscillateur Harmonique unidimensionnel.
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CHAPITRE4
LES PROPRIÉTÉS SUPERSTATISTIQUES DE

L’OSCILLATEUR DE KEMMER À UNE DIMENSION

4.1 Les solutions propres de l’oscillateur de Kemmer
à une dimension

L’équation relativiste libre de Kemmer est donnée par [30–32, 54] :

(βµpµ −M)ψk = 0, (4.1)

où M est la masse totale des deux particules de spin S = 1
2

et β sont les matrices de
Kemmer satisfaisant à la relation de commutation suivante :

βµβνβλ + βλβνβµ = gµνβλ + gνλβµ, (4.2)

avec
βµ = γµ ⊗ Î + Î ⊗ γµ, (4.3)

où Î est la matrice identité,γµ la matrice de Dirac et ⊗ le produit tensoriel.
L’état stationnaire ψk de l’équation (4.11) est une fonction d’onde à quatre compo-
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santes s’écrivant sous la forme :

ψk = ψD ⊗ ψD =

(
ψ1

ψ2

)
⊗
(
ψ1

ψ2

)
=
(

ψ1 ψ2 ψ3 ψ4

)T
. (4.4)

où ψD est la solution de l’équation de Dirac. Pour l’oscillateur de Kemmer, l’opéra-
teur d’impulsion −→p , dans l’équation libre de Kemmer, pourrait être remplacé par −→p −
iMBω−→x avec B est choisi comme B = γ0 ⊗ γ0,

(
B2 = Î

)
[33, 54]. Ainsi, on obtient

{
β0ξ − β1 (px − iMBωx)− β2 (py − iMBωy)−M

}
ψk = 0, (4.5)

avec
β0 = γ0 ⊗ Î + Î ⊗ γ0, β1 = γ1 ⊗ Î + Î ⊗ γ1, β2 = γ2 ⊗ Î + Î ⊗ γ2. (4.6)

En utilisant les relations suivantes

−→α = γ0−→γ , (4.7)

αx = γ0γ1 =⇒ γ0αx = γ1, (4.8)

αy = γ0γ2 =⇒ γ0αy = γ2, (4.9)

et
β1 = γ1 ⊗ Î + Î ⊗ γ1 = Î ⊗ γ0σx + γ0σx ⊗ Î , (4.10)

β2 = Î ⊗ γ0σy + γ0σy ⊗ Î . (4.11)

Multipliant à gauche l’équation (4.5) par (γ0 ⊗ γ0), nous obtenons :

{(
γ0 ⊗ γ0

)
β0ξ −

(
γ0 ⊗ γ0

)
β1 (px − iMBωx)−M

(
γ0 ⊗ γ0

)}
ψk = 0, (4.12)

avec

(
γ0 ⊗ γ0

)
β0 =

(
γ0 ⊗ γ0

) (
I ⊗ γ0 + γ0 ⊗ I

)
=
(
γ0 ⊗ I + I ⊗ γ0

)
, (4.13)

(
γ0 ⊗ γ0

)
β1 =

(
γ0 ⊗ γ0

) (
I ⊗ γ0σx + γ0σx ⊗ I

)
=
(
γ0 ⊗ σx + σx ⊗ γ0

)
, (4.14)
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Soit {(
γ0 ⊗ I + I ⊗ γ0

)
ξ − t−M

(
γ0 ⊗ γ0

)}
ψk = 0, (4.15)

où
t =

(
γ0 ⊗ σx + σx ⊗ γ0

)
(px − iMBωx) , (4.16)

En calculant tous les termes suivants

γ0⊗I+I⊗γ0ξ =


2ξ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −2ξ

 ,
(
γ0 ⊗ σx + σx ⊗ γ0

)
=


0 1 1 0

1 0 0 −1

1 0 0 −1

0 −1 −1 0

 ,

(4.17)

M
(
γ0 ⊗ γ0

)
=


M 0 0 0

0 −M 0 0

0 0 −M 0

0 0 0 M

 , (4.18)

px − iMBωx =


px − iMωx 0 0 0

0 px + iMωx 0 0

0 0 px + iMωx 0

0 0 0 px − iMωx

 , (4.19)

Ainsi, l’équation (4.15) prend la forme suivante
2ξ −M −px + iMωx −px + iMωx 0

−px − iMωx M 0 px − iMωx

−px − iMωx 0 M px − iMωx

0 px + iMωx px + iMωx − (2ξ +M)




ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

 =


0

0

0

0

 .

(4.20)
Reportons ψk de (4.14) dans (4.30), nous obtenons, alors quatre équations algébriques

(2ξ −M)ψ1 − (px + iMωx)ψ2 − (px + iMωx)ψ3 = 0, (4.21)

− (px − iMωx)ψ1 +Mψ2 + (px − iMωx)ψ4 = 0, (4.22)

− (px − iMωx)ψ1 +Mψ3 + (px − iMωx)ψ4 = 0, (4.23)

(px + iMωx)ψ2 + (px + iMωx)ψ3 − (2ξ +M)ψ4 = 0. (4.24)
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D’après ces équations, nous avons

ψ1 =
2 (px + iMωx)

2ξ −M
ψ2, (4.25)

ψ2 = ψ3, (4.26)

ψ4 =
2 (px + iMωx)

2ξ +M
ψ2. (4.27)

Éliminons ψ1,ψ3,ψ4 en faveur de ψ2, on trouve[
−2 (px − iMωx) (px + iMωx)

2ξ −M
+M +

2 (px − iMωx) (px + imωx)

2ξ +M

]
ψ2 = 0.

(4.28)
Après un simple calcul, on a :

4M
(
p2x +M2ω2x2 +Mω

)
ψ2 =M

(
4ξ2 −M2

)
ψ2. (4.29)

Par un calcul simple, l’équation (4.29) se transforme(
p2x
2M

+
1

2
Mω2x2

)
ψ2 = ξ̄ψ2, (4.30)

où
ξ̄ =

4ξ2 −M2

8M
− ω

2
. (4.31)

C’est l’équation d’un oscillateur harmonique dont les solutions sont bien connues. Les
solutions propres sont donnés comme suit :

ξn = ±
√
M2

4
+ 2Mω (n+ 1), (4.32)

ψK (x) = Nnorm


2(px+iMωx)

2ξ−M

1

1
2(px+iMωx)

2ξ+M

 1√
2nn!

(mω
π

) 1
4
e−

mωx2

2 Hn

[
(mω)

1
2 x
]
. (4.33)
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Fig. 4.1 : La chaleur spécifique pour l’oscillateur de Kemmer

4.2 Les propriétés superstatistiques de l’oscillateur de
Kemmer

A partir de la définition du spectre d’énergie (équation (4.32)), tous les propriétés
superstatisques sont faciles à déterminées via la fonction de partition. La fonction de
partition généralisée aura la même forme que l’équation (2.30), c-à-d,

Z =

(
1 +

a

2
〈β〉2 d2

d 〈β〉2
− a2

3
〈β〉3 d3

d 〈β〉3

)∑
n

e−⟨β⟩ξn , (4.34)

avec un spectre d’énergie adoptant l’équation (4.32) pour le cas des bosons vectoriels de
spin S = 1.

La méthode utilisée ici est la même pour le cas des oscillateurs Harmonique rela-
tivistes. Ainsi, nous nous somme intéressés sur l’étude de l’influence de nombres de
niveaux d’énergie sur l’aspect des courbes de la chaleur spécifique. Le but derrière est
l’analyse de l’évolution de ces propriétés avec l’augmentation du nombre d’états quan-
tiques figurant dans la définition de la fonction de partition.

Sur la Figure. 4.1 , nous avons tracés quelques courbes de la chaleur spécifique de
l’oscillateur de Kemmer à une dimension pour certain nombre limité de niveau d’énergies
tels que N = 1000, 1500, 2000, 2500 et 3500. La courbe pour N = 3500 est identique à
celui généré en utilisant la fonction de partition complète (c’est-à-dire additionnée de
zéro à l’infini) de équation (3.22). Ainsi, la troncature du spectre d’énérgie pour certaine
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(a) q = 0.2 (b) q = 0.4

(c) q = 0.6 (d) q = 0.8

Fig. 4.2 : La chaleur spécifique pour différentes valeurs de q pour l’oscillateur de Kemmer
à 1D

nombre quantique conduit direct à la saturation requise pour le cas exacte : la chaleur
spécifique n’est pas saturée pour les faibles valeurs du nombre quantique N mais, plutôt
développe un pic étalé qui chute lentement à des températures élevées.

Maintenant, passons aux calculs des propriétés superstatitiques de l’oscillateur de
Kemmer. L’introduction de la théorie superstatistiques par le biais du paramètre q donnent
les résultats suivant selon la Figure. 4.2 . Dans cette figure, nous présentons les diffé-
rents quantités thermiques en fonction du paramètre q. En se limitant uniquement aux
courbes de la chaleur spécifique, la quantité physique accessible, nous pouvons bien voir
que ces courbes (i) varient en fonction du paramètre q, (ii) la limite thermodynamique à
haute températures est bien atteinte. En conclusion, nous souhaitons souligner que sauf
à des températures très élevées, une bonne approximation consiste à conserver quelques
termes dans la somme. Cela signifie que seuls les niveaux les plus bas contribuent de ma-
nière significative aux propriétés thermodynamiques.
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(a) L’entropie S (b) La chaleur spécifique

Fig. 4.3 : L’anomalie de Schottky pour l’oscillateur de Kemmer

4.3 L’anomalie de Schottky

Passons maintenant à l’étude de l’influence des deux paramètresN et q sur l’anoma-
lie de Schottky.

Dans la Figure. 4.3 , nous présentons l’anomalie de Schottky pour le cas de l’oscil-
lateur de Kemmer pour les niveaux niveaux d’énergies les plus basses. Remarquons ici
que c’est la première fois cette détermination a été faite. Rappelons ici, que l’anomalie de
Schottky est un effet observé en physique du solide où la capacité thermique spécifique
d’un solide à basse température a un pic [52]. Une anomalie de Schottky n’est pas une
transition de phase. L’observation d’une anomalie de Schottky indique qu’il existe un
petit nombre de niveaux d’énergie discrets dominant le comportement d’un système, et
peut quantifier l’espacement entre ces niveaux d’énergie.

En ce qui suit, nous présentons nos résultats concernant les deux fonctions ther-
miques, l’entropie et la chaleur spécifique en fonction de la température pour différents
valeurs du paramètre q. L’objectif derrière est de calculer les propriétés superstatistiques
de l’anomalie de Schottky pour certaines niveau d’énergies de système. Ces propriétés
sont données à partir du paramètre q qui correspond à la fluctuation que subit la tem-
pérature. Ces propriétés sont présentés dans les Figures. 4.4 et .4.5. On constate que les
valeurs de q > 0.7 sont les plus adaptés par rapport aux courbes pour le cas q = 0.2

comme dans le cas des deux oscillateurs de Klein-Gordon et de Dirac.
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Fig. 4.4 : L’anomalie de Schottky de l’oscillateur de Kemmer pour q = 0.2

Fig. 4.5 : L’anomalie de Schottky de l’oscillateur de Kemmer pour q = 0.7

La Figure. (4.6) montre que l’évolution du gap énergétique pour un système à deux
niveaux de l’oscillateur de Kemmer : ce gap diminue en augmentant les valeurs de q.
Comme dans le cas des oscillateurs relativistes, cela veut dire que le gap énergétique de
l’oscillateur de Kemmer augmente par l’augmentation de la fluctuation de la tempéra-
ture.

Enfin, nous suivons l’évolution de cette anomalie pour différentes valeurs de q dans
la Figure. 4.6.
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Fig. 4.6 : L’évolution de l’anomalie de Schottky de l’oscillateur de Kemmer pour différents
valeurs de q
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CONCLUSION

Dans ce mémoire nous avons solutionné les trois équations relativistes correspon-
dant aux particules de spin-0, 1

2
et 1 en présence d’un oscillateur Harmonique relativiste,

connu sous le nom de l’interaction de l’oscillateur de Dirac. Les solutions trouvées re-
présentent l’espace unidimensionnel

Concernant le cas des particules scalaires de spin-0, régit par l’équation de Klein-
Gordon, le spectre d’énergie est non-dégénérer. Pour le cas des particules de spin-1

2
, qui

suivent l’équation de Dirac, le spectre d’énergie dégagé est non-dégénérer. Les résultats
obtenus, pour les deux types d’oscillateurs, sont en bon accord avec ceux trouvés dans
la littérature [6–8,33,56]. Enfin, pour le cas des particules vectorielles de spin-1, dont on
utilise l’équation de Kemmer pour trouver les solutions, les résultats donnent aussi un
spectre d’énergie non-dégénérer.

Nous avons aussi étudié les propriétés superstatistiques des oscillateurs relativistes
et non relativistes.

En premier lieu, nous avons abordé le cas de l’oscillateur Harmonique. Les solutions
propres de cet oscillateur ont été obtenues, ainsi que ces propriétés superstatistiques .
Ces dernière ont été obtenus par l’utilisation de l’approche de la fonction Zeta. La com-
paraison avec le cas exacte de l’oscillateur Harmonique a été bien discutée. En se limi-
tant uniquement aux courbes de la chaleur spécifique, la quantité physique accessible
expérimentalement, nous pouvons bien voir que ces courbes (i) varient en fonction du
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paramètre q, (ii) la limite thermodynamique à haute températures est bien atteinte, et
enfin (iii) contrairement au cas précédent, l’approche des deux pôles montre une bonne
correspondance entre les courbes en fonction de q et le cas exacte (q = 1). Dans le même
contexte, notre étude a été étendue au cas de l’oscillateur de Dirac à une dimension :
après avoir déterminer les solutions propres de cet oscillateur, les propriétés supersta-
tistiques de ce dernier ont été bien évaluées : Nous avons variés les deux paramètres
(r, q) afin d’obtenir une chaleur spécifique non-négative obéissant à la troisième loi de
la thermodynamique.

En conclusion, les résultats trouvés montrent que l’introduction de la superstatis-
tique pour le cas de l’oscillateur de Dirac uni-dimensionnel permit d’éliminer l’existence
d’une chaleur spécifique négative, problème posé sérieusement dans la littérature, pour
certaine valeur du paramètre universel q.

Notons ici que notre problème en question est intéressent au niveau théorique et
expérimental : au niveau théorique il sert comme un modèle réaliste pour des exemples
qui ont des solutions exactes, par contre au niveau expérimental, notre oscillateur a été
bien conçu et réaliser par le modèle d’un système of trapped atomic ions. L’oscillateur
de Dirac, en utilisant le modèle trapped atomic ions, est bien réalisable expérimenta-
lement comme le prévoit Bermudez [5] et al, et Blatt et al [57].
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