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ملخص

عبر مورس مذبذب مع البعد أحادية شرودنجر معادلة حلول تسُتخدم
الديناميكية الوظائف وكذلك التقسيم وظيفة لحساب لابلاس يل تحو يقة طر
النوعية والحرارة S والانتروبيا U الداخلية والطاقة F الحرة الطاقة مثل ية الحرار
التقسيم دالة حساب يتم الـكربون. أكسيد وأحادي الهيدروجين لجزيئات , Cv

تأثير ندرس سوف الدراسة هذه في ، ماكلورين يلر أو جمع صيغة باستخدام
الوظيفة. هذه على Rk باقي
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Abstract

The solutions of the one-dimensional Schrödinger equation with the Morse oscillator
via the Laplace transform method are used for the calculation of the partition function as
well as the thermodynamic functions such as free energy F, internal energy U , entropy S,
and specific heat Cv of hydrogen, and carbon monoxide Molecule. The partition function
is calculated using Euler Maclaurin’s summation formula, in this study we will study the
influence of the remainder RK on this function.
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Résumé

Les solutions de l’équation de Schrödinger unidimensionnel avec l’oscillateur de Morse
via la méthode de Transformée de Laplace sont utilisées pour le calcul de la fonction de
partition ainsi que les fonctions thermodynamiques tel que l’énergie libre F, l’énergie interne
U, l’entropie S, et la chaleur spécifique Cv, Des molécules d’hydrogène, et de monoxyde de
carbone. La fonction de partition est calculée à l’aide de la formule de sommation d’Euler
Maclaurin, dans cette étude en va étudier l’influence du reste RK sur cette fonction.
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Introduction Générale

La prédiction des propriétés thermodynamiques des systèmes moléculaires tels que
l’énergie libre, la chaleur spécifique et l’énergie interne est l’un des principaux défis

de la chimie, de la physique et de l’ingénierie. Ces quantités ont des applications potentielles
dans la transition de phase, l’adsorption et la synthèse de matériaux [2,3,8,12–14]. L’un des
moyens de déterminer les propriétés thermodynamiques des molécules diatomiques est de
connaître le modèle de potentiel d’interaction des molécules diatomiques. Jusqu’à présent,
de nombreuses études théoriques ont été réalisées sur les propriétés thermodynamiques
des molécules diatomiques en utilisant plusieurs modèles potentiels, tel que le potentiel
Morse, Rosen -Morse, et Manning-Rosen. Avec la conngénéralités et quelques notions gé-
néralités et quelques notions de la mécanique quantiqueaissance du potentiel d’interaction
entre les molécules et ainsi les valeurs propres de l’énergie, on peut calculer la fonction
de partition d’un système donné [9]. La détermination de la fonction de partition est un
moyen théorique d’obtenir les propriétés thermodynamiques des systèmes de molécules
diatomiques. Dans ce travail, en utilisant le potentiel de Morse , une relation analytique
des fonctions de partition vibrationnelles est obtenue par l’application de la méthode de
calcul d’Euler-Maclaurin, où on essaye de vérifier l’efficacité de cette méthode on calculons
la fonction de partition avec des ordres des termes de Bernoulli supérieur à deux, ainsi que
l’utilisation de la formule du reste de cette méthode. Le présent mémoire comprend trois
chapitres.
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Dans le premier chapitre nous allons nous consacrer aux généralités de la mécanique
quantique où nous présentons les méthodes de chimie quantique employées dans la réso-
lution de l’équation de Schrödinger.

Le seconde chapitre nous rappelons les principes fondamentaux de la thermodyna-
mique (état d’équilibre, grandeurs thermodynamiques etc.), ainsi que quelque notions de
la thermodynamique statistique.

Dans le dernier chapitre nous exposons les résultats de notre étude consacré aux cal-
culs de la fonction de partition ainsi que les fonctions thermodynamiques des molécules
diatomiques H 2 et CO par la méthode d’Euler Maclaurin, où nous vérifions l’influence
du reste de la formule sur les calculs de la fonction de partition, et par la suite sur les
propriétés thermodynamiques des molécules étudiées.

– 2 –
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Chapitre 1
Généralités et notion de la mécanique
quantique
Introduction

La chimie physique a une histoire glorieuse de près de trois cents ans jusqu’au début
de ce siècle. Grâce aux recherches de grands scientifiques tels que Lavoisier, Davy,

Berzelius et Lomonosov, les recherches sur la physique des systèmes chimiques ont com-
mencé au début du XVIIIe siècle. Ensemble, ils ont jeté les bases de la chimie moderne,
jeté les bases de la simplification des symboles chimiques, étudié des processus de base
tels que la combustion, la catalyse et la corrosion, et établi des recherches sur la réactivité
et l’analyse chimiques. Depuis lors, il existe un lien étroit entre les mathématiques et la
chimie.

Le passage au XXe siècle se traduit par un intérêt croissant pour le comportement des
gaz et des solutions ioniques. Cela a ouvert la voie au développement de la théorie ato-
mique (Dalton, Avogadro, Guy Lusak) et à la compréhension des interactions moléculaires
(van der Waals) basées sur la chimie physique moderne. Ces progrès ont favorisé le déve-
loppement des concepts de stéréochimie (Van’tHoff, Berthelot) et d’isomérie (Von Liebig
et Bunsen). Le but de la chimie physique est de comprendre la structure, les propriétés
et les transformations des substances, du comportement macroscopique aux mécanismes
moléculaires. Il est dédié aux domaines de la médecine, de la biologie moléculaire, de la

3
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. . L’équation de Schrödinger :généralités et notions de la mécanique quantique

biochimie, de la science des matériaux, etc.
”Chimie computationnelle”. La chimie théorique appliquée ne repose pas seulement

sur le développement de nouvelles méthodes théoriques, mais vise également à obtenir des
résultats adaptés aux problèmes courants de la chimie (fréquence de vibration, constante de
coulée, chemin de réaction, etc.) par le calcul. Le problème de l’estimation de la précision
de la valeur calculée est le point de base de cette science. La chimie quantique est basée sur
l’utilisation de méthodes pour résoudre l’équation de Schrödinger indépendante du temps.

La méthode consistant à utiliser des méthodes théoriques pour obtenir des modèles
capables de prédire et de comprendre la structure moléculaire, les propriétés et les inter-
actions est appelée « modélisation moléculaire ». Cela permet de fournir des informations
qui ne sont généralement pas disponibles par expérience, de sorte qu’elles peuvent jouer
un rôle complémentaire avec la chimie expérimentale. Par exemple, la clarification et l’ana-
lyse de la structure chimique, le traitement de l’information chimique et la simulation des
spectres vibrationnels. Il existe de nombreuses méthodes de modélisation moléculaire :
chimie quantique, mécanique moléculaire, dynamique moléculaire et même représentation
moléculaire.

Les méthodes de chimie quantique peuvent calculer la structure électronique du sys-
tème, comme les atomes, les molécules neutres, les groupes radicaux, les ions, les surfaces
solides etc. Utilisé précisément pour minimiser l’énergie totale en fonction des paramètres
structuraux et prédire la structure la plus stable du composé étudié. Par conséquent, ces
méthodes peuvent non seulement expliquer les résultats de l’expérience, mais également
prédire les caractéristiques qu’aucune expérience ne peut fournir d’informations.

1.1 L’équation de Schrödinger :
L’équation de Schrödinger est l’équation centrale de la mécanique quantique. Cette

équation est l’analogue de la deuxième loi de Newton ( −→𝟋 =
−→
M−→γ )dans la mécanique

classique, elle décrit au cours de temps t l’évolution du système de N particules avec leurs
positions symbolisées par −→r1−→r2 ...−→rN . La forme générale de cette équation dite aussi équa-
tion de Schrödinger dépendante du temps est : [53]

– 4 –
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. . L’équation de Schrödinger :généralités et notions de la mécanique quantique

{
−

N∑
i=1

ℏ2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ V

}
Ψ (−→r1−→r2 ...−→rN) = iℏ

∂Ψ (−→r1−→r2 ...−→rN , t)
∂t

(1.1)

Il s’agit là d’une équation différentielle de second ordre très difficile à résoudre dans le
cas général. Pour rendre la résolution de cette équation facile et compréhensive, le temps
t peut être éliminé, cette étape se justifie par l’hypothèse qui stipule que pour tout atome
ou molécule isolé (pas de champs externes variables en fonction du temps, les forces
gravitationnelles sont faibles et négligeables), les forces qui sont à l’origine du potentiel
sont indépendantes du temps t et elles ne dépendent que des coordonnées r des particules.
Dans ce cas l’équation (1.1) devient :(1.2){

−
N∑
i=1

ℏ2

2m
∇2

i + V

}
Ψ (−→r1−→r2 ...−→rN) = EΨ (−→r1−→r2 ...−→rN) (1.2)

Cette équation est l’équation de Schrödinger indépendante du temps t. E est l’énergie
totale du système, et ∇2est le laplacien du iimeélectron qui décrit les dérivées partielles
dans toutes les directions. [53]

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(1.3)

La forme de l’équation (1.2) peut être simplifie en :
HΨ = EΨ avec H = T + V

Où H est l’opérateur Hamiltonien correspond à l’énergie totale E. Pour un système de
N particules l’Hamiltonien H incorpore l’énergie cinétique T et l’énergie potentielle V qui
s’écrivent

T = −ℏ2

2

N∑
i

1

mi

∇2
i (1.4)

Où mi est la masse de particule i.

V =
N∑
i

N∑
j

(
qiqj
rij

)
(1.5)

– 5 –
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. . L’approximation de Born-Oppenheimer :généralités et notions de la mécanique quantique

Où q est la charge de la particule i ou j et rijest la distance entre les deux particules i
et j.

L’équation de Schrödinger peut être résolue avec exactitude pour des systèmes simples
à un seul électron tel que l’hydrogène, Pour des systèmes plus complexes tout l’en jeu est
d’introduire des approximations judicieuses afin de parvenir à des résultats satisfaisants et
réalistes.

1.2 L’approximation de Born-Oppenheimer :
Puisque les noyaux sont plus lourds que les électrons ils se déplacent trop lentement par

rapport aux électrons qui réagissent quasi instantanément à une modification de la position
des noyaux. L’approximation de Born-Oppenheimer consiste à fixer la position des noyaux
et à considérer que les électrons se déplacent dans un champ de noyaux constant.

Par conséquent la fonction d’onde totale se partage en deux fonctions : une fonction
d’onde électronique qui dépend de la position des noyaux et du mouvement des électrons
et une fonction d’onde nucléaire qui dépend uniquement de mouvement des noyaux. [53]

Ψ
(−→r1−→r2 ...−→rN ,−→R1

−→
R2...

−→
RN

)
= Ψ ele

R (−→r1−→r2 ...−→rN)Ψnuc
(−→
R1

−→
R2...

−→
RN

) (1.6)
Où Ψnuc(R)est la fonction d’onde nucléaire, Ψ ele (r)est la fonction d’onde électronique

correspondant à un jeu de positions R des noyaux figés, r et R étant respectivement les
coordonnées des électrons et des noyaux.

L’Hamitonien total s’écrit en fonction de l’énergie cinétique et l’énergie potentielle des
noyaux et des électrons comme suite :

Htot = Tn + Te + Vne + Vee + Vnn (1.7)
En développant les termes de T et V, l’Hamiltonien d’un système à N électrons (indice

i et j) de masse mi, et à M noyaux (indice A et B) de masse mAet de numéro atomique
ZAest :
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Htot = −ℏ2

2

M∑
A=1

(
1

mA

∇2
A

)
− ℏ2

2

N∑
i=1

(
1

mi

∇2
i

)
−

N∑
i=1

M∑
A=1

(
e2ZA

riA

)
+

N−1∑
i=1

M∑
j=i+1

(
e2

rij

)
+

M−1∑
A=1

M∑
B=A+1

(
ZAZBe

2

rAB

)
︸ ︷︷ ︸

C

(1.8)

Le premier terme dans l’équation (1.8) est nul puisque les noyaux sont fixes, le deuxième
terme représente l’énergie cinétique des électrons, le troisième est l’énergie de répulsion
entre les électrons et les noyaux, le quatrième est l’énergie de répulsion entre les élec-
trons, et le dernier représente l’énergie de répulsion entre les noyaux supposés fixes. ce
dernier terme est constant (C) et il ne dépend que de la géométrie des molécules. Alors
l’Hamitonien total dans l’approximation de Born-Oppenheimer devient :

Htot = −ℏ2

2

M∑
A=1

(
1

mA

∇2
A

)
−ℏ2

2

N∑
i=1

(
1

mi

∇2
i

)
−

N∑
i=1

M∑
A=1

(
e2ZA

riA

)
+

N−1∑
i=1

M∑
j=i+1

(
e2

rij

)
+C

(1.9)
ou bien [53]

Htot = Hele + C (1.10)
Heleest l’Hamiltonien électronique qui peut être simplifié par l’utilisation des unités

atomiques.

Hele =
−1

2

N∑
i=1

∇2
i −

N∑
i=1

M∑
A=1

ZA

riA
+

N∑
i=1

M∑
j≻1

1

rij
(1.11)

La résolution de l’équation aux valeurs propres électronique mène à la fonction d’onde
électronique qui dépend paramétriquement des coordonnées nucléaires. Cela signifie qu’un
petit changement dans l’arrangement des noyaux donne une fonction d’onde électronique
déférente. Ainsi, le terme d’énergie totale doit contenir l’énergie de répulsion entre les
noyaux.
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Etot = Eele +
M−1∑
A=1

M∑
B=A+1

(
ZAZB

rAB

)
(1.12)

L’approximation de Born-Oppenheimer est très utile pour résoudre l’équation de Schrö-
dinger pour les systèmes polyatomiques monoélectroniques, mais pour un système à plu-
sieurs électrons l’existence des interactions coulombiennes rend considérablement difficile
la résolution de cette équation. Pour remédier à ce problème d’autres approximations ont
été effectuées. [35]

1.3 L’approximation orbitale :
La fonction d’onde électronique Ψe(que nous désignerons dorénavant uniquement par

la lettre ) est une fonction des coordonnées de tous les électrons du système. Si 2n est le
nombre d’électrons (2n est choisi ici par commodité),

est une fonction à (2n) × 3 variables que l’on note communément (1,2,... 2n).
L’approximation orbitale, introduite par Hartree en 1928, consiste à découpler les 2n

électrons en développant la fonction (1,2,...,2n) en un produit de 2n fonction monoélec-
troniques, de sorte que :

ψ (1, 2, ..2n) =
2n∏
i=1

Φi (i) (1.13)
Où l’indice i désigne l’orbitale i
Cette situation correspond physiquement à un modèle de particules indépendantes dans

lequel chaque électron se déplace dans un champ moyen créé par les noyaux et la densité
électronique moyenne des autres électrons. Cela signifie que chaque électron ressent les
autres en moyenne, ce qui constitue naturellement une approximation.

La fonction d’onde n’a cependant pas de terme décrivant le spin car celui-ci est absent
de l’Hamiltonien électronique. Pour décrire complètement la distribution des électrons, la
coordonnée de spin S doit donc être introduite, et celle-ci prendra les valeurs + ⁄2 ou - ⁄2. Le
spin est une propriété intrinsèque de l’électron, de nature purement quantique, et n’a donc
pas d’équivalent en mécanique classique. La fonction d’onde de spin pour le spin aligné le
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long de l’axe (+z) sera (s) et celle pour le spin aligné le long de (-z) sera (s).
La fonction d’onde électronique est donc composée d’une partie spatiale, l’orbitale,et

d’une partie de spin, la fonction est ce que l’on appelle une spin-orbitale et on l’écrit
: [45]

Φ (r, s) = χ (r) η (s) (1.14)
La fonction d’onde représentée par l’équation ci-dessus n’est cependant pas encore

complète, car elle ne prend pas en compte l’indiscernabilité des électrons, ni le principe
d’exclusion de Pauli. Celui-ci a montré que pour les fermions (c’est le cas des électrons,spin
⁄2), un spin-orbitale doit être antisymétrique par rapport à la permutation impaire des
coordonnées d’espace et de spin. En permutant deux électrons il vient, par exemple :

Ψ (1, 2, 3, ...K, ...2n) = −Ψ (1, K, ....2n) (1.15)
Une telle fonction obéit au principe d’exclusion de Pauli qui impose à deux électrons

de ne pas pouvoir occuper la même spin-orbitale, ainsi qu’à l’indiscernabilité des électrons.
Hartree et Fock ont généralisé ce concept en montrant que le principe d’exclusion de

Pauli est respecté si l’on écrit la fonction d’onde sous la forme d’un déterminant construit
à partir de n spin-orbitales ; on obtient alors ce qui est connu sous le nom de« déterminant
de Slater : [5]

Ψ (x1, x2, ...x2n) =
1√
2n!

∣∣∣∣∣∣
Φ1 (x1) ... Φ2n (x1)

Φ1 (x2) ... Φ2n (x2)

Φ1 (x2n) ... Φ2n (x2n)

∣∣∣∣∣∣ (1.16)

Les variablesxireprésentent ici les coordonnées d’espace et de spin.
1√
2n!
est le facteur de normalisation, et 2n étant le nombre d’électrons.

On constate que la forme déterminante de la fonction d’onde respecte le principe de
Pauli : l’inversion de deux électrons correspond à la permutation de deux lignes (ou de
deux colonnes), ce qui a pour effet de changer le signe du déterminant. Les spin-orbitales
Φidoivent en d’autre part être différentes les unes des autres, car dans le cas contraire le
déterminant (16) s’annule.
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Le problème consiste dès lors à rechercher les meilleures spin-orbitales conférant
l’énergie la plus basse possible au système conformément au principe variationnel, ce but
est atteint en utilisant la méthode auto-cohérente de Hartree-Fock.

1.4 La méthode de Hartree-Fock :
Après avoir défini la forme de la fonction d’onde électronique globale d’un système

polyélectronique à 2n électrons, il nous faut encore trouver l’expression de l’énergie élec-
tronique de ce système. D’autre part il nous reste à déterminer comment on peut obtenir
les orbitales spatialesΦiservant à construire le déterminant de Slater, celles-ci étant des
orbitales moléculaires (construites sur une base des fonctions qui reste à déterminer) dans
le cas des systèmes polyatomiques. L’énergie moyenne du système s’obtient aisément après
quelques manipulations mathématiques sur l’expression générale en utilisant une fonction
d’onde de la forme Slater. On obtient alors une expression pour l’énergie électronique
moyenne (où l’on somme sur les n orbitales électroniques) :

Ec = 2
n∑

i=1

Hij +
n∑

i=1

n∑
j=1

(2Jij −Kij) (1.17)
Ou

Hii =

∫
Φ∗

i (1)HΦi (1) .dV (1.18)

Jij =

∫
Φ∗

i (1)Φ
∗
j (2)

1

r12
Φi (1)Φj (2) .dv1dv2︸ ︷︷ ︸

dτ12

(1.19)

Kij =

∫
Φ∗

i (1)Φ
∗
j (2)

1

r12
Φi (2)Φj (1) .dτ12 (1.20)

Dans l’expression ci-dessus, le terme Hiireprésente l’énergie d’un électron situé dans
une orbitale moléculaire Φi placé dans le champ des noyaux ; ce terme est multiplié par
deux car il ya 2 électrons par orbitales.

Les intégrales Jijet Kijsont respectivement appelées intégrales de Coulomb et inté-
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grales d’échange ; l’intégrale de Coulomb à un équivalent en mécanique classique, alors
que l’intégrale d’échange provient de la nécessité d’antisymétriser de la fonction d’onde.

les intégrales de Coulombe d’échange décrivent les interactions entre électrons. Jijreprésente
l’interaction coulombienne moyenne entre deux électrons situés dans les orbitales Φiet Φj

sans tenir compte de leur spin. L’intégrale d’échangeKijréduit L’interaction coulombienne
entre deux électrons situés dans les orbitales Φiet Φjayant des spins parallèles. Ce terme
est une conséquence directe du principe de Pauli et conduit à une valeur d’énergieEe plus
basse, donc à une stabilisation. Par l’intermédiaire de l’intégrale d’échange on introduit
ainsi une corrélation électronique entre électrons ayant des spins parallèles, c’est-à-dire
que deux tels électrons ne peuvent pas se mouvoir indépendamment l’un de l’autre. On
constate toute fois que ce modèle n’est pas apte à rendre compte de la corrélation entre
électrons ayant des spins antiparallèles.

La résolution de l’équation de Schrödinger électronique avec une fonction d’onde Ψ̃
qui a la forme d’un déterminant de Slater afin de trouver l’expression des fonctions Φi

Il est évident que ce déterminant ne peut pas être une solution exacte de l’équation de
Schrödinger car une somme de termes monoélectroniques ne peut jamais être la solution
d’une équation différentielle contenant des opérateurs biélectroniques. On doit, par consé-
quent, utiliser le principe variationnel. Fock et Slater ont développé de façon simultanée et
indépendante ce qui est maintenant connu sous le nom d’équations de Hartree-Fock. [22]

Le principe variationnel dit qu’étant donnée une fonction d’onde d’essai Ψ̃ de la forme
d’un Déterminant de Slater, on peut montrer que l’on a toujours :

Ẽ
⟨
Ψ̃ | H | Ψ̃

⟩
= E0 (1.21)

OùE0 est l’énergie de la solution exacte
⟨
Ψ̃ | H | Ψ̃

⟩La « meilleure » fonction d’onde
de type déterminant de Slater sera donc obtenue en faisant varier tous les paramètres qu’elle
contient, jusqu’à ce que l’on obtienne l’énergie la plus basse. Cela revient à minimiser la
quantité ⟨Ψ̃ | H | Ψ̃

⟩. En se rappelant qu’au cours de la minimisation, la fonction d’essai
doit respecter la condition de normalisation ⟨Ψ | Ψ⟩ = 1 , le problème revient alors à faire
une minimisation avec contrainte que l’on résout par la méthode des « multiplicateurs de
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Lagrange ». Soit une fonction G dépendante de plusieurs fonctions inconnues telle que :

G =
⟨
Ψ̃ | H | Ψ̃

⟩
− 2

N∑
i=1

N∑
j=1

εIJSIJ (1.22)

Où Sijprovient de la condition d’ortho normalité : Sij =
∫
ΦiΦj.dv = δij

εijsont les multiplicateurs de Lagrange supposés réels On a alors :

G = 2
n∑

i=1

Hij +
n∑

i=1

n∑
i=1

(2Jij −Kij)− 2
n∑

i=1

n∑
i=1

εijSij︸ ︷︷ ︸
contra−ente

(1.23)

et on obtiendra les points stationnaires de la fonction G, au premier ordre, en résolvant
l’équation :

δG = 0 (1.24)
La variation infinitésimale δG est obtenue en faisant varier d’une quantité infinitésimale

chaque orbitale Φice qui revient à remplacer Φipar Φi + SΦiet Φjpar Φj + SΦi.On aura
alors :

δG = 2
n∑

i=1

δHij +
n∑

i=1

n∑
i=1

(2δJij − δKij)− 2
n∑

i=1

n∑
i=1

εijδSij︸ ︷︷ ︸
contra−ente

(1.25)

Après quelques manipulations mathématiques, il est possible de se ramener à un système
d’équations différentielles, les « équations de Hartree-Fock » :[

h (1) +
∑
J

2JJ (1)−KJ (1)

]
Φi (1) =

2n∑
j=1

εijΦij (1) (1.26)

i = 1, 2, ...2n

avec :
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h (1) = −1

2
∇ (1)2 −

M∑
A=1

ZA

r1A
(1.27)

Jj (1) =

∫
Φ∗
j (2)

1

r12
Φj (2) dτ12 (1.28)

Kj (1)Φi (1) =

{∫
Φ∗
j (2)

1

r12
Φj (2) dr12

}
Φj (1.29)

h(1) est l’opérateur qui prend en compte l’énergie cinétique de l’électron 1 et son
énergie potentielle d’interaction avec le noyau A. Les termes J et K ont été définis précé-
demment.

On constate ici que les opérateurs J et K s’expriment en fonction des solutions de
l’équation (1.26). On se trouve donc en présence d’un ensemble de N équations mono
électroniques non linéaires qu’il faudra résoudre par un processus itératif : à partir d’un
jeu de spin-orbitales i d’essai on calcule l’opérateur[

h (1) +
∑
j

2JJ (1)−Kj (1)

]
(1.30)

Pour en déduire ensuite un nouveau jeu de fonctions Φi. Ce processus est nommé
auto-cohérent.

Il est possible démontrer qu’il existe une transformation orthogonale des Φiamenant
la matrice des multiplicateurs de Lagrange εijà sa forme diagonale. En appliquant cette
transformation à nos orbitales Φion est apparemment conduit à un problème de valeurs
propres puis que les équations (1.26) s’écrivent alors sous la forme :

F (1)Φ (1) = εiΦi (1) (1.31)
Ici εiest l’énergie de l’orbitale i et F est l’opérateur mono électronique de Fock donné

par :

F = h (1) +
∑
j

[2Jj (1)−Kj (1)] (1.32)
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Ce système d’équations ne prend en compte que les orbitales spatiales Φi. La seule
référence au spin est faite lors du remplissage des orbitales où deux électrons seront placés
par orbitale spatiale.

Les équations de Hartree-Fock sont un jeu d’équations intégro-différentielles couplées,
et ne peuvent être résolues que par une méthode itérative. Le couplage se constate par le
fait que les intégrales Jij et Kijsont définies en fonction des orbitalesΦiet Φj , ce qui veut
dire que pour déterminer F(1) dans (1.31) on a besoin de connaître les autres orbitales
Φi.

Ces équations peuvent s’interpréter comme étant des équations de Schrödinger pour
des électrons évoluant dans le champ des noyaux et des autres électrons du système, et
dont les valeurs propres sont les énergies monoélectroniques ei associées aux fonctions
propres des spin-orbitales. [35]

1.5 L’approximation CLAO :
LCAO : Linear combination of atomic orbitals (Combinaison linéaire des orbitales

atomiques).
En raison de l’impossibilité de calculer analytiquement la fonction électronique des

molécules, la plupart des méthodes quantiques utilisent l’approximation de LCAO. Une
fonction d’onde moléculaire s’écrit en fonction des n orbitales atomiques (OA) Φνque
comporte la molécule : [15]

Ψi =
n∑

ν=1

CνiΦν (1.33)
Le produit CνiΦνprésente le pourcentage des orbitales atomiques dans chaque orbitale

moléculaire et Cνi: Le coefficient correspondant.
La recherche des Ψise ramène au calcul des coefficients Cνi qui minimise l’énergie

électronique E.
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Chapitre 2
Généralités sur la thermodynamique
statistique et ses grandeurs
Introduction

Le nom de thermodynamique statistique se réfère plus précisément à la dynamique
des particules (classique ou quantique), elle implique de nombreux domaines de la

physique et de la chimie, elle nécessite donc une bonne connaissance de : thermodynamique,
mécanique classique, analyse, quantique etc.

La thermodynamique statistique permet de comprendre les propriétés macroscopiques
d’un système composé d’un grand nombre de particules à partir de ses éléments microsco-
piques. Il établit une connexion entre le micro-état et le macro-monde. Dans le micro-état,
chaque particule doit être considérée.

Le but de la thermodynamique statistique est d’étudier le comportement des particules
qui composent un objet physique par rapport à la taille observée à l’échelle humaine. L’étude
du comportement des particules est considérée comme microscopique. Ceci est une étude
théorique. Les quantités observées sont dites macroscopiques. Ce sont les résultats des
mesures. Il est impossible de calculer à tout moment la position et la vitesse de chaque
particule d’un objet physique. Par contre, on peut calculer, par exemple, le nombre de
particules dans un volume donné à un instant donné, ou le nombre de particules avec
une vitesse donnée : il s’agit donc bien d’une méthode statistique, qui est basée sur la

15
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probabilité. Le père de la thermodynamique statistique est Ludwig Boltzmann (1844 –
1906) : sa formule S = k ln W est gravée en épitaphe sur sa tombe dans le cimetière
central de Vienne.

2.1 Thermodynamique classique
La thermodynamique classique offre une description des propriétés physiques d’un

système å l’équilibre, constitué de grand nombre (N > 1) de particules, directement en
termes de petit nombre de variables macroscopiques (volume V, température T, pression
P,..), sans faire référence à la structure microscopique du système étudie. Elle établit des
équations phénoménologiques (PV = nRT) pour les gaz parfait,..) qui relient les variables
macroscopiques entre elles. Mais dans le cadre de la thermodynamique, le second principe
et la notion d’entropie restent encore mystérieux. [?]

2.1.1 Les principes fondamentaux de la thermodynamique :
2.1.1.1 Principe zéro de la thermodynamique :

Deux corps en équilibre thermique avec un troisième sont en équilibre entre eux. Il
permet de définir la notion de température comme caractéristique de cet état d‘équilibre
commun.
2.1.1.2 Premier principe de la thermodynamique :

Ce pilier de la thermodynamique peut être exprimé comme suit : Pour les systèmes
sans mouvement global, il existe une fonction d’état appelée énergie externe (notée E ),
qui comprend le changement lors de la transition entre l’écriture de l’état initial i et de
l’état final .

∆E = Ef + Ei = W +Q (2.1)
W et Q représentent respectivement le travail et la chaleur reçus par le système lors du

processus de conversion. Les quantités W et Q dépendent des détails de la transformation,
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et leur somme ne dépend que de L’état initial et l’état final du système, le concept selon
lequel E est une fonction d’état est fondamental. [40]
2.1.1.3 Deuxième principe de la thermodynamique et entropie thermodynamique

Grâce à la machine à vapeur, on sait quantifier le travail mécanique du gaz qui pousse
le piston dans le cylindre sous pression constante (∆W = P∆V), mais cette relation n’a
pas encore été convertie en une valeur équivalente, ce qui c’est la chaleur. par la suite
Clausius a proposé la relation Q = T∆S. S est une nouvelle quantité d’état généralisée.
Selon le deuxième principe, la chaleur doit toujours passer du chaud au froid, puis le
changement d’entropie est affiché sous forme d’amplitude, ce qui transforme l’inégalité en
sens de toute transformation irréversible du système thermodynamique. ∆S 0. Mais à ce
stade, la macro-entropie est encore une abstraction, et sa signification physique est encore
un mystère. [43]
2.1.1.4 Le troisième principe de la thermodynamique :

Appelé encore le théorème de Nernst, du nom du Prix Nobel qui l’a découvert en 1906,
s’énonce de la façon suivante : “L’entropie d’un système quelconque peut toujours être prise
égale à zéro à la température du zéro absolu”. [22]

2.2 Quelques notions de la thermodynamique statistique
2.2.1 Repères historiques :

On peut dire que la thermodynamique statistique est apparue au milieu du XIXe siècle,
elle vient de l’hypothèse atomique et de la volonté d’expliquer les lois « mystérieuses »
de la thermodynamique dans ce cadre. Peu de physiciens au XIXe siècle croyaient à cette
hypothèse (contrairement aux chimistes). Clausius, Maxwell et Boltzmann sont parmi les
rares physiciens à avoir remporté cette cause. Voici quelques monuments historiques :

• 1738: Daniel Bernoulli (France) publie ”Fluid Mechanics”, un livre sur la méca-
nique des fluides dans lequel il explique l’origine de la pression des fluides avec un modèle
atomique.
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• 1859: J-C Maxwell (Ecosse) découvre la loi de la distribution de la vitesse du gaz.
• 1866: Ludwig Boltzmann (Autriche) reçoit une thèse sur la théorie de la dynamique

des gaz.
• 1872: Boltzmann propose une explication statistique de l’irréversibilité et de l’atteinte

de l’équilibre, qui suscite de nombreuses critiques, notamment la critique d’Ernst Mach.
1900:Max Planck utilise les travaux de Boltzmann pour résoudre le problème du corps
noir. Il en a profité pour définir deux constantes ( constante de Boltzmann, et la constante
de planck : Kbet h.

• 1905: Travaux d’Einstein (Suisse, prix Nobel en 1921), concernant le mouvement
brownien et son origine atomique.

• 1906: Il est sévèrement critiqué pour l’atomisme et la théorie des probabilités des
atomes, qui affectent grandement Boltzmann.

• 1908: Deux ans plus tard, Jean Perrin (France) établit la preuve de l’existence des
atomes, l’étude du mouvement brownien, en 1908. Il en déduit la valeur de la constante
de Boltzmann

Kb = RN = 1, 38.10−23J.K−1J. Perrin recevra le prix Nobel en 1926.
• 1925: Einstein a également appliquer la physique statistique aux fondements de la

mécanique quantique. [46]
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Fig. 2.1: Tombe de Boltzmann à Vienne

2.2.2 Définition :
La thermodynamique statistique est une science qui voyage entre deux mondes : le

micro monde (infiniment petit) et le macro-monde (à l’échelle humaine). Son but n’est
ni d’étudier la microscopie (comme la physique nucléaire, atomique et subatomique), ni
de caractériser le comportement de tels systèmes macroscopiques (comme l’évolution des
tâches vers la thermodynamique, la mécanique des solides, les fluides, etc.). ). L’objectif
est de construire des méthodes permettant d’accéder aux propriétés macroscopiques de
la matière à partir de sa description microscopique (les propriétés des particules et leurs
interactions). Par conséquent, la physique statistique est un outil permettant de traiter un
grand nombre de composants. il est associé à une nouvelle constante fondamentale,

La constante de Boltzmann Kb = 1, 38.10−23J.K−1 , qui est de l’ordre de l’inverse du
nombre d’Avogadro. [24]
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La thermodynamique statistique est une théorie microscopique et déductive. La matière
est composée de particules (atomes ou molécules), et le système est décrit par un grand
nombre de variables liées à ces particules Le comportement de ces variables est dérivé des
lois fondamentales de la physique (mécanique classique ou quantique). [34]

La thermodynamique statistique occupe une place à part parmi les grandes théories
fondamentales que sont la mécanique classique, l’électromagnétisme, la théorie de la rela-
tivité et la mécanique quantique. Si les objets d’étude de ces dernières sont plus ou moins
distincts, toutes ces théories « cadres » présentent la même structure : au cœur de la théorie
quelques règles très simples, ou postulats, gouvernant la dynamique élémentaire, comme
les lois de Newton, les équations de Maxwell, le principe d’équivalence, ou encore les pos-
tulats de la mécanique quantique. La thermodynamique statistique procède d’une logique
assez déférente puisqu’elle n’entreprend pas de mieux décrire les lois de la nature à l’échelle
élémentaire. En revanche, elle fait appel aux concepts probabilistes pour jeter un pont en
le microscopique et le macroscopique. [51]

2.2.3 L’objective de la thermodynamique statistique :
La thermodynamique statistique est un des piliers de la physique moderne avec la

mécanique quantique et la relativité. Son propos consiste à :
1. Expliquer le comportement macroscopique à partir des propriétés microscopiques,

lesquelles sont régies par les lois de la mécanique quantique.
2. Atteindre cet objectif par une approche statistique. Les concepts d’irréversibilité,

d’entropie, de température, de pression, de potentiel chimique etc. sont en effet des pro-
priétés émergentes de nature statistique.

3. Donner un sens physique aux mystérieux principes de la thermodynamique.
4. Faire des prévisions quantitatives. Contrairement à la thermodynamique (sans l’

expérimentale, la thermodynamique a un pouvoir prédictif essentiellement qualitatif).
La physique statistique a un grand pouvoir prédictif. En prime, la physique statistique

utilise des concepts dont la portée dépasse le cadre de la physique :
- Phénomènes collectives
- Phénomènes critiques
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- Marche aléatoire et mouvement brownien
- Simulation Monte- Carlo
- Groupe de renormalisation ...etc. [19]

2.3 Du microscopique au macroscopique :
Considérons un système isolé et fermé contenant N molécules avec N 1. Pour décrire

ce système on adopte un point de vue probabiliste pour plusieurs raisons :
1 Il est impossible de résoudre les 3N équations de Newton même avec un supercal-

culateur. À l’heure actuelle on sait faire de la Dynamique Moléculaire avec un maximum
de N ≥ 1011 particules.

2. La thermodynamique nous enseigne que les propriétés macroscopiques ne dépendent
que d’un petit nombre de variables (p, V, T, N, etc.). Les détails atomiques ont donc peu
d’importance.

3. Un système de N particules est un système désordonné extrêmement sensible aux
conditions initiales de sorte qu’il est impossible de prévoir le futur de chaque particule.
Cette sensibilité aux conditions initiales associée aux fluctuations extérieures rend le sys-
tème « amnésique ». [52]

Toutes ces raisons nous poussent à adopter un traitement statistique. [46] Alors, La
thermodynamique Statistique permet de passer du microscopique (micro-états) au Macro-
scopique (macro-états) et permet d’expliquer le passage d’actions élémentaires réversibles
à un phénomène macroscopique irréversible. [51]

2.3.1 Un macro-état :
Un macro-état est l’état d’un système observé à l’échelle macroscopique, et un micro-

état est la description microscopique exhaustive de ce même système. À un macro-état
donné correspondent un très grand nombre de micro-états . [42]

Un macro-état est la donnée de grandeurs physiques macroscopiques, qui suffisent à
caractériser complètement le système étudié à l’échelle macroscopique.

Pour un système à l’équilibre, un macro-état est caractérisé par un nombre réduit de
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2.3    Du microscopique au macroscopique :

2.3.1   Macro-état :
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variables. Ces variables interviennent toutes dans l’identité thermodynamique, clé de tout
raisonnement en thermodynamique, par exemple, dans un système fermé, un fluide homo-
gène peut être décrit par deux variables : on peut choisir son volume V et sa température
T, alors, sa pression P sera fonction de V et T au travers de l’équation d’états, l’identité
thermodynamique sur l’énergie libre F sera écritedF = −SdT − PdV , où S est l’entro-
pie. [33]

Fig. 2.2: Analogie d’un gaz avec un mélange poivre et sel, quelques grains de sel dans le
poivre et inversement changent le micro-état mais pas le macro-état

2.3.1.1 Un micro-état :
Est la donnée de grandeurs physiques, fournies par la mécanique classique ou quantique

et définies à l’échelle microscopique. Un micro-état est un système microscopique de N
particules décrit par :

– 3N variables de position
– 3N variables d’impulsion
– 3N angles d’orientation (jamais utilisées...). [42]
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2.4 Entropie :
La notion d’entropie, introduite tout d’abord en thermodynamique pour quantifier le

« deuxième principe », c’est- à-dire l’irréversibilité de l’évolution des systèmes physiques,
s’est trouvé émerger à nouveau, sous une forme différente, de l’étude de la transmission
de l’information par les moyens de communicationn de là est ressortie une définition plus
générale de l’entropie, largement utilisée dans des domaines aussi différents que la méca-
nique statistique, la mécanique quantique, les mathématiques, la sociologie, le traitement
d’images..etc, dans le langage courant, « augmentation d’entropie » est devenu synonyme
de « diminution d’information » ou « désorganisation », ce qui est souvent justifié, mais
pas toujours. [32]

2.4.1 L’entropie en thermodynamique :
La volonté d’analyser la « puissance du feu » pour produire un moteur thermique,

c’est-à-dire une machine capable de fournir un travail mécanique avec la chaleur, a donné
naissance à la thermodynamique dans la première moitié du XIXe siècle. Théorie phy-
sique, dans laquelle tous les phénomènes liés à la chaleur et leur transformation en travail
mécanique sont réduits à un petit nombre de « principes », essentiellement deux.

Le ”premier principe de la thermodynamique” affirme l’équivalence fondamentale de
la chaleur et du travail.

Le ”second principe de la thermodynamique” est beaucoup plus subtil. Il constate que
la chaleur et le travail, bien qu’équivalents dans le bilan énergétique d’une transformation,
se comportent de façon dissymétrique, de sorte que certains processus qui seraient permis
du point de vue énergétique ne se produisent pas en réalité. [21]

2.4.2 L’entropie statistique :
Maintenant, nous allons clarifier le concept d’entropie pour la troisième fois afin de

mesurer le manque d’information sur l’état du système, auto-introduction dans l’approche
probabiliste, l’analyse d’évolution temporelle (approche « mécanique ») est remplacée par
des données de probabilité d’occupation pour différents états possibles. Le concept d’entro-
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2.4.1   L'entropie en thermodynamique :

2.4.2   L'entropie statistique :



. . Entropie : généralités sur la thermodynamique statistique et ses grandeurs

pie jouera un rôle central absolu pour répondre aux questions suivantes : sachant comment
décrire les degrés de liberté microscopiques du système, quels principes peuvent nous per-
mettre de déduire la probabilité d’occuper le micro-état ? [50]

2.4.3 L’entropie de Boltzmann :
Le XIXe siècle a également vu la montée de l’hypothèse atomique : selon l’hypothèse

atomique, tous les objets sont composés d’atomes. Lavoisier a initié le développement de la
chimie quantitative, il a donc réintroduit et confirmé cette idée car elle remonte à l’époque
grecque antique. D’autre part, la thermodynamique ne nécessite pas de réalité sous-jacente
nous l’appelons micro pour analyser avec succès les propriétés des objets à l’échelle ma-
cro actuelle. Cependant, en 1872, Ludwig Boltzmann (1844-1906) proposa une nouvelle
théorie, qui s’appelait la mécanique statistique : il proposait un début microscopique (ato-
mique) Infer la théorie des lois microscopiques de la thermodynamique, exprimée de ma-
nière surprenante avec la fameuse formule de Boltzmann S = k In W, son explication est
:

Dans un certain état, le système thermodynamique est préparé à une échelle macrosco-
pique avec son entropie étant S. Au niveau micro, il existe un grand nombre de configura-
tions, et ces configurations sont susceptibles d’atteindre cet état macro, par exemple en inha-
lant un litre de gaz, dans des circonstances normales, il contient environ 30 billions de mo-
lécules, dans ce volume de 1 litre, comment elles sont disposées, partager une certaine éner-
gie macroscopique est en effet étonnant. Boltzmann a souligné que W est le nombre équi-
valent d’états microscopiques d’un point de vue macroscopique. Selon lui, l’entropie ther-
modynamique S de l’état macroscopique considéré est proportionnelle au logarithme de W,
c’est le facteur d’échelle k, appelé constante de Boltzmann, qui est Kb = 1, 38.10−23J.K−1

(Joule / En Kelvin) nous pouvons insister sur le fait que W est son énorme logarithme
multiplié par k. L’entropie de quelques joules / Kelvin doit être donnée, donc le logarithme
de W est approximativement le nombre d’AvogadroNa = 6, 023.1023. [49]

S(P ) = −Kb

W∑
l=0

PlLnPl (2.2)
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2.4.4 Propriétés de l’entropie statistique :
L‘entropie statistique doit satisfaire les propriétés suivantes :
Positivité : l‘entropie est toujours positive.
Additivité : l‘entropie totale d‘un système composé de deux sous-systèmes A et B In-

dépendants est la somme des entropies des deux sous-systèmes. [40]

Stotal = Sa + Sb (2.3)
Minimum : l‘entropie d‘un micro-état est minimum i.e. lorsqu‘il ne nous manque au-

cune information pour spécifier l‘état microscopique

Smim = Smicroetat = 0 (2.4)
Maximum : le cas où nous avons le moins d‘informations sur l‘occupation des W micro-

états est lorsque ceci sont équiprobables, dans ce casPi =
1
W
quelque soit (i), et l‘entropie

devient

Smax = KbLnW (2.5)
Ce principe d‘entropie maximale peut être utilisé pour déterminer la loi de probabilité P

ou loi de distribution des états microscopiques d‘un système à l‘équilibre thermodynamique.
Une fois P connue, il sera possible de calculer la valeur moyenne A d‘une observable A
par la formule usuelle :

⟨A⟩ =
W∑
i=1

PiAi (2.6)
Une situation fréquente, dite canonique, est celle où un système constitué de N particules
comprises dans un volume V peut échanger de l‘énergie avec l‘extérieur. C‘est le cas, par
exemple, lorsque le système est en relation avec un thermostat qui impose une température
T, l‘énergie du système n‘est plus connue de façon absolue, mais fluctue autour d‘une valeur
moyenne fixée par les conditions expérimentales. [43]
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⟨E⟩ =
W∑
i=1

PiEi = cte (2.7)
Soit de nouveau P la probabilité d‘occuper le micro-état ∅ià l‘équilibre, l‘entropie

d‘information

S = −Kb

W∑
i=1

PilnPi (2.8)
doit être maximale, nous devons tenir compte des deux relations de contrainte qui nous

sont imposées par la situation canonique, d‘une part la condition de normalisation,
W∑
i=1

Pi = 1 (2.9)
et d‘autre part, puisque l‘énergie moyenne du système est fixée,

L (Pi) = S + λ0

(
W∑
i=1

Pi − 1

)
+ λ1

(
W∑
i=1

PiEi − ⟨E⟩

)
(2.10)

Où λ0 et λ1 sont les multiplicateurs de Lagrange (associés aux deux relations de
contraintes définies précédemment) se traduit par :

∀i,
∂L

∂Pi

= 0 (2.11)

∂ (−KbPiLnPi + λ0 (Pi − 1) + λ1 (PiEi − ⟨E⟩))
∂Pi

= 0 (2.12)
La solution de cette équation est la distribution canonique appelée aussi distribution

de Maxwell-Boltzmann (MB) elle s‘écrit comme suit

Pi =
1

Z
exp (−βEi) (2.13)

Où Z est le facteur de normalisation, appelé fonction de partition, il est donné par la
relation :
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Z =
W∑
i=1

exp (−βEi) (2.14)
et est identifié à l‘inverse de la température

β =
1

KbT
(2.15)

2.5 La fonction de partition et les fonctions thermody-
namiques :

La fonction de partition Z est une fonction de T ,V et N en effet, chaque énergie
E, donnée par la mécanique quantique, est naturellement une fonction de volume V et
du nombre N de particules du système qui entrent comme paramètres dans la résolution
de l’équation de Schrödinger. Chaque terme de la somme qui constitue Z fait de plus
intervenir le paramètre β = 1

KbT
à Z, il est donc fonction de la température T imposée par

le thermostat.
On notera que le paramètre β intervient plus naturellement que la température T dans

l’expression de la fonction de partition, de fait, si la définition de T est historique, il serait
plus naturel ici de choisir β comme échelle de température, ainsi on comprend mieux
par exemple que le « zéro absolu qui correspond à β = x soit une limite que l’on ne peut
atteindre. Ceci explique également qu’on parle de température finie » pour une température
non nulle. [24]

2.5.1 Equilibre thermodynamique :
La description de l’état d’équilibre repose sur le calcul des fonctions d’état qui conduisent

aux équations d’état, que l’on doit chercher une fonction d’état exprimée à l’aide de ses va-
riables naturelles pour accéder à l’ensemble de l’information sur l’état d’équilibre.
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2.5.1.1 Energie libre F :
Appelée aussi ”énergie libre de Helmholtz” est une fonction d’état extensive dont la

variation permet d’obtenir le travail utile susceptible d’être fourni par un système thermo-
dynamique fermé, à température constante. Elle correspond à l’énergie libre de Helmholtz
des anglo-saxons. [39]

Partant de (Z, T, V, N) il est donc normal de chercher à calculer l’énergie libre F dont
les variables naturelles sont précisément T, V et N, l’orsque l’énergie peut fluctuer, nous
avons vu que l’énergie interne doit être identifiée à la valeur moyenne de l’énergie E du
système, qui s’écrite : [26]

U =
∑

PiEi (2.16)

S = −Kb

∑
PiLnPi (2.17)

F = U − TS =
∑

PiEi +KbT
∑

PiLnPi (2.18)
il suffit alors d’expliciter l’expression de la loi de probabilité canonique(distribution de

Maxwell-Boltzmann), soit :

LnPi = −βEi − LnZ (2.19)

F = U − TS =
∑

PiEi +KbT
∑

Pi (−βEi − LnZ) = −KbTLnZ
∑

Pi (2.20)
soit :

F = −KbTLnZ (2.21)
Ainsi, une fois calculée Z, on peut en déduire F(T, V, N) grâce à l’expression ci-dessus.

On connait alors toute l’information sur l’état d’équilibre macroscopique du système. On
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dit que Z(T, V, N) est une fonction génératrice.
2.5.1.2 Energie interne U :

Energie contenue dans les degrés de liberté d’un système thermodynamique (hormis
l’énergie cinétique d’ensemble) : pour un ensemble de particules (atomes, molécules), c’est
la somme des énergies de vibration, de translation, de rotation et d’interaction. [22]Pour
le calcul de U en fonction de Z, on peut utiliser la relation

⟨E⟩ = U =
∑

PiEi (2.22)
et calculer directement cette somme. C’est toutefois inutile si la fonction de partition est
connue. En effet, reportons :

Pi =
1

Z
exp (−βEi) (2.23)

dans l’expression de U :

U =
∑ Ei

Z
exp (−βEi) (2.24)

et notons que :

exp (−βEi)Ei = −∂
∑ exp (−βEi)

∂β
(2.25)

cette dérivée partielle étant effectuée a V et N constants. Ceci implique :

U = − 1

Z

(
∂Z

∂β

)
v,n

= −
(
∂LnZ

∂β

)
v,n

(2.26)
Ainsi, U se déduit directement de Z ou plus précisément de Ln Z, grandeur extensive.

D’autre part, c’est β plutôt que T qu’il faut utiliser comme variable pour faire ce calcul
simple. On notera que U valeur moyenne de l’énergie E s’exprime comme Z en fonction
de T, V et N, fixer T revient donc à fixer U = ⟨E⟩, V et N étant fixés.
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2.5.1.3 L’entropie S :
Il est clair que l’on peut procéder de même pour obtenir d’autres variables ou fonctions

d’état en fonction de T, V et N. Ainsi :

S =
U − F

T
= KbLnZ − 1

T

(
∂LnZ

∂β

)
v,n

= Kbβ

(
∂LnZ

∂β

)
v,n

(2.27)

2.5.1.4 Capacité calorifique :
La capacité thermique (anciennement capacité calorifique) d’un corps est une grandeur

qui mesure la chaleur qu’il faut lui transférer pour augmenter sa température d’un kelvin.
Inversement, elle permet de quantifier la possibilité qu’a ce corps d’absorber ou de restituer
de la chaleur au cours d’une transformation pendant laquelle sa température varie. [22]

Cv =

(
∂E

∂T

)
v,n

=
∂

∂T

[
−∂LnZ

∂β

]
= β2∂

2LnZ

∂β2
(2.28)

On obtient alors ces différentes grandeurs d’état comme fonction de β (ou T),V et N
variables fixées si le système est en équilibre thermodynamique avec un thermostat. [31]
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Chapitre 3
Calculs statistiques des propriétés
thermodynamique des molécules
d’hydrogène et monoxyde de carbone
Introduction

L’étude de la thermodynamique statistique en général et de la mécanique statistique
quantique en particulier a permis au fil des années de prédire et d’interpréter diffé-

rentes propriétés thermodynamiques de divers systèmes [30]. Celles-ci ont contribué à la
compréhension des équations d’onde à la fois relativistes et non relativistes, qui contiennent
une grande partie de l’information sur un système donné. [23]

Le système quantique unidimensionnel qu’est le potentiel de Morse est un modèle
réaliste pour l’´étude des vibrations des atomes dans une molécule diatomique. Il est bien
connu que la détermination des niveaux d’énergie vibratoire exacts joue un rôle clé dans
l’obtention de la fonction de partition d’un système donné, et le calcul des niveaux d’énergie
analytiques n’est possible que dans quelques cas simples tels que l’atome d’hydrogène et
l’oscillateur harmonique, en raison de la forme compliquée de plusieurs potentiels, le calcul
des niveaux d’énergie analytiques semblent être une tâche non triviale qui nécessite un effort
théorique considérable. [17]

Les propriétés thermodynamiques des systèmes moléculaires tels que l’énergie libre,

31

Introduction 
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la chaleur spécifique et l’énergie interne est l’un des principaux défis de la chimie, de la
physique et de l’ingénierie. [34]

Une façon de prédire les fonctions thermodynamiques théoriques des substances diato-
miques est la détermination de la fonction de partition. Pour obtenir la fonction de partition
d’un système, il faut connaître l’interaction potentielle entre les molécules. Récemment, une
relation analytique des fonctions de partition vibrationnelle a été obtenue pour plusieurs
interactions potentielles telles que le potentiel de Tietz, les modèles de Rosen-Morse et de
Manning-Rosen. [28]

3.1 Solution de l’équation de Schrödinger unidimension-
nelle avec le potentiel de Morse via la transformée de
Laplace :

L’equation de Schrodinger unidimensionnelle stationnaire est donnee par la relation
suivante : [18]

[
−ℏ2

2µ

d2

dx2
+ V (x)

]
Ψ (x) = EΨ (x) (3.1)

dans le potentiel de Morse
V (x) = De

(
e−2ax − e−ax

) (3.2)
l’équation (3.1) devient

[
d2

dx2
− 2µDe

ℏ2
e−2ax − 4µD

ℏ2
e−ax +

2µE

ℏ2

]
Ψ (x) = 0 (3.3)

posant :

y = ke−αx; k = 2

√
2µDe

ℏα
; β2 = −2µE

ℏ2
(3.4)

et on a
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3.1   Solution de l'équation de schrodinger unidimension-
nelle avec le potentiel de Morse via la transformée de 
Laplace :

..
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d

dx
=
dy

dx

d

dy
(3.5)

dy

dx
= −ake−ax

donc
d

dx
= −ake−ax d

dy
(3.6)

= −ay d
dy

Nous déduisons :
d2

dx2
= a2

(
y
d

dy

)(
y
d

dy

)

= a2y

[
y
d

dy

d

dy
+

d

dy
(y)

d

dy

]

= a2y

[
y
d2

dy2
+
dy

dy

d

dy

]
d2

dx2
= a2y2

d2

dy2
+ a2y

d

dy
(3.7)

:introduisons (3.3)(3.4)et (3.5) , dans (3.2) nous obtenons.
[
a2y2

d2

dy2
+ a2y

d

dy
− a2

4
y2 +

a2k

2
y − β2

]
Ψ (y) = 0

Prenons a2 = 1cette équation devient comme suit :
[
y2
d2

dy2
+ y

d

dy
− 1

4
y2 +

k

2
y − β2

]
Ψ (y) = 0 (3.8)

la résolution de cette equation par la trensformée de Laplace
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ζ [F ] (s) =

∫ ∞

0

dte−stF (t) (3.9)
détermine le spectre d’énergie à l’état lié comme suit

En =
ℏ2

2µ

[
n+

1

2
−

√
2µde
aℏ

]2
;n = 1, 2, 3......nmax (3.10)

avec ℏ = h
2π

et h la constante de planck, µ la masse réduite de la molécule, n est le
nombre quantique de vibration, et nmax est le nombre maximum des niveaux d’énergie
peut être déterminée en mettant dEn

dn
=0, soit

nmax =

√
2µDe

aℏ
− 1

2
(3.11)

3.2 Fonction de partition vibrationnelle
la contribution totale de l’état lié à la fonction de partition vibrationnelle d’une molécule

diatomique à la température T est obtenue par sommation directe sur tous les niveaux
d’énergie vibratoire possibles disponibles du système

Z =
nmax∑
n=0

e−β(En−E0) (3.12)
Avec β = 1

kbT
, kb est la constante de Boltzmann, et T la température. Pour obtenir la

fonction de partition vibratoir de potentiel de Morse nous inserons l’énergie vibratoire de
l’expresson (3.8) dans (3.10) comme suit :

Z =
nmax∑
n=0

e
−β

(
ℏ2
2µ

(
n+ 1

2
−

√
2µDe
aℏ

)2
− ℏ2

2µ

(
1
2
−

√
2µDe
aℏ

)2
)

(3.13)
Pour calculer la somme dans la fonction de partition, nous appelons la formule d’Euler-

Maclaurin, selon cette approche, la somme infinie se transforme en intégrale comme suit
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3.2   Fonction de partition vibrationnelle :
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∞∑
n=0

f(x) =
1

2
f(0)+

∫ ∞

0

f(x)dx−
∞∑
p=1

B2p

(2p)!
f (2p−1)(0)−

∞∫
0

bk(1− 2p)

2p!
f (2p)dx, (3.14)

avec
Rk =

∫ ∞

0

bk(1− 2p)

2p!
f (2p)dx

est le terme résidu tend vers zéro pour certaines valeurs de p, et B2psont les nombres de
bernoulli, qu’en peut cité quelque nombres :

B0 = 1;B1 = −1

2
;B2 =

1

6
;B4 = − 1

30
;B6 =

1

42
;B8 = − 1

30
;B =

5

66
...etc.

et f (2p−1)est la dérivé d’ordre (2p− 1). Dans le terme de résidu le bksont les polynômes
de Bernoulli.

L’utilisation de cette formule nous a permis d’accéder à la fonction de partition Z de
notre probléme, et par suite aux propriétés thermodynamiques en appliquant les formules
bien connues, telles que l’énergie libre interne F, l’énergie interne U, l’entropie S, et la
chaleur specifique à volume constant Cv donnés dans le chapitre precedent (48.2).

dans ce travail en a essayé de tester l’influnce des térmes de bernoulli sur le calcul de
la fonction de partition et par la suite sur les propriétés thermodynamiques des molècules
diatomiques. [25]

3.3 Applications aux molécules diatomiques :
Dans cette partie, on a essayé de calculer la fonction de partition ainsi que les fonctions

thermodynamiques des molecules diatomiques telle que la molècule H2et la molècule CO,
pour plusieurs valeurs de nombres de Bernoulli, les calculs sont accédés de la maniére
suivante :

3.3.1 Cas d’ordre 2 :
En se limitant dans les calculs des nombres de Bernoulli à l’ordre p=2 , la fonction de

partition aura la forme :
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3.3    Applications aux molécules diatomiques :

3.3.1   Cas d'ordre p=2
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Z =
nmax∑
n=0

e−β(En−E0) =
1

2
+

∫ nmax

0

f(n)dn−
∞∑
p=1

B2p

(2p)!
f (2p−1)(0), (3.15)

oùf(n) = e−β(En−E0)

Z =
nmax∑
n=0

e−β(En−E0) =
1

2
+

∫ nmax

0

e−β(En−E0)dn−
(
B2

2!
f (1) (0) +

B4

4!
f (3) (0)

)
(3.16)

Calculons la partie intégrale dans cette équation, nous obtenons la fonction de partition
vibrationnelle pour les molécules diatomiques représentées par le modèle de potentiel de
Morse de la manière suivante :

Z =
1

2
+
βAℏ
12µ

+
1

720

(
3β2Aℏ2

µ2
+

3β3Aℏ3

µ3

)
+

e
βB2ℏ
8a2µ

√∏
µ

2βℏ

(
−Erf

[√
βℏ
2µ

B

2a

]
+ Erf

[√
βℏ
2µ

(
B − 2a [A]

2a

)])
(3.17)

où ξ =
√

2µDe

ℏ2 ; A = 1
2
− ξ

a
et B = (a − 2ξ), la fonction d’erreur imaginaire, notée Erfi,

est définie comme : [25]

Erf (x) = −iErf (ix) = 2√∏ ∫ x

0

et
2

dt (3.18)
Une fois que nous avons trouvé la fonction de partition Z, les fonctions thermodynamiques
sont determinés de la manière suivante :
3.3.1.1 l’énergie libre F :

L’énergie libre interne F est directement liée à la fonction de partition Z par la relation

F = − 1

β
lnZ
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3.3.1.1   L'énergie libre F:
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Si l’expression analytique de Z est remplacée dans F, une expression analytique de F est
obtenue :

F = − 1

β
ln

{
1

2
+
βAℏ
12µ

+
1

720

(
3β2Aℏ2

µ2
+

3β3Aℏ3

µ3

)}

− 1

β
ln

{
e

βB2ℏ
8a2µ

√∏
µ

2βℏ

(
−Erf

[√
βℏ
2µ

B

2a

]
+ Erf

[√
βℏ
2µ

(
B − 2a [A]

2a

)])}
(3.19)

3.3.1.2 L’énergie interne U :
l’énergie interne a été obtenue précédemment (dans le chapitre 2) par dérivation de

lnZ comme suit :

U = − d

dβ
lnZ = − 1

Z

dZ

dβ
(3.20)

remplacons la fonction Z par l’expession (3.15), nous obtenons l’energie interne sous la
forme :

U = − d
dβ

{
1
2
+ βAℏ

12µ
+ 1

720

(
3β2Aℏ2

µ2 + 3β3Aℏ3
µ3

)}
− 1

β
ln

{
e

βB2ℏ
8a2µ

√∏
µ

2βℏ

(
−Erf

[√
βℏ
2µ

B
2a

]
+ Erf

[√
βℏ
2µ

(
B−2a[A]

2a

)])} (3.21)

3.3.1.3 l’entropie S :
Cette fonction en fonction de Z est :

S = lnZ − β
dlnZ

dβ
(3.22)

on introduisant l’expression Z, nous obtenons :
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3.3.1.2   L'énergie interne U :

3.3.1.3   L'entropie S :
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S = ln{1
2
+ βAℏ

12µ
+ 1

720

(
3β2Aℏ2

µ2 − β3A3ℏ3
µ3

)
+e

(βB2ℏ)
8α2µ

√
Πµ
2βℏ

(
−Erf

[√
βℏ
2µ

B
2α

]
+ Erf

[√
βℏ
2µ

(
B−2αIntegerPart[A]

2α

)])
}

−β d
dβ
{ln{1

2
+ βAℏ

12µ
+ 1

720

(
3β2Aℏ2

µ2 − β3A3ℏ3
µ3

)
+e

(βB2ℏ)
8α2µ

√
Πµ
2βℏ

(
−Erf

[√
βℏ
2µ

B
2α

]
+ Erf

[√
βℏ
2µ

(
B−2αIntegerPart[A]

2α

)])
}

(3.23)

3.3.1.4 Chaleur spécifique à volume constant Cv:

Cv = β2d
2lnZ

dβ2

avec l’expression de Z on aura :

Cv = β2 d2

dβ2 ln
{

1
2
+ βAℏ

12µ
+ 1

720

(
3β2Aℏ2

µ2 + 3β3Aℏ3
µ3

)}
+

1
β
1ln

{
e

βB2ℏ
8a2µ

√∏
µ

2βℏ

(
−Erf

[√
βℏ
2µ

B
2a

]
+ Erf

[√
βℏ
2µ

(
B−2a[A]

2a

)])} (3.24)

Ces quantités sont représentsées par rapport à l’inverse de la température β = 1
kBT

,
pour les systèmes diatomiques suivantes H2et CO, dont les paramétres spectroscopiques
utillisées dans cette étude sont regroupées dans le tablaeu. [38]
Tab. 3.1: Paramètres spectroscopiques des molécules sélectionnées utilisées dans le présent
calcul

molécule µ (uma) D(ev) a(A−1) re(A)
H2 0.503901 4.7446 1.440558 0.7416
CO 6.8606719 11.2256 2.59441 1.1283

Les différentes courbes de la fonction de partition, ainsi que les différentes propriétés
thermodynamiques sont données par la figure 1 et figure2.
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3.3.1.4  Chaluer spécifique à volume constante :

(1) (2)
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(a) (ZH2
) (b) (U (H2))

(c) (F (H2))

(d) (CV (H2)) (e) (S (H2))

Fig. 3.1: Fonction de partition Z,et les fonctions thermodynamiques F,U,S,Cv de la molècule
H2 pour p=2 dans le cas classique
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(a) (Z (CO)) (b) (F (CO))

(c) (S (CO)) (d) (U (CO))

(e) (Cv (CO))

Fig. 3.2: Fonction de partition Z,et les fonctions thermodynamiques F,U,S,Cv de la molèculeCO pour p=2 dans le cas classique
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3.3.2 Cas d’ordre supérieure à 2
dans cette partie on a étalé les calculs de la fonction de partition en utilisant la formule

d’Euler Maclaurin en ce limitant à des ordres des nombres de Bernoulli superieurs à 2:
3.3.2.1 L’ordre p=5

la formule d’Euler Maclaurin est donnée par
∞∑
n=0

f (n) =
1

2
f (0) +

∫ n

0

f (n) dn− 1

2
B2f

(1) (0)− 1

4!
B4f

(3) (0)

− 1

6!
B6f

(5) (0)− 1

8!
B8f

(7) (0)− 1

10!
B10f

(9) (0) (3.25)
d’où la fonction Z aura la forme :

Z =
nmax∑
n=0

e−β(En−E0) =
1

2
+ f (0) +

∫ nmax

0

e−β(En−E0)dn− 1

2
B2f

(1) (0)− 1

4!
B4f

(3) (0)

− 1

6!
B6f

(5) (0)− 1

8!
B8f

(7) (0)− 1

10!
B10f

(9) (0) (3.26)
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3.3.2  Cas d'ordre supérieure à 2 :

3.3.2.1  Lordre p=5
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(a) (ZH2
) (b) (U (H2))

(c) (F (H2))

(d) (CV (H2)) (e) (S (H2))

Fig. 3.3: Fonction de partition Z,et les fonctions thermodynamiques F,U,S,Cv de la molècule
H2 pour p=15 dans le cas classique
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(a) (Z (CO)) (b) (F (CO))

(c) (S (CO)) (d) (U (CO))

(e) (Cv (CO))

Fig. 3.4: Fonction de partition Z,et les fonctions thermodynamiques F,U,S,Cv de la molèculeCO pour p=15 dans le cas classique
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3.3.2.2 L’ordre p=15
La formule d’Euler Maclaurin prend la forme :

∞∑
n=0

f (n) =
1

2
f (0)+

∫ n

0

f (n) dn−1

2
B2f

(1) (0)− 1

4!
B4f

(3) (0)− 1

6!
B6f

(5) (0)− 1

8!
B8f

(7) (0)−

1

10!
B10f

(9) (0)− 1

12!B12f (0)−
1

14!
B14f

(13) (0)− 1

16!
B16f

(16) (0)−

1

18!
B18f

(17) (0)− 1

20!
B20f

(19) (0)− 1

22!
B22f

(21) (0)−

1

24!
B24f

(23) (0)− 1

26!
B26f

(25) (0)− 1

28!
B28f

(27) (0)− 1

30!
B30f

(29) (0) (3.27)
et la fonction de partition déduite :

Z =
nmax∑
n=0

e−β(En−E0) =
1

2
f (0)+

∫ nmax

0

e−β(En−E0)dn−1

2
B2f

(1) (0)− 1

4!
B4f

(3) (0)− 1

6!
B6f

(5) (0)− 1

8!
B8f

(7) (0)−

1

10!
B10f

(9) (0)− 1

12!B12f (0)−
1

14!
B14f

(13) (0)− 1

16!
B16f

(16) (0)−

1

18!
B18f

(17) (0)− 1

20!
B20f

(19) (0)− 1

22!
B22f

(21) (0)−

1

24!
B24f

(23) (0)− 1

26!
B26f

(25) (0)− 1

28!
B28f

(27) (0)− 1

30!
B30f

(29) (0) (3.28)
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3.3.2.2 Lordre p=15
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(a) (ZH2
) (b) (U (H2))

(c) (F (H2))

(d) (CV (H2)) (e) (S (H2))

Fig. 3.5: Fonction de partition Z,et les fonctions thermodynamiques F,U,S,Cv de la molècule
H2 pour p=15 dans le cas classique
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(a) (Z (CO)) (b) (F (CO))

(c) (S (CO)) (d) (U (CO))

(e) (Cv (CO))

Fig. 3.6: Fonction de partition Z,et les fonctions thermodynamiques F,U,S,Cv de la molèculeCO pour p=15 dans le cas classique
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Nous avons déplacé les térmes de Bernoulli jusqu’à l’ordre p=40, pour le calcul de la
fonction de partition, ainsi que les fonctions thermodynamiques des deux molècules H2et
CO ces derniers sont représentées dans les courbes suivantes :
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(a) (ZH2
) (b) (U (H2))

(c) (F (H2))

(d) (CV (H2)) (e) (S (H2))

Fig. 3.7: Fonction de partition Z,et les fonctions thermodynamiques F,U,S,Cv de la molècule
H2 pour p=40 dans le cas classique
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(a) (Z (CO)) (b) (F (CO))

(c) (S (CO)) (d) (U (CO))

(e) (Cv (CO))

Fig. 3.8: Fonction de partition Z,et les fonctions thermodynamiques F,U,S,Cv de la molèculeCO pour p=40 dans le cas classique
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3.3.3 Utilisation de la formule d’Euler-Maclaurin avec réste Rk.
Dans cette partie en prend en consideration le terme de réste où appeler résidu Rk , ce

terme utilise les polynomes de Bernoulli, par exemple, la formule du second ordre avec le
terme d’erreur est donnée par :

Z =
nmax∑
n=0

e−β(En−E0) =
1

2
+

∫ nmax

0

e−β(En−E0)dn−
(
B2

2!
f (1) (0)

)
+(1)3

1

2!

∫ nmax

0

B2({n})f (2)(n)dn

(3.29)
où B2 = 1

6
est le nombre de Bernoulli, et B2({n}) est le polynôme de Bernoulli(n2 −

n+ 1
6
) [25]
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3.3.3   Utilisation de la formule d'Euler-Maclaurin avec réste Rk
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3.3.3.1 application sur les molécules d’hydrogénes et monoxyde de carbone :

(a) (ZH2
) (b) (U (H2))

(c) (F (H2))

(d) (CV (H2)) (e) (S (H2))

Fig. 3.9: Fonction de partition Z,et les fonctions thermodynamiques F,U,S,Cv de la molècule
H2 dans le cas de réste
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3.3.3.1   Application sur les molécules d'hydrogénes et monoxyde de carbone :



. . Applications aux molécules diatomiques :calculs statistiques des propriétés thermodynamique des molécules d’hydrogéne et monoxyde de carbone

(a) (ZCO) (b) (U (CO))

(c) (F (CO))

(d) (CV (CO)) (e) (S (CO))

Fig. 3.10: Fonction de partition Z,et les fonctions thermodynamiques F,U,S,Cv de la mo-
lècule CO dans le cas de réste
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3.3.4 Discussion des résultats :
Dans ce travail on a essayé d’étudier la performance de la méthode d’Euler Maclaurin

dans le calcul de la fonction de partition et par la suite sur les propriétés thermodynamiques,
et cela est fait par la représentation de ces derniers en fonction de l’inverse de la température
β pour les molécules diatomiques H2 et CO.

• L’étude de l’influence de l’ajout de plusieurs termes de Bernoulli dans cette partie
nous exposons les courbes de la fonction de partition Z, l’énergie libre F, l’énergie
interne U, l’entropie S, et la chaleur spécifique Cv , pour différents ordres des termes
de Bernoulli, p = 5, p =15, p =40, en comparaissent avec la courbe de l’ordre p
=2. La première remarque c’est que ces courbes ont le même allure que celle de la
littérature, cela est vu pour la molécule deH2 et CO. La deuxième remarque est la
superposition de la courbe de l’ordre p = 2 avec les courbes de p = 5, p =15, p
=40, et cela nous amené a conclure que le calcul de la fonction de partition avec la
méthode d’Euler Maclaurin avec un ordre 2 donne les mêmes résultats qu’avec des
ordres supérieurs.

• L’étude de l’influence du reste de la formule Euler Maclaurin, dans cette partie nous
présentons les courbes de la fonction de partition Z, l’énergie libre F, l’énergie interne
U, l’entropie S, et la chaleur spécifique Cv en tenant compte du terme de reste de
l’ordre deux en comparaissent avec la courbe de l’ordre 2, pour la molécule de deH2

et CO. Dans la figure (3.5) qui représente la molécule de H2 , on remarque ici dans
la courbe de Z et la courbe de F, que les deux courbes(courbe d’ordre p = 2, et courbe
avec le reste) sont un peu décalée, par contre dans les courbe de l’énergie interne U,
l’entropie S, la chaleur spécifique Cv on remarque le chevauchement de ces courbes.
Ces fonctions montrent ce comportement car elles sont obtenues par dérivation de
la fonction F. La figure (3.6) qui représente la molécule CO on remarque dans les
courbes de la fonction de partition Z, l’énergie libre F, l’énergie interne U, l’entropie
S, et la chaleur spécifique Cv , les courbes chevauches. Donc on peut constater qu’à
partir des courbes de H2 ,et de CO, la méthode d’Euler Maclaurin reste toujours
efficace même avec l’ajout du reste qui représente le calcule d’erreur de la méthode
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Commentaires sur les courbes :
• Les courbes représentant la fonction de partition Z en fonction de β , en remarque
que les courbes de H2 et CO ont un comportement similaire, où Z varie faiblement
avec β jusqu’à atteindre une valeur constante

• La variation de l’énergie libre F avec β, nous montre une augmentation de F jusqu’à
une valeur limite.

• Les figures de l’énergie interne U présentent des valeurs non nulles à β =0, et diminue
d’une façon monotone avec l’augmentation de β pour les deux molécules. Notons
que cette diminution devient assez rapide pour des températures très élevées.

• L’entropie S des deux molécules H2 et CO diminue avec β jusqu’à annulation.
• Les courbes de la chaleur spécifique obtenues pour les deux molécules montrent
que la chaleur spécifique Cv croit linéairement avec l’inverse de la tempurature β
jusqu’à ce qu’elle devienne constante à des valeurs plus élevées. Ce comportement
est logique car l’augmentation de la température entraîne un peuplement des états
énergétiques du système, de ce fait, la chaleur spécifique va augmenter pour atteindre
un maximum (saturation).
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Conclusion Générale

Le travail présenté dans ce mémoire a porté sur l’influence du terme de Bernoulli
supérieurs à deux, ainsi que l’influence du réste de la formule d’Euler Maclaurin

sur le calcul de la fonction de partition et les fonctions thermodynamiques des molécules
diatomiques H2 et CO. Le premier chapitre de ce travail a été consacré aux généralités et
quelques notions de la mécanique quantique que nous avons jugées importantes.

Dans le deuxième chapitre nous avons rappelé quelques principes fondamentaux de la
thermodynamique et ses grandeurs, nous avons aussi illustré les statistiques de Boltzmann
et ses propriétés.

Le dernier chapitre a été consacré à la présentation des résultats obtenus, où nous avons
montré l’efficacité de la méthode d’Euler- Maclaurin avec un ordre inferieur des terme de
Bernoulli, et même avec des calculs sans tenir compte du réste, dans le calcul de la fonction
de partition, et les fonctions thermodynamiques des molécules diatomiques. Nous estimons
atteints les objectifs qu’on s’est fixés au début de ce travail.
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Nombres et polynômes de bernoulli

60


