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 ملخصال

 
ريقة غير المحلية باستعمال ط بعض المسائل المختلطةالهدف من هذا العمل هو دراسة 
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كلاسيكي  شرط حيث تم دمج زائد من الدرجة الثانية قطع ذات معادلة هي لة الثانيةأالمس

 .و شرط تكاملي

  



 

 

Résumé 
   Le but de ce travail est d’étudiée quelques problèmes mixtes non 

locaux par la méthode des inégalités énergétiques ( estimation à 

priori ). 
   Le premier problème est une équation parabolique avec condition 

classique. 

   Le deuxième problème est une équation hyperbolique de 
deuxième degré en combinant une condition classique et une autre 

intégral. 

  



 

 

Abstract 

 
   The objective of this work is to study some mixed problems non 

local by the inequality energy method (priori estimate). 
   The first problem is a parabolic equation with classical condition. 

   The second is an hyperbolic equation of second order combining a 

classical and an integral conditions. 
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Introduction
Dans la théorie des équations aux dérivées partielles (EDP) plusieurs phénomènes physiques

peuvent être modélisé et décrits en termes de problèmes non locaux, c’est-à-dire comme des

problèmes mixtes avec des conditions aux limites intégrales.

Les conditions aux limites non locales se posent beaucoup lorsque les informations sur la fron-

tière ne peuvent être mesuré directement mais les valeurs moyennes sont connues. Une condition

intégrale, peut représenter physiquement une moyenne, un flux, une énergie totale ou une masse

totale.

La résolution des problèmes mixtes ayant des conditions non-locales a commencé au début

des années soixante, où Canon [6] a utilisé la méthode potentielle pour prouve que équation pa-

rabolique homogène associée à des conditions classiques et non- classique est bien posée. Ensuite,

Kamynin [13] a généralisé les résultats obtenus par Canon en utilisant un système d’équations

intégrales. Mouravei et Philinovsku [32] ont utilisé le principe de maximum en combinant un

Neumann et une condition intégrale pour l’équation de chaleur. Lonkin [12], a étudié également

d’autres cours de problèmes mixtes avec des conditions intégrales.

Actuellement, les méthodes fonctionnelles sont devenus très actif et essentielles dans l’étude

des problèmes mathématiques théoriques et appliqués.

Dans ce mémoire, nous avons appliqué la méthode d’inégalité énergétique pour deux pro-

blèmes aux limites. La méthode d’inégalité énergétique dite aussi méthode d’analyse fonctionnelle

et méthode des estimations a priori. Cette méthode a été introduites et nommées par Sergei Na-

tanovich Bernstein (1906, 1910), qui les a utilisées pour prouver l’existence de solutions aux

équations elliptiques non linéaires du second ordre dans le plan. Parmi les premiers exemples im-

portants d’estimations a priori, citons les estimations de Schauder données par Schauder (1934,

1937) et les estimations données par De Giorgi et Nash pour les équations elliptiques ou pa-

raboliques du second ordre dans de nombreuses variables dans leur solution au dix-neuvième

problème de Hilbert.

La méthode des estimations a priori est une méthode efficace pour l’étude de beaucoup de

problèmes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide et est

développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans l’application de cette méthode on trouve

des difficultés parmi les quelles nous citons :

* Le choix des espaces fonctionnels.

* Le choix du multiplicateur Mu.

Pour étudier les problèmes posé, nous écrivons tout d’abord le problème donnéé dans le
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formulaire opérateur :

Lu = F,

Pour l’opérateur L engendré par le problème considéré, nous démontrons l’inégalité de l’énergie

du type

‖u‖B ≤ C ‖Lu‖H , ∀u ∈ D (L) . (1)

Cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant l’équa-

tion donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u ou ses dérivées et une certaine fonction

poids, et en intégrant sur le domaine.

Le choix du multiplicateur Mu est fondamental, il est dicté par l’équation et les conditions aux

limites.

Ensuite dans les topologies fortes des espaces B et H on construit la fermeture L de l’opérateur

L, et la solution de l’équation

Lu = F,

est appelée solution forte du problème considéré. A l’aide d’un passage à la limite, on prolonge

l’inégalité (1) à u ∈ D(L), on obtient

‖u‖B ≤ C
∥∥Lu∥∥

H
, ∀u ∈ D

(
L
)
.

et ainsi est garantie l’existence de la solution sur l’ensemble des images R(L) de l’opérateur L.

Comme l’image de l’opérateur L est fermée dans H et que R
(
L
)

= R(L),pour la démonstration

de l’existence de la solution forte pour tout F ∈ H il suffit d’établir la densité de R(L) dans H

qui est obtenue à l’aide des opérateurs de régularisation. L’unicité est déduite de l’inégalité de

l’énergie (1).

Notre mémoire se compose de trois chapitres

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques outils de base tel que la théorie

des espaces fonctionnels et à la théorie des opérateurs, ainsi les inégalités et quelque théorèmes

utilisées dans cette mémoire.

Le second chapitre est voué à étudier l’existence et l’unicité d’une solution forte généralisée

d’un problème parabolique linéaire du quatrième ordre avec les conditions classiques.

Le troisième chapitre on a prouvé l’existence et l’unicité d’une solution faible d’un pro-

blème hyperbolique non-linéaire avec une condition intégrale et une condition de Dirichlet. Où,

on montre l’existence et l’unicité de la solution forte pour le problème linéaire par la méthode

d’inégalité d’énergie. Ensuite, en appliquant un processus itératif basé sur les résultats obtenus

4



pour le problème linéaire, on prouve l’existence et l’unicité de la solution faible du problème

non-linéaire.

On termine ce travaille par une conclusion et une bibliographe.
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Notations

E Espace vectoriel normé.

‖.‖ La norme.

(., .) Le produit scalaire.

Ω Un ouvert borné dans R.
lim La limite.

→ La convergence forte.

Lp(Ω) L’espace des fonctions mesurables u sur Ω vérifiant
∫

Ω
|u|p dx <∞.

L2(Ω) L’espace des fonctions de carré intégrable.

L2
ρ (Ω) L’espace de Hilbert avec poid des fonctions définies et de carré intégrales.

C∞(Ω) L’ensemble de toutes les fonctions indéfiniment dérivables.

H Un espace de Hilbert.

B Un espace de Banach.

L Un opérateur linéaire.

D(L) Le domaine de définition de L.

L La fermeture de L.

D(L) L’adhérence de D(L).

R(L) L’ensemble des valeurs Lu pour tout u ∈ D(A).

L Opérateur différentiel.
∂

∂x
La dérivée partielle.

W l
m(Ω) L’espace des fonctions u ∈ Lm(Ω), tel que Dku ∈ Lm(Ω), où |k| ≤ l.

W l
m(Ω) L’espace des fonctions u ∈ W l

m(Ω)à suport compact dans Ω.

↪→ L’injection canonique.

‖.‖(l)
m,Ω La norme dans l’espace W l

m(Ω).

(., .)
(1)
2,Ω Le produit scalaire dans l’espace W 2

1 (Ω).
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Chapitre 1

Notions Préliminaires

Le présent chapitre est consacré aux rappels essentiels des notions et des concepts de base

d’analyse utilisés tout le long de ce travail, à usage permanent dans les prochains chapitres. Ces

importantes notions sont énoncées sous forme de définitions, théorèmes, corollaires et lemmes.

Pour plus de détails, des références à la littérature seront systématiquement données.

1.1 Espace Normés, Espace de Banach et Espace de Hilbert

1.1.1 Espace linéaire

Définition 1.1 Soit E un ensemble des éléments dénotés : x, y.......... On suppose que chaque paire

des éléments (x, y) peut être combiné par un opération nommée addition pour donner un autre

élément z dénoté z = x + y. On suppose aussi que chaque nombre réel et chaque élément x peut

être combiné par une opération notée multiplication pour donner un autre élément y dénoté par

y = βx. L’ensemble E avec ces deux opérations est nommé un espace linéaire si les axiomes suivants

sont satisfaits

x+ y = y + x. (1.1.1)

x+ (y + z) = (x+ y) + z. (1.1.2)

Il y a dans E un élément unique, dénoté par 0 nommé l’élément neutre tel que

x+ 0 = x ,∀ x ∈ E. (1.1.3)

Pour chaque x ∈ E correspond un élément unique, dénoté par (−x) tel que

x+ (−x) = 0. (1.1.4)

7



Chapitre 1. Notions Préliminaires

α(x+ y) = αx+ αy. (1.1.5)

(α + β)x = αx+ βx. (1.1.6)

(αβ)x = α(βx). (1.1.7)

1.x = x. (1.1.8)

0.x = 0. (1.1.9)

Pour tout α, β ∈ R et x, y ∈ E.

1.1.2 Espace Normée :

Définition 1.2 Une norme sur l’espace vectoriel linéaire E, est une fonction a valeur réelle

‖.‖ : E −→ [0,∞[, dont la valeur à u est dénoté par ‖u‖ (norme de u) vérifiant les trois axiomes

a) ‖u‖ ≥ 0, ∀u ∈ E et ‖u‖ = 0⇐⇒ u = 0.

b) ‖λu‖ = |λ| ‖u‖ , ∀λ ∈ k.
c) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ (Inégalité triangulaire) .

Définition 1.3 (Espace linéaire normé) : Un espace linéaire E muni d’une norme est nommé un

espace linéaire normé, noté par (E, ‖.‖) .

1.1.3 Espace de Banach :

Définition 1.4 La convergence d’une suite (xn)n∈Nd’éléments de X vers x dans la norme de X

(convergence forte) est définie par

‖xn − x‖ →
n→∞

0,

et on note par

xn
f→ x,

Définition 1.5 Une suite (xn)n∈Nd’éléments d’un espace normé X est dite suite de Cauchy si

‖xp − xq‖X → 0 quand p, q →∞,

⇐⇒ ∀ε > 0,∃Nε, ∀p > Nε,∀q > Nε =⇒ ‖xp − xq‖ < ε.

Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.6 Un espace normé E est dit espace complet si est seulement si toute suite de Cauchy

(xn)n∈Nde E est une suite convergente dans E.

1.1. Espace Normés, Espace de Banach et Espace de Hilbert 8



Chapitre 1. Notions Préliminaires

Définition 1.7 Soit (E, ‖ . ‖) un espace normé, on dit que E est un espace de Banach si E est un

espace complet.

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.8 On appelle un produit scalaire sur X et on note (., .) , tout forme sésquilinéaire,

hermitienne et défini positive définir de X ×X dans k, c.à.d

(1) Linéarité :

∀x, y, z ∈ X, ∀α, β ∈ k,
{

(αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z),

(x, αy + βz) = α(x, y) + β(x, z),

(2) Hermitienne :

∀x, y ∈ X, (x, y) = (y, x).

(3) Définie positive :

∀x ∈ X − {0} , (x, x) > 0et(x, x) = 0 =⇒ x = 0.

Naturellement si k = R, le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Le nombre (x.y) appelé produit scalaire des vecteurs.

Définition 1.9 On appelle espace préhilbertien tout espace vectoriel muni d’une norme associée à

un produit scalaire.

Définition 1.10 Un espace de Hilbert (H, (., .)) est un espace préhilbertien qui est complet pour la

norme associée à ce produit scalaire.

Théorème 1.1 Pour qu’un espace normé X soit préhilbertien il faut et il suffit que sa norme satisfait

à l’identité du parallélogramme c.à.d

‖x+ y‖2
X + ‖x− y‖2

X = 2
(
‖x‖2

X + ‖y‖2
X

)
∀x, y ∈ X.

Remarque 1.1 On conclut du théorème ci-dessus q’un espace de Hilbert est un espace de Banach

sa norme satisfait l’identité du parallélogramme.

*Les EDP linéaire du second ordre

Définition 1.11 Quant on pose X = (x1, x2, ........, xn) ∈ Rn, une équation aux dérivées partielles

du second ordre sera de la forme
n∑
i=1

n∑
j=1

Ai;j (X)
∂2U

∂xi∂xj
(X) +

n∑
i=1

Bi (X)
∂U

∂xi
(X) + C.U = G (X) ,

1.2. Espace de Hilbert 9



Chapitre 1. Notions Préliminaires

avec Ai;j , Bi , C,G des fonctions indépendantes de U ne s’annulant pas toutes simultanément dans

Rn.

Si nous limitons dans R2, c’est à dire X = (x, y) , alors

A.
∂2U

∂x2
+B.

∂2U

∂x∂y
+ C.

∂2U

∂y2
+D.

∂U

∂x
+ E.

∂U

∂y
+ F.U = 0.

On peut classer les EDP linéaire d’ordre deux en trois grandes familles : elliptique, hyperbolique

et paraboliques.

- Les équations elliptiques :

L’équation est elliptique si B2 − 4AC ≺ 0.

Exemple 1.1 ∆U = f L’équation de Poisson.

- Les équations hyperboliques :

L’équation est hyperbolique si B2 − 4AC � 0.

Exemple 1.2 Utt −∆U = 0 L’équation des ondes.

- Les équations paraboliques :

L’équation est parabolique si B2 − 4AC = 0.

Exemple 1.3 Ut −∆U = 0 L’équation de la chaleur.

1.3 Orthogonaux et Complémentaire Orthogonal

Définition 1.12 Soit H un espace préhilbertien et x, y deux vecteurs de H.On dit que x est orthogo-

nale à y si (x, y) = 0 et on écrit

x ⊥ y.

Remarque 1.2 x ⊥ y ⇐⇒ y ⊥ x. On dit aussi que les deux vecteurs x et y sont orthogonaux.

Définition 1.13 Deux sous-ensembles A et B d’un espace préhilbertien H sont dit orthogonaux

lorsque (a, b) = 0, pour tout (a, b) ∈ A×B et on note A ⊥ B.

Définition 1.14 Soit M un sous-ensemble d’un espace préhilbertien H. On appelle complémentaire

orthogonal de N et on note N⊥ l’ensemble

N⊥ = {x ∈ H, ∀a ∈ N, (a, x) = 0} .

1.3. Orthogonaux et Complémentaire Orthogonal 10



Chapitre 1. Notions Préliminaires

Proposition 1.1 Il est clair que N⊥ est un sous-espace fermé, si N est un sous-espace fermé d’un

espace de Hilbert H alors, H = N ⊕N⊥ (somme directe orthogonal).

1. L’égalité H = N ⊕N⊥signifie que tout éléments z de H s’écrit d’une façon unique

de la forme z = x+ y où x ∈ N et y ∈ N⊥.
2.L’ expression H = N ⊕N⊥est dite décomposition orthogonale de l’éspace H.

Théorème 1.2 Soit H un espace de Hilbert, un sous-espace N de H est dense si et seulement si

N⊥ = {0} .

1.4 Inversibilité d’un opérateur

On désigne par (B, ‖.‖) un espace de Banach sur k := R ou C. Si (E, ‖.‖E) est un espace vectoriel

normé sur k, on désigne par L(B,E) l’espace des applications linéaires de B dans E et L(B,E)

l’espace des applications linéaires continues de B dans E. Si B := E, on note simplement L(B) :=

L(B,B) et L(B) := L(B,B). Enfin, s’il y a risque de confusion on notera la norme de B par‖.‖B.

Définition 1.15 Soit A ∈ L(B) est dit inversible s’il existe S ∈ L(B) tel que AS = IdE(inversible

à droite) et SA = IdB(inversible à gauche), où I désigne l’opérateur identité.Un tel opérateur

(lorsqu’il existe) est unique.On l’appelle opérateur inverse de A et on le note S = A−1.

On note GL(B) l’ensemble des opérateurs A ∈ L(B) inversibles.

Remarque 1.3 Si un opérateur est inversible à droite et injectif (resp inversible à gauche et surjectif) alors

il est inversible et tout inverse à droite (ou à gauche) est égale à l’inverse.

Théorème 1.3 (Théorème de l’inverse de Banach) : Si A ∈ L(B) (B espace de Banach) est bijectif

alors, son inverse A−1est continu.

Théorème 1.4 Soit A ∈ GL(H), H est Hilbert, A est inversible si et seulement si

(i) A est inferieurement borné : (i.e.∃ α > 0 ‖ Ax ‖≥ α ‖ x ‖ ∀x ∈ H).

(ii) Im(A) est dense dans H : (Im(A) = H) .

Lemme 1.1 Soit A ∈ GL(E) est inversible alors

∀x ∈ H ‖ Ax ‖≥
∥∥A−1

∥∥−1 ‖x‖ .

1.4. Inversibilité d’un opérateur 11
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Corollaire 1.1 Soient (B, ‖.‖B) un espace de Banach sur k et A ∈ L(E,B). Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes

1. Il existe C > 0telle que, pour tout x ∈ E, on a : ‖Ax‖B ≥ C ‖x‖E.

2. A est injectif et Im(A) est fermé dans B .

Corollaire 1.2 Soient (B, ‖.‖B) un espace de Banach sur k et A ∈ L(E,B). Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes

1.Im (A) = B et il existe C > 0 telle que, pour tout x ∈ E, on ‖Ax‖B ≥ C ‖x‖E.

2.A est inversible..

Définition 1.16 (Adjoint d’un opérateur) : Soient E et F deux espaces de Hilbert et T ∈ L(E,F ).

L’unique application linéaire T ∗ ∈ L(E,F ) telle que pour tous x ∈ E, y ∈ F on a

(Tx, y) = (x, T ∗y) ,

est appelée adjointe de T .

Théorème 1.5 Un opérateur T ∈ L(E,F ) est inversible si et seulement si T ∗ est inversible, et alors

on a

(T ∗)−1 =
(
T−1

)∗
.

1.5 Espace de sobolev

Définition 1.17 Soit m > 0, p ≥ 1,Wm,p (Ω) est l’ensemble de toutes les fonctions u ∈ Lp (Ω) ayant

des dérivées généalisées jusqu’a lordre l (inclus) dans Lp (Ω)

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) : Dαu ∈ Lp (Ω) ;∀α : |α| ≤ m} .

où α = (α1, ..........., αn) ∈ N est un multi-indice et

Dα =
∂|α|

∂α1x1∂α2x2...∂αnxn
, avec |α| =

n∑
i=1

αi.

Si on munit Wm,p (Ω) de la norme suivant

‖u‖mLp(Ω) = ‖u‖Wm,p(Ω)

=

∫
Ω

m∑
k=0

∑
(k)

∣∣∣∣ ∂|α|u

∂xK1
1 ∂xK2

2 ...........∂xKnn

∣∣∣∣p dx
 1

p

,

on obtient un espace de Banach.

1.5. Espace de sobolev 12
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Définition 1.18 Wm,p
0 est le sous espace de Wm,pconstitués de toutes les fonctions u ∈ Wm,p et à

support compact dans Ω.

L’espace W 1,2
0 (Ω) joue un rol trés important pour la résolution des problèmes aux limites des E.D.P

de seconde ordre de tous type.

Le produit scalaire dans W 1,2
0 (Ω) et W 1,2 (Ω) est défini par

(u, v)
(1)

L2(Ω) = (u, v)W 1
2 (Ω)

=

∫
Ω

(uv + uxvx) dx

= (u, v)L2(Ω) + (ux, vx)L2(Ω) .

où

uxvx =
n∑
i=1

uxivxi ,

v2
x =

n∑
i=1

v2
xi

,

u2
x =

n∑
i=1

u2
xi
.

Si m = 0

W 0,p (Ω) = Lp (Ω) .

Si p = 2

Wm,2 (Ω) = Hm (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) : Dαu ∈ L2 (Ω) ;∀α : |α| ≤ m

}
.

1.6 Les espaces fonctionnels

Définition 1.19 Soit p ∈ R avec 1 < p <∞ et Ω ∈ Rn un ensemble mesurable au sens de Lebesgue.

On définit

Lp (Ω) =

{
u : Ω ⇀ R, u fonction mésurable et

∫
Ω

|u|p dxl∞
}
.

Muni de la norme

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u (x)|p dx
) 1

p

.

1.6. Les espaces fonctionnels 13
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Notation 1.1 Si p = 2, L2 (Ω) est un espace de Hilbert muni de la norme et le produit scalaire

suivant

‖u‖L2(Ω) =

∫
Ω

u2dx

 1
2

,

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

uvdx.

On peut considérer comme sous espaces dans Lp (Ω) les espaces

a) C∞ (Ω) .

b) L’ensemble de tous les polynômes.

c) C∞0 (Ω) .

Définition 1.20 On définit l’éspace L∞ comme suit

L∞(Ω) = {u : mesurable \∃C tel que |u (x)| ≤ C sur Ω} .

L∞(Ω) est un espace complet pour la norme

L∞(Ω) = sup
x∈Ω
|u (x)| .

Définition 1.21 Soit L2
ρ (Ω) l’espace de Hilbert avec poid des fonctions définies et de carré intégrales

muni de la norme et le produit scalair suivant

(u, υ)L2
ρ(Q) = (xu, υ)L2(Q) =

∫
Q

xu.υdxdt.

‖u‖L2
ρ(Q) =

∥∥√xu∥∥
L2(Q)

=

∫
Q

x u2dx dt

 1
2

.

Définition 1.22 W 1,0
ρ (Q)est un espace de Hilbert muni de la norme et le produit scalaire suivant

(u, υ)W 1,0
ρ (Q) = (u, υ)

L2
ρ(Q)

+ (ux, υx)L2
ρ(Q) .

‖u‖2
W 1,0
ρ (Q) = ‖u‖2

L2
ρ(Q)

+ ‖ux‖2
L2
ρ(Q) .

1.6. Les espaces fonctionnels 14
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Définition 1.23 W 1,1
ρ (Q) est un espace de Hilbert muni de la norme et le produit scalaire suivant

(u, υ)W 1,1
ρ (Q) = (u, υ)

L2
ρ(Q)

+ (ux, υx)L2
ρ(Q) + (ut, υt)L2

ρ(Q) .

‖u‖2
W 1,1
ρ (Q) = ‖u‖2

L2
ρ(Q)

+ ‖ux‖2

L2
ρ(Q)

+ ‖ut‖2

L2
ρ(Q)

.

1.7 Quelques propriétés d’opérateurs dans un Hilbert

Définition 1.24 Un opérateur A défini par un ensemble D (A) ⊂ H (H espace de Hilbert) fait

associé à chaque u ∈ D (A) un certain élément υ ∈ H (i.e)

Au = υ.

A est linéaire si, ∀u1, u2 ∈ D (A) , ∀λ, µ ∈ R

A(λu1 + µu2) = λA(u1) + µA(u2).

A est bornée si, ∃c > 0 tel que

∀u ∈ D(A) , ‖Au‖ ≤ c ‖u‖ sur D(A).

– Un sous-ensemble important du domaine de A est l’espace nul de A, N (A) , où

N (A) = {x ∈ D (A) : Ax = 0}.

1.7.1 Opérateur linéaire [fermée,fermable]

Définition 1.25 Soit A : H1 → H2 (opérateur linéaire), on note D(A) sont domaine de définition,

D(A) ⊂ H1, et R(A) l’ensembles des valeurs de A.

R(A) = {Au , u ∈ D(A)} = ∪
u∈D(A)/{0}

[Au] .

1. Si ‖A‖ <∞, on dit que A est borné.

2. A est continue si un → u dans H1 alors Aun → Au dans H2.

3.L’ opérateur T est appelé extension de A si

∗ D(A) ⊂ D(T ).

∗Au = Tu, ∀u ∈ D(A).

1.7. Quelques propriétés d’opérateurs dans un Hilbert 15
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Définition 1.26 L’opérateur A : H1 → H2 est dit fermé si pour toute suite un ∈ D(A) on a

un → u dans H1,

Aun → f dans H2,

alors

u ∈ D(A) et Au = f.

Définition 1.27 On dit que l’opérateur A est fermable si pour tout suite un ∈ D(A), un → 0 et

Aun → f alors f = 0.

Définition 1.28 Le graphe de l’opérateur linéaire A : X → Y est l’ensemble des paires ordonnées

Γ(A) = {(x,Ax) |x ∈ D(A)} ⊂ X × Y.

Le graphe est un sous espace de X × Y.

Définition 1.29 L’opérateur Ã est une extension de A si et seulement si

Γ(Ã) ⊃ Γ(A).

Définition 1.30 On dit que l’opérateur A est fermé si son graphe est fermé dans X × Y, et noté par

A.

Définition 1.31 L’opérateur A est dit fermable s’il possède une extension fermée. Chaque opérateur

fermable admet une plus petite extension fermée qu’on appelle sa fermeture et noté par A.

1.8 Formule de Green

On suppose que Ω est un ouvert borné de Rn. Soient u, v deux fonctions de classe C2 dans Ω. Les

formules suivantes sont appelées formules de Green∫
∂Ω

υ
∂u

∂v
dS =

∫
Ω

(υ∆u+∇υ.∇u) dx, (1.8.1)

∫
∂Ω

(υ
∂u

∂v
− u∂υ

∂v
)dS =

∫
Ω

(υ∆u− u∆υ) dx, (1.8.2)

où dS désigne la mesure de surface sur ∂Ω.

1.8. Formule de Green 16
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En effet, les formules de Green (1.8.1) et (1.8.2) tiennent plus généralement pour u, υ ∈ C2 (Ω) ∩
C1
(
Ω
)
,où les intégrales sur Ω et ∂Ω converge.

Cas spéciaux

– Si on prend υ = 1dans (1.8.1), on a ∫
∂Ω

∂u

∂v
dS =

∫
Ω

∆udx,

– Si on prend u = υ dans (1.8.1), on a∫
∂Ω

u
∂u

∂v
dS =

∫
Ω

(
u∆u+ |∇u|2

)
dx.

1.9 Opérateurs de régularisation

Soit w une fonction de classe C∞ d’une seule variable ζ tel que : w(ζ) > 0 et w(ζ) = 0, si |ζ| ≥ 1

et

∞∫
−∞

w (ζ) dζ =

1∫
−1

w (ζ) dζ = 1 on note par

wε (x, x′) =
1

ε
w

(
x− x′
ε

)
,

pour tout ε > 0, on a
∞∫

−∞

wε (x, x′) dx′ =

∞∫
−∞

wε (x, x′) dx′ = 1,

pour tout ε > 0, on a
1∫

−1

wε (x, x′) dx =

1∫
−1

wε (x, x′) dx′ = 1,

et

wε (x, x′) = 0 si |x− x′| ≥ ε.

Soit Ω = (a, b) ⊂ R et u ∈ L2 (Ω) .

On définit l’opérateur de régularisation ∀ε > 0, ρε : L2 (Ω)→ L2 (Ω) par

(ρεh) (x) =

∫
Ω

wε (x, x′)u(x′)dx′

=

∫
|x−x′|<ε

wε (x, x′)h(x′)dx′,

1.9. Opérateurs de régularisation 17
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où Ω = (a, b) ⊂ R et h ∈ L2 (Ω) .

Propriété de ρε

P1 La fonction ρεh ∈ C∞ (Ω) et h ∈ L2 (Ω) .

P2 Si h ∈ L2 (Ω) alors u ∈ L2 (Ω) , ainsi

‖ρεh− h‖L2(Ω) →ε→0
0,

et

‖ρεh‖L2(Ω) ≤ ‖ρεh‖L2(Ω) .

P3
dk

dxk
ρεh = ρε

dkh
dxk

si h ∈ Ck (Ω) .

P4 Si α ∈ C (Ω) et h ∈ L2 (Ω), alors

‖αρεh− ρε (αh)‖L2(Ω) →ε→0
0.

P5 Si α ∈ C (Ω) et h ∈ L2 (Ω), alors

∥∥∥∥ ∂∂x (αρεh− ρε (αh))

∥∥∥∥
L2(Ω)

→
ε→0

0.

1.10 Quelques Inégalités Importantes

1.10.1 Lemme de Gronwall

Si les fi(τ) (i = 1, 2, 3) sont des fonctions positives sur l’intervalle (0, T ) et f1 (τ) , f2 (τ) sont

intégrables et f3(τ) est non décroissante sur (0, T ) , alors si

=τf1 + f2(τ) ≤ f3(τ) + c=τf2(t),

alors

=τf1 + f2(τ) ≤ ecτf3(τ).

où

=τfi (τ) =

τ∫
0

fi (t) dt (i = 1, 2, ...) .
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1.10.2 Inégalité de Cauchy-Schwartz

∫
Ω

u(x)v(x)dx ≤
(∫

Ω

u2(x)dx

) 1
2
(∫

Ω

v2(x)dx

) 1
2

.

où u, v ∈ L2 (Ω) .

1.10.3 Inégalité de Cauchy

ab ≤ 1

2
|a|2 +

1

2
|b|2 ,∀a, b ∈ R.

1.10.4 Inégalité de Cauchy avec ε

Pour tout ε > 0, et a, b ∈ R, on a

ab ≤ ε

2
|a|2 +

1

2ε
|b|2 .

1.10.5 Inégalité de Young (Inégalité de Cauchy généralisée)

Pour tout a, b ∈ R, p > 1 on a

ab ≤ 1

p
|a|p +

p− 1

p
|b|

p
p−1 .

1.10.6 Inégalité de Young avec ε

Pour tout ε > 0, a, b arbitraire (réels)

|a.b| ≤ 1

p
|εa|p +

p− 1

p

∣∣∣∣bε
∣∣∣∣ p
p−1

, pour tout p > 1.

1.10.7 Inégalité de Hölder

Pour tout u ∈ Lp (Ω) et u ∈ Lq (Ω), on a l’inégalité suivante

∫
Q

u (x) υ (x) ≤

∫
Q

|u (x)|p
 1

p
∫

Q

|υ (x)|
p−1
p


p−1
p

,

où p > 1 et 1
p

+ 1
q

= 1. Cette inégalité est la généralisation de l’inégalité de l’integrale de Cauchy-

Shwartz.

1.10. Quelques Inégalités Importantes 19
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1.10.8 Inégalité de Poincaré

Soit Ω un ouvert borné de Rn, alors il existe une constante CΩ > 0 tel que pour toute fonction

u ∈ W 1,2
0 (Ω) ∫

Ω

u2dx ≤ C2
Ω

∫
Ω

u2
xdx,∀u ∈ W̊ 1

2 (Ω).

1.10. Quelques Inégalités Importantes 20



Chapitre 2

Sur un problème mixte pour une équation

parabolique avec conditions classiques

Ce chapitre est consacré à l’étude d’une équation parabolique linéaire du quatrième ordre avec

des conditions classiques. Nous prouvons l’existence et l’unicité d’une solution forte du problème

donné.

2.1 Position du problème

Dans la région Q = (0, `) × [0, T ] = {(x, t) : 0 < x < `, 0 < t < T} .On considère le problème

mixte suivant pour une équation parabolique du quatrième ordre. On cherche une fonction u :

Q→ R tel que

Lu =
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
+
∂4u

∂x4

= f(x, t). (2.1.1)

On associé à l’équation (2.1.1) la condition initiale

`u = u(x, 0) = ϕ(x), (2.1.2)

et les conditions aux limites

21
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u(0, t) = 0,

∂2u

∂x2
(0, t) = 0,

u(`, t) = 0,

∂2u

∂x2
(`, t) = 0, (2.1.3)

où f, ϕ sont des fonctions données.

Nous allons étudier en détail le problème (2.1.1)−(2.1.3), on introduit l’espace de Hilbert L2(Q), et

l’espace de Sobolev W 2,0
2 (Q) avec la norme associée

||u||2
W 2,0

2 (Q)
= ||u||2L2(Q) + ||ux||2L2(Q) + ||uxx||2L2(Q).

Ensuite, le problème (2.1.1)− (2.1.3) peut être formulé comme suit

Lu = (Lu, `u)

= (f, ϕ),

L’opérateur L est défini sur B vers H, où B est un espace de Banach constitué de fonction u ∈
L2(Q) ayant la norme finie définie par

||u||2B = sup
0≤τ≤T

{
||u(x, τ)||L2(0,`)

}
+ ||u||2

W 2,0
2 (Q)

,

et H est l’espace de Hilbert L2(0, `)× L2(Q) avec une norme

||Lu||2H = ||ϕ||2L2(0,`) + ||f ||2L2(Q).

SoitD (L) le domaine de L qui est l’ensemble de toutes les fonctions u ∈ L2(Q) tel que ut, ux, uxx, uxxt, uxxx, uxxxx
∈ L2(Q) est satisfaisant les conditions aux limites (2.1.3) .

2.2 L’unicité de la solution

Théorème 2.1 Pour toute fonctions u ∈ D(L), on a l’estimation suivante

sup
0≤τ≤T

{
||u(x, τ)||2L2(0,`)

}
+ ||u||2

W 2,0
2 (Q)

≤ K (||ϕ(x)||2L2(Q) + ||f ||2L2(Q)), (2.2.1)
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Chapitre 2. Sur un problème mixte pour une équation parabolique avec conditions classiques

où K est une constante positive indépendante de u.

Preuve. On considère le produit scalaire dans L2(Qτ ) de l’equation (2.1.1) et l’opérateur

Mu = u, (2.2.2)

avec Qτ = Ω× (0, τ) = (0, `)× (0, τ), τ ∈ (0, T ), on obtient

(Mu,Lu)L2(Qτ ) = (ut, u)L2(Qτ ) − (
∂2u

∂x2
, u)L2(Qτ ) + (

∂4u

∂x4
, u)L2(Qτ ), (2.2.3)

En utilisant les conditions aux limites (2.1.3) et en intégrant par partie, on obtient

(ut, u)L2(Qτ ) =

∫
Qτ

utudxdt

=

`∫
0

τ∫
0

utudxdt

=
1

2

`∫
0

τ∫
0

2utudxdt

=
1

2

`∫
0

(

τ∫
0

2utudt)dx

=
1

2

`∫
0

[
u2
]τ

0
dx

=
1

2

`∫
0

u2(x, τ)dx− 1

2

`∫
0

u2(x, 0)dx

=
1

2

`∫
0

u2(x, τ)dx− 1

2

`∫
0

ϕ2(x)dx

=
1

2
‖u(x, τ)‖2

L2(Ω) −
1

2
‖ϕ(x)‖2

L2(Ω) . (2.2.4)
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On répète les même calcules sur la deuxième terme, on obtient

− (
∂2u

∂x2
, u)

L2(Qτ )
= −

∫
Qτ

∂2u

∂x2
udxdt

= −
`∫

0

τ∫
0

∂2u

∂x2
udxdt

= −
τ∫

0

[uxu]`0 dt+

∫
Qτ

u2
xdxdt

= −
τ∫

0

(ux (`, t)u (`, t)− ux (0, t)u (0, t)) dt+

∫
Qτ

u2
xdxdt

=

∫
Qτ

u2
xdxdt

= ‖ux‖2
L2

(Qτ )
. (2.2.5)

La calcule de la troisième terme donne

(
∂4u

∂x4
, u)L2(Qτ ) =

∫
Qτ

∂4u

∂x4
.udxdt

=

∫
Qτ

uxxxx.udxdt

=

τ∫
0

[uxxx.u]`0 dt−
∫
Qτ

uxuxxxdxdt

= −
∫
Qτ

uxuxxxdxdt

= −
τ∫

0

[uxuxx]
`
0 dt+

∫
Qτ

u2
xxdxdt

=

∫
Qτ

u2
xxdxdt

= ||uxx||2L2(Qτ ). (2.2.6)

2.2. L’unicité de la solution 24



Chapitre 2. Sur un problème mixte pour une équation parabolique avec conditions classiques

Substitution (2.2.4)− (2.2.6) dans (2.2.3) nous donne

1

2

`∫
0

u2(x, τ)dx− 1

2

`∫
0

ϕ2(x)dx+ ||ux||2L2(Qτ )

+||uxx||2L2(Qτ )

=

∫
Qτ

fudxdt. (2.2.7)

En appliquant l’inégalité de Cauchy sur la partie droite de (2.2.7) on obtient∫
Qτ

fudxdt ≤ 1

2
||f ||2L2(Qτ ) +

1

2
||u||2L2(Qτ ), (2.2.8)

a partir de (2.2.7) et (2.2.8) on a

1

2
||u(x, τ)||2L2(Ω) + ||ux||2L2(Qτ ) + ||uxx||2

L2(Qτ )

≤ 1

2
||f ||2L2(Qτ ) +

1

2
||u||2L2(Qτ ) +

1

2
||ϕ||2L2(Ω). (2.2.9)

Il découle de(2.2.9) que

||u(x, τ)||2L2(Ω) + ||ux||2L2(Qτ ) + ||uxx||2L2(Qτ )

≤ c(||f ||2L2(Qτ ) + ||u||2L2(Qτ ) + ||ϕ||2L2(Ω)),

où

C =
1

2
.

En appliquant Lemme de Gronwalls on trouve

||u(x, τ)||L2(Ω) + ||u||2
W 2,0

2 (Qτ )
≤ c||f ||2L2(Qτ ) + c||ϕ||2L2(Ω) + c

τ∫
0

||u(x, τ)||2L2(Ω)dt, (2.2.10)

ceci implique que

||u(x, τ)||2L2(Ω) + ||u||2
W 2,0

2 (Q)
≤ c exp(cτ)(||f ||2L2(QT ) + ||ϕ||2L2(Ω)). (2.2.11)

En passant on sup par apport à τ sur [0, T ], on obtient

sup
0≤τ≤T

{
||u(x, τ)||2L2(Ω)

}
+ ||u||2

W 2,0
2 (Q)

≤ c exp(cT )(||f ||2L2(QT ) + ||ϕ||2L2(Ω)),

donc

||u(x, τ)||2C(0.T,L2(0,`)) + ||u||2
W 2,0

2 (Q)
≤ K (||f ||2L2(QT ) + ||ϕ||2L2(Ω)), (2.2.12)
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où

K = c exp(cT ).

Proposition 2.1 L’opérateur L : B → H admet une fermeture L.

Preuve. Soit un ∈ D(L) une suite tel que

un →
n→∞

0 dans B, (2.2.13)

et

Lun →
n→∞

F = (f, ϕ) dans H. (2.2.14)

Nous devons montre que

F ≡ 0, (i.e) f ≡ 0, et ϕ ≡ 0.

Puisque (2.2.12) est vérifié, on a

un → 0 dans D′(Q), (2.2.15)

où D′(Q) est l’espace de distribution sur Q.

En vertu de la continuité de dérivation de D′(Q) dans D′(Q), (2.2.14) implique que

Lun →
n→∞

0 dans D′(Q). (2.2.16)

Selon (2.2.13), on a

Lun →
n→∞

f dans L2(Q), (2.2.17)

alors

Lun →
n→∞

f dans D′(Q), (2.2.18)

D’aprés l’unicité de la limite dans D′(Q), on conclut que

f ≡ 0,

selon (2.2.13), on conclut également que

`un →
n→∞

ϕ dans L2(0, `), (2.2.19)

du fait que l’injection canonique L2(0, `) ↪→ D′(0, `) est continue, on en déduit que

`un →
n→∞

ϕ dans D′(0, `), (2.2.20)
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alors

||`un||L2(a,`) ≤ ||un||B, ∀n, (2.2.21)

on a

`un →
n→∞

0 dans L2(0, l). (2.2.22)

Par conséquence

`un →
n→∞

0 dans D′(0, l). (2.2.23)

D’après l’unicité de la limite dans D′(0, l), on conclut que ϕ ≡ 0, donc F ≡ 0. Cela prouve la

poposition 2.1.

Soit L la fermeture de L, et D(L) son domaine.

Définition 2.1 La solution de l’équation

Lu = F ,

pour tout u ∈ D(L) est appelée solution forte de problème (2.1.1) − (2.1.3).Par passage à la limite,

on prolonge l’estimation (2.2.1) aux solutions fortes

||u||B ≤ K||Lu||H , ∀u ∈ D(L). (2.2.24)

A partir de cette inégalité on a

Corollaire 2.1 Le problème (2.1.1) − (2.1.3) admet une solution unique et depend continument du

données

F = (f, ϕ) ∈ H.

Preuve. L’unicité de solution est due à l’inégalité (2.2.1). Pour la dépendance continue de la solu-

tion forte du données u = (L)−1F , du problème

F = (f, ϕ) ∈ H.

On suppose qu’il existe une solution forte

Lu = F ,

et si de plus u1 = (L)−1F , est une autre solution du meme problème, avec second membre F1.

On a

||u− u1||2 ≤ K||L(u− u1)||2 = K||F − F1||2.

Ce qui signifie qu’une faible variation du second membre F n’entraine qu’une faible variation de

solution.

Corollaire 2.2 L’image R( L) de l’opérateur L est fermé dans H est égal à R(L), (i.e)

R( L) = R(L).
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2.3 Solvabilité du problème

Théorème 2.2 Pour tout F = (f, ϕ) ∈ H, le problème (2.1.1)− (2.1.3) admet une seul solution forte

u = (L)−1F = L−1F , où l’estimation

||u||B ≤ c||F||H ,

est satisfait, et c est une constante positive ne dépend pas de u.

Preuve. De (2.2.24) on conclut que l’opérateur L de domaine D(L) dans R(L) a un inverse L
−1
, et

de corollaire 2.2, on conclut que l’image R(L) de l’opérateur L est fermé dans H.

Alors on va prouver la densité de l’ensemble R(L) dans l’espace H, (i.e)

R(L) = H.

pour ça on a besoin la proposition suivante

Proposition 2.2 Soit D0(L) = {u ∈ D(L) : `u = 0} , pour certain fonction ψ ∈ L2(Q) et pour tout

u ∈ D0(L), on a

(Lu, ψ)L2(Q) = 0, (2.3.1)

alors

ψ = 0 dans Q.

Preuve. Premièrement, on définit la fonction ϕ par

ϕ(x, t) =

T∫
t

g(x, υ)dυ. (2.3.2)

Soit

ut =

T∫
t

ψ(x, υ)dυ. (2.3.3)

Et soit

u(x, t) =


0, 0 ≤ t ≤ s,
t∫

s

uτdτ , s ≤ t ≤ T ,
(2.3.4)

il découle de (2.3.3), (2.3.4), que

ψ(x, t) = −utt. (2.3.5)
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Lemme 2.1 La fonction ψ(x, t) définit par (2.3.5) appartient à L2(Q).

Preuve. Maintenant, en remplaçant ψ dans (2.3.1) par son representation (2.3.5), les relations

(2.3.2)− (2.3.4)

(
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
+
∂4u

∂x4
,−utt)L2(Q) = 0 (2.3.6)

Calculant chaque terme dans (2.3.6), on obtient

(ut,−utt)L2(Q) = −
∫
Q

ututtdxdt

= −
`∫

0

T∫
0

ututtdxdt

=

`∫
0

T∫
s

ututtdxdt

=

∫
Qs

ututtdxdt−
`∫

0

[
u2
t

]T
s
,

alors

−2

∫
Q

ututtdxdt = −
`∫

0

[
u2
t

]T
s
,

d’où

−
∫
Q

ututtdxdt = −1

2

∫
Ω

[
(u2

t )
]T
s
dx

= −1

2

∫
Ω

(ut(x, T ))2dx+
1

2

∫
Ω

(ut(x, s))
2dx

=
1

2

∫
Ω

(ut(x, s))
2dx. (2.3.7)
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On répète les même calcules sur la deuxième terme on obtient

(−uxx,−utt) =

∫
Q

uxxuttdxdt

=

l∫
0

T∫
s

uxxuttdxdt

=

l∫
0

[utuxx]
T
s −

∫
Qs

utuxxtdxdt

= −
∫
Qs

utuxxtdxdt

= −
T∫
s

[uxtut] dt+

∫
Qs

utxuxtdxdt

=

∫
Qs

utxuxtdxdt

=

∫
Qs

u2
xtdxdt, (2.3.8)

La calcule de la troisième terme donne

(uxxxx,−utt)L2(Q) = −
∫
Q

uxxxxuttdxdt

=

T∫
s

[uxxxutt]
l
0 dt+

∫
Qs

uxxxuttxdxdt

=

T∫
s

[uxxuttx]
l
0 dt−

∫
Qs

uxxuttxxdxdt

=

l∫
0

[utxxuxx]
T
s dx+

∫
Qs

u2
txxdxdt

=

∫
Qs

u2
txxdxdt. (2.3.9)

Substitution de (2.3.7)− (2.3.9) dans (2.3.6) donne

1

2

∫
Ω

(ut(x, s))
2dx+

∫
Qs

u2
xtdxdt+

∫
Qs

u2
txxdxdt = 0. (2.3.10)
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Alors

ψ(x, t) = −utt = 0,

pour tout (x, t) ∈ Qs = Ω× [s, T ] .

Procédant de cette façon étape par étape le long des cylindres de hauteurs on prouve que ψ = 0 p.p

dans Q. Maintenant, on suppose que pour certains élément G = (ψ, ψ1) ∈ R(L)⊥, on a

(Lu,G)H = (Lu, ψ)L2(Q) + (`u, ψ1)L2(0,l)

= 0. (2.3.11)

On doit prouver que

G = 0.

Si on suppose que u ∈ D0(L) dans (2.3.11), alors

(Lu, ψ)L2(Q) = 0, ∀u ∈ D0(L). (2.3.12)

Par conséquence

ψ ≡ 0,

d’où (2.3.11) prend la forme

(`u, ψ1)L2(0,l) = 0. (2.3.13)

Puisque l’image R(L) de l’opérateur trace ` est dense dans L2(0, l), alors la relation (2.3.13) implique

que

ψ1 ≡ 0,

par conséquent

G ≡ 0,

et cela donne

R(L)⊥ = {0}.

Alors

R(L) = H.
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Chapitre 3

Sur un problème mixte singulier pour une

équation hyperbolique avec conditions non

locale

Dans ce chapitre nous étudions un problème mixte non locale pour une équation hyperbolique

non linéaire. Nous prouvons l’existence, l’unicité et la dépendance continue d’une solution forte

du problème posé. En écrivant le problème linéaire sous forme opérationnelle, tout d’abord nous

établissons une estimation a priori pour la solution de laquelle on déduit l’unicité de la solution

forte du problème linéaire posé. Pour l’existence de la solution, on démontre la densité de l’image

de l’opérateur engendré par le problème considéré. Sur la base des résultats du problème linéaire,

nous appliquons un processus itérative pour établir l’existence, l’unicité et la dépendance continue

de la solution faible du problème non linéaire.

3.1 Position du problème

On considère l’équation aux dérivées partielles non linéaire suivante

Lν = νtt − νxx −
1

x
νx = f (x, t, ν, νx) , (3.1.1)

dans le domaine

Q = Ω× (0, T ) =
{

(x, t) ∈ R2, 0 < x < a, 0 < t < T
}
.

On associé à l’équation (3.1.1) les conditions initiales

`1ν = ν (x, 0) = φ1 (x) , x ∈ (0, a) , (3.1.2)
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`2ν = νt (x, 0) = φ2 (x) , x ∈ (0, a) . (3.1.3)

Conditions aux limites de Dirchlet

ν (a, t) = ψ1 (t) , t ∈ (0, T ) , (3.1.4)

et la condition intégrale
a∫

0

ν (x, t) dx = ψ2 (t) , t ∈ (0, T ) , (3.1.5)

où f (x, t, ν, νx) , φ1 (x) , φ2 (x) , ψ1 (t) et ψ2 (t)sont des fonctions données satisfaisant les conditions

de comptabilitées

φ1 (a) = ψ1 (0) ,

a∫
0

φ1 (x) dx = ψ2 (0) , (3.1.6)

φ2 (a) = ψ′1 (0) ,

a∫
0

φ2 (x) dx = ψ′2 (0) . (3.1.7)

La fonction f est lipchitzienne, c’est-à-dire : il existe une constante positive d tel que

| f (x, t, ν1, υ1)− f (x, t, ν2, υ2)| ≤ d (|ν1 − ν2|+ |υ1 − υ2|) , ((A))

pour tout (x, t) ∈ Q.
Nous transformons le problème (3.1.1) − (3.1.5) avec des conditions aux limites non homogène

(3.1.4) à un problème équivalent avec des conditions homogène, en introduisant une nouvelle

fonction inconnue définie comme suit

u (x, t) = ν (x, t)− V (x, t) , (3.1.8)

où

V (x, t) =

(
1− 2 (x− a)

a

)
.ψ1 (t)− 2 (x− a)

a2
.ψ2 (t) . (3.1.9)

Ensuite, le problème (3.1.1)− (3.1.5) peut être formulé comme suit

Lu = f (x, t, ν, νx)− LV = f (x, t, u, ux) , (3.1.10)

`1u = φ1 (x)− `1V = h1 (x) , (3.1.11)
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`2u = φ2 (x)− `2V = h2 (x) , (3.1.12)

u (a, t) = 0, (31.12)

a∫
0

u (x, t) dx = 0. (3.1.14)

Au lieu de rechercher la fonction ν, on recherche la fonction u.

Ainsi, la solution du problème (3.1.1) −(3.1.5) est donnée par

ν (x, t) = u (x, t) + V (x, t) .

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2 Nous commençons d’abord par résoudre

le problème linéaire associé à (3.1.10)− (3.1.14) et introduisez également les espaces fonctionnels

utilisés tout au long du chapitre. Puis dans la section 3, nous prouvons l’unicité de la solution

du problème linéaire. Et dans la section 4, nous montrons l’existence de solutions. Enfin, dans la

section 5, sur la base des résultats du problème linéaire, on applique un processus itérative pour

établir l’existence et l’unicité de la solution faible du problème non linéaire (3.1.10) −(3.1.14).

3.2 Problème linéaire associé

Pour l’étude du problème posé nous avons besoin de quelques espaces fonctionnels pour étudier

le problème mixte non local donné par l’équation

Lu = utt − uxx −
1

x
ux = f (x, t) , (3.2.1)

vérifiant les conditions (3.1.11) −(3.1.14).

Pour étudier le problème posé, nous introduisons les espaces fonctionnels nécessaires . Soit L2
ρ (Ω)

l’espace de Hilbert avec poid des fonctions définies et de carré intégrales muni de le produit

scalaire

(u, υ)L2
ρ(Q) = (xu, υ)L2(Q) =

∫
Q

xu.υdxdt,

et de la norme
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‖u‖L2
ρ(Q) =

∥∥√xu∥∥
L2(Q)

=

∫
Q

x u2dx dt

 1
2

.

Soit W 1,0
ρ (Q)l’espace de Hilbert ayant le produit scalaire

(u, υ)W 1,0
ρ (Q) = (u, υ)L2

ρ(Q) + (ux, υx)L2
ρ(Q) ,

et avec la norme associée

‖u‖2
W 1,0
ρ (Q) = ‖u‖2

L2
ρ(Q) + ‖ux‖2

L2
ρ(Q) .

Aussi, soit W 1,1
ρ (Q) l’espace de Hilbert ayant le produit scalaire

(u, υ)W 1,1
ρ (Q) = (u, υ)L2

ρ(Q) + (ux, υx)L2
ρ(Q) + (ut, υt)L2

ρ(Q) ,

et avec la norme associée

‖u‖2
W 1,1
ρ (Q) = ‖u‖2

L2
ρ(Q) + ‖ux‖2

L2
ρ(Q) + ‖ut‖2

L2
ρ(Q) .

Le problème (3.2.1)‚ (3.1.11)− (3.1.14) peut être écrit sous la forme opérationnelle

Lu = (f, h1, h2) , ∀u ∈ D (L) , (3.2.2)

où L est un opérateur donnée par L = (L, `1, `2) , avec domaine de définition

D (L) =


u ∈ L2 (Q) , telque ut, utt, ux, utx, uxx ∈ L2 (Q) ,

u (a, t) = 0,

a∫
0

u (x, t) = 0.


L est un opérateur défini sur B vers H, où B est un espace de Banach avec

‖u‖2
B = sup

0≤τ≤T

(∥∥∥u (x, τ)W 1,1
ρ (Ω)

∥∥∥
B

)
,

et H est un espace de Hilbert L2
ρ (Q)×W 1

ρ (Ω)× L2
ρ (Ω) muni de la norme finie

‖F‖2
H = ‖f‖2

L2
ρ(Q) + ‖h1‖2

W 1
ρ (Ω) + ‖h2‖2

L2
ρ(Ω) .

Soit L la fermeture de l’opérateur L, avec le domaine de définition D
(
L
)
.
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Définition 3.1 On appelée solution forte du problème (3.2.1)‚(3.1.11)−(3.1.14) la solution de l’équa-

tion d’opérateur

Lu = F , ∀u ∈ D
(
L
)
.

On établisse la méthode des inégalités de l’inérgie pour l’opérateur L, on obtient une estimation

a priori pour l’opérateur L. Enfin, on prouve que l’image R(L) de l’opérateur L est dense dans H.

3.3 Estimation a priori

Théorème 3.1 Pour tout fonction u ∈ D (L) , on a l’estimation a priori

‖u‖B ≤ C‖Lu‖H , (3.3.1)

où C est une constante positive indépendante de u.

Preuve. On considère le produit scalaire dans L2 (Qτ ) de l’équation (3.2.1) et l’opérateur integro-

différentiel

Mu = −x (τ − t)
t∫

0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds+ xut , (3.3.2)

où Qτ = (0, a)× (0, τ) avec 0 ≤ τ ≤ T, et =xυ =

x∫
0

υ (ξ, t) dξ,

on obtient

(Lu,Mu)L2(Qτ ) = −

(τ − t)utt,
t∫

0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds


L2
ρ(Qτ )

+

(
(τ − t)uxx,

t∫
0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds

)
L2
ρ(Qτ )

+

(τ − t)ux,
t∫

0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds


L2(Qτ )

+ (utt, ut)L2
ρ(Qτ ) − (uxx, ut)L2

ρ(Qτ ) − (ux, ut)L2(Qτ ) . (3.3.3)

En utilisant les conditions (3.1.13) et (3.1.14) , et en intégrant par parties, on peut évaluer les
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termes comme suit

−

(τ − t)utt,
t∫

0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds


L2
ρ(Qτ )

= −
a∫

0

x (τ − t)ut.

 t∫
0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds

τ
0

dx

+

∫
Qτ

x (τ − t)ut.=x (ξuξ) dxdt −
∫
Qτ

xut.

 t∫
0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds

 dxdt

=

τ∫
0

(τ − t) [=x (ξut) .=x (ξuξ)]
a
0 dt −

∫
Qτ

x (τ − t)ux.=x (ξut) dxdt

−
τ∫

0

=x (ξut) .

 t∫
0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds

a
0

dt

+

∫
Qτ

x=x (ξut) .

 t∫
0

ux (x, s) ds

 dxdt

= − ((τ − t)ux,=x (ξut))
L2
ρ(Qτ )

+

 t∫
0

ux (x, s) ds,=x (ξut)


L2
ρ(Qτ )

, (3.3.4)
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(τ − t)uxx,
t∫

0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds


L2
ρ(Qτ )

=

∫
Qτ

x (τ − t)uxx.

 t∫
0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds

 dxdt

=

τ∫
0

x (τ − t)ux.

 t∫
0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds

a
0

dt

−
∫
Qτ

(τ − t)ux.

 t∫
0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds

 dxdt

−
∫
Qτ

x2 (τ − t)ux.

 t∫
0

ux (x, s) ds

 dxdt

= −
∫
Qτ

(τ − t)ux.

 t∫
0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds

 dxdt

−1

2

a∫
0

x2 (τ − t)

 t∫
0

ux (x, s) ds

2τ
0

dx

−1

2

∫
Qτ

x2

 t∫
0

ux (x, s) ds

2

dxdt

= −

(τ − t)ux,
t∫

0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds


L2(Qτ )

−1

2

∥∥∥∥∥∥x
t∫

0

ux (x, s) ds

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Qτ )

, (3.3.5)
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(utt, ut)L2
ρ(Qτ )

=

∫
Qτ

xutt.utdxdt

=
1

2

a∫
0

[
xu2

t

]τ
0
dx

=
1

2

a∫
0

xu2
t (x, τ) dx− 1

2

a∫
0

xh2
2 (x) dx

=
1

2
‖ut (x, τ)‖2

L2
ρ(Ω) −

1

2
‖h2‖2

L2
ρ(Ω) , (3.3.6)

− (uxx, ut)L2
ρ(Qτ )

= −
∫
Qτ

xuxx.utdxdt

= −
τ∫

0

[xux.ut]
a
0 dt+

∫
Qτ

ux.utdxdt

+

∫
Qτ

xux.utxdxdt

=

∫
Qτ

ux.utdxdt+
1

2

a∫
0

[
xu2

x

]τ
0
dx

=

∫
Qτ

ux.utdxdt+
1

2

a∫
0

xu2
x (x, τ) dx

−1

2

a∫
0

x

(
∂h1

∂x

)2

dx

= (ux, ut)
L2(Qτ )

+
1

2
‖ux (x, τ)‖2

L2
ρ(Ω)

−1

2

∥∥∥∥∂h1

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

, (3.3.7)
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−

(τ − t) f,
t∫

0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds


L2
ρ(Qτ )

= −
∫
Qτ

x (τ − t) f.

 t∫
0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds

 dxdt

= −
τ∫

0

(τ − t)

=x (ξf) .

 t∫
0

(=x (ξuξ)) (x, s) ds

a
0

dt

+

∫
Qτ

x (τ − t)=x (ξf) .

 t∫
0

ux (x, s) ds

 dxdt

=

(τ − t)=x (ξf) ,

 t∫
0

ux (x, s) ds


L2
ρ(Qτ )

. (3.3.8)

Substitution de (3.3.4)− (3.3.8) dans (3.3.3), on obtient

1

2
‖ut (x, τ)‖2

L2
ρ(Ω) +

1

2
‖ux (x, τ)‖2

L2
ρ(Ω)

=
1

2
‖h2 (x)‖2

L2
ρ(Ω) +

1

2

∥∥∥∥∂h1

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+

∥∥∥∥x∫ t

0

ux (x, s) ds

∥∥∥∥2

L2(Qτ )

+ ((τ − t)ux, =x (ξut))
L2
ρ(Qτ )

−
(
x

∫ t

0

ux (x, s) ds, =x (ξut)

)
L2
ρ(Qτ )

+

(
(τ − t) , =x (ξf) ,

(∫ t

0

ux (x, s) ds

))
L2
ρ(Qτ )

+ (f, ut)L2
ρ(Qτ ) . (3.3.9)

En utilisant l’inégalité de Cauchy avec ε et l’inégalité de poincaré, nous estimons chaque terme

sur la partie droite de (3.3.9) comme suit

1

2

∥∥∥∥∥∥x
t∫

0

ux (x, s) ds

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Qτ )

≤ T 2a

4
‖ux‖2

L2
ρ(Qτ ) , (3.3.10)
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((τ − t)ux,=x (ξut))L2(Qτ )

≤ T 2a

4
‖ux‖2

L2
ρ(Qτ ) +

1

2
‖=x (ξut)‖2

L2
ρ(Qτ )

≤ T 2a

4
‖ux‖2

L2
ρ(Qτ ) +

a3

4
‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) , (3.3.11)

−

 t∫
0

ux (x, s) ds,=x (ξut)


L2
ρ(Qτ )

≤ a

2

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

ux (x, s) ds

∥∥∥∥∥∥
2

L2
ρ(Qτ )

+
1

2
‖=x (ξut)‖2

L2
ρ(Qτ )

≤ T 2a

4
‖ux‖2

L2
ρ(Qτ ) +

a3

4
‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) , (3.3.12)

(τ − t)=x (ξf) ,

 t∫
0

ux (x, s) ds


L2
ρ(Qτ )

≤ 1

2
‖=x (ξf)‖2

L2
ρ(Qτ ) +

T 2a

2

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

ux (x, s) ds

∥∥∥∥∥∥
2

L2
ρ(Qτ )

≤ a3

4
‖f‖2

L2
ρ(Qτ ) +

T 4a

4
‖ux‖2

L2
ρ(Qτ )

, (3.3.13)

(f, ut)L2
ρ(Qτ )

≤ 1

2
‖f‖2

L2
ρ(Qτ ) +

1

2
‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) . (3.3.14)

Combinant l’inégalités (3.3.10)− (3.3.14) et l’égalité (3.3.9), on obtient

1

2
‖ut (x, τ)‖2

L2
ρ(Ω) +

1

2
‖ux (x, τ)‖2

L2
ρ(Ω)

≤ 1

2
‖h2 (x)‖2

L2
ρ(Ω) +

1

2

∥∥∥∥∂h1

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+

(
aT 2 +

T 4a

4

)
‖ux‖2

L2
ρ(Ω) +

1

2

(
a3 + 1

)
‖ut‖2

L2
ρ(Qτ )

+
1

2

(
a3

2
+ 1

)
‖f‖2

L2
ρ(Ω) . (3.3.15)

3.3. Estimation a priori 41



Chapitre 3. Sur un problème mixte singulier pour une équation hyperbolique avec conditions non locale

Il est facile de vérifier que

1

2
‖u (x, τ)‖2

L2
ρ(Ω) ≤

1

2
‖h1‖2

L2
ρ(Ω)

+
1

2
‖u‖2

L2
ρ(Qτ ) +

1

2
‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) . (3.3.16)

En ajoutant l’inégalité (3.3.16) à (3.3.15) côté à côté, on obtient

‖u (x, τ)‖2
L2
ρ(Ω) + ‖ux (x, τ)‖2

L2
ρ(Ω) + ‖ut (x, τ)‖2

L2
ρ(Ω)

≤ K

‖h1‖2

L2
ρ(Ω)

+

∥∥∥∥∂h1

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+ ‖h2‖2

L2
ρ(Ω)

+ ‖f‖2

L2
ρ(Qτ )

+ ‖u‖2
L2
ρ(Qτ ) + ‖ux‖2

L2
ρ(Qτ )

+ ‖ut‖2
L2
ρ(Qτ )

)
, (3.3.17)

où

K = max

{
2aT 2 +

aT 4

2
, a3 + 2

}
.

Maintenant, en appliquant le lemme de Gronwall a l’inégalité (3.3.17), nous obtenons

‖u (x, τ)‖2
W 1,1
ρ (Ω) ≤ KeKτ

(
‖h1‖2

W1
ρ (Ω)

+ ‖h2‖2

L2
ρ(Ω)

+ ‖f‖2

L2
ρ(Qτ )

)
,

ce qui implique

‖u (x, τ)‖2
W 1,1
ρ (Ω) ≤ KeKT

(
‖h1‖2

W1
ρ (Ω)

+ ‖h2‖2

L2
ρ(Ω)

+ ‖f‖2

L2
ρ(Q)

)
. (3.3.18)

Puisque le côté droit de (3.3.18) ne dépend pas de τ , en prenant la borne supérieure du coté

gauche par rapport à τ sur l’intervalle [0, T ], d’où l’estimation (3.3.1) avec C =
√
K exp (KT ).

Puisque nous n’avons aucune information concernant l’image de l’opérateur L , sauf que R (L) ⊂
H, il faut prolonger L pour que l’estimation (3.3.1) est valable pour l’extension et que sa image

soit tout l’espace H. Alors on établisse la proposition suivante.

Proposition 3.1 L’opérateur L : B → H admet une fermeture L.

Preuve. Soit un ∈ D(L) est une suite telle que

un −→
n−→∞

0 dans B, (3.3.19)

et

L un −→
n−→∞

F = (f, h1, h2) dans H, (3.3.20)

alors il faut montrer que f ≡ 0, h1 ≡ 0, h2 ≡ 0.
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Puisque (3.3.19) est vérifié, on a

un −→
n−→∞

0 dans D′ (Q) . (3.3.21)

Où D′ (Q) est l’espace de distribution sur Q.

D’aprés la continuité de la dérivation de D′ (Q) dans D′ (Q), (3.3.21) implique que

Lun −→
n−→∞

0 dans D′ (Q) . (3.3.22)

Selon (3.3.20), on a

Lun −→
n−→∞

f dans L2
ρ (Q) . (3.3.23)

Puis

Lun −→
n−→∞

f dans D′ (Q) . (3.3.24)

D’aprés l’unicité de la limite dans D′ (Q) , on conclut que f ≡ 0.

Selon (3.3.20), on conclut également que

`1un −→
n−→∞

h1 dans W 1
ρ (Ω) . (3.3.25)

Du fait que l’injection canonique de W 1
ρ (Ω) dans D′ (Ω) est continue, on déduit que

`1un −→
n−→∞

h1 dans D′ (Ω) . (3.3.26)

de plus, puisque (3.3.19) est vérifié et

‖`1un‖W 1
ρ (Ω) ≤ ‖un‖B ∀n ∈ N, (3.3.27)

On a

`1un −→
n−→∞

0 dans W 1
ρ (Ω) . (3.3.28)

Par conséquence

`1un −→
n−→∞

0 dans D′ (Ω) . (3.3.29)

D’après l’unicité de la limite dans D′ (Ω) ,on conclut de (3.3.26) et (3.3.29) que h1 ≡ 0.

En utilisant la même procédure, on peut montrer que h2 ≡ 0. Cela prouve la proposition 3.1.

Puisque les points du graphe de l’opérateur L sont des limites de séquence des points du graphe de L,

puis on prend la limite en (3.3.1) pour obtenir une estimation a priori pour l’opérateur L, c’est

‖u‖B ≤ C
∥∥Lu∥∥

H
∀u ∈ D

(
L
)
, (3.3.30)

à partir de laquelle on conclue les résultats.
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Corollaire 3.1 La solution forte du problème (3.2.1), (3.1.11)− (3.1.14) est unique et dépend conti-

nûment des données (f, h1, h2) ∈ F.

Corollaire 3.2 L’image R
(
L
)

de l’opérateur L est fermé dans H et égal à la fermeture R (L) de

R (L) ,c’est à dire

R
(
L
)

= R (L).

3.4 La solvabilité du problème

Théorème 3.2 Le problème (3.2.1), (3.2.11)−(3.1.14), admet une solution forte unique u = L
−1F =

L−1F , qui dépend continûment des données, pour tout f ∈ L2
ρ (Q) , h1 ∈ W 1

ρ (Ω) et h2 ∈ L2
ρ (Ω) .

Proposition 3.2 Soit D◦ (L) = {u ∈ D (L) : `1u = `2u = 0}, si pour ω ∈ L2
ρ (Q) et pour tout u ∈

D◦ (L) , on a

(Lu, ω)L2
ρ(Q) = 0. (3.4.1)

Preuve. On définir la fonction λ (x, t) par

λ (x, t) =

T∫
t

ω (x, s) ds. (3.4.2)

Soit utt la solution de l’équation

utt + (=x (ξuξ + u))tt = λ (x, t) . (3.4.3)

Et soit

u =

{
0, 0 ≤ t ≤ s,∫ t
s

(t− τ)uττdτ , s ≤ t ≤ T.
(3.4.4)

De (3.4.3) et (3.4.4), on a

ω (x, t) = −uttt − (=x (ξuξ + u))ttt . (3.4.5)

Nous avons les résultats suivants

Lemme 3.1 La fonction ω (x, t) défini par (3.4.5) est dans ω ∈ L2
ρ (Q) .

Preuve. On utilise l’opérateur de régularisation ρε de la forme

(ρεu) (x, t) =
1

ε

∫ +∞

−∞
W

(
s− t
ε

)
u (x, s) ds,
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où

W ∈ C∞0 (0, T ) ,W (t) ≥ 0,

et ∫ +∞

−∞
W (t) dt = 1.

On applique l’opérateur ρε et ∂
∂t

à l’ équation (3.4.3) , on trouve

∂

∂t

(
utt + (=x (ξuξ + u))tt

)
=

∂

∂t

{(
utt + (=x (ξuξ + u))tt

)
− ρε

(
utt + (=x (ξuξ + u))tt

)}
+
∂

∂t
ρελ. (3.4.6)

Alors ∥∥∥∥ ∂∂t (utt + (=x (ξuξ + u))tt
)∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂t {(utt + (=x (ξuξ + u))tt
)
− ρε

(
utt + (=x (ξuξ + u))tt

)}∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

+2

∥∥∥∥ ∂∂tρελ
∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

. (3.4.7)

En utilisant les propriétés de l’opérateur ρε, on obtient∥∥∥∥ ∂∂t (utt + (=x (ξuξ + u))tt
)∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂tρελ
∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

,

Puisque ρευ −→ υ lorsque ε −→ 0 dans L2
ρ (Q) , et

∥∥ ∂
∂t

(
utt + (=x (ξuξ + u))tt

)∥∥2

L2
ρ(Q)

est borné, on

conclut que ω ∈ L2
ρ (Q) .

Puis en remplaçant ω (x, t) dans (3.4.1) par sa représentation (3.4.5), on obtient

− (utt, uttt)L2
ρ(Q) + (uxx, uttt)L2

ρ(Q) + (ux, uttt)L2(Q)

− (utt,=x (ξuξttt))L2
ρ(Q) + (uxx,=x (ξuξttt))L2

ρ(Q)

+ (ux,=x (ξuξttt))L2(Q) − (utt,=x (uttt))L2
ρ(Q)

+ (uxx,=x (uttt))L2
ρ(Q) + (ux,=x (uttt))L2(Q) = 0. (3.4.8)

En tenant compte du fait l’équation (3.4.3) , (3.4.4) , les conditions aux limites(3.4.13) , (3.4.14) et les
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propriétés de l’intégration par partie, on obtient

− (utt, uttt)L2
ρ(Q)

= −
∫
Qs

xutt.utttdxdt

= −1

2

∫ a

0

[
xu2

tt

]T
s
dx

=
1

2

∫ a

0

xu2
tt (x, s) dx

=
1

2
‖utt (x, s)‖2

L2(Ω) , (3.4.9)

(uxx, uttt)L2
ρ(Q)

=

∫
Qs

xuxx.utttdxdt

=

∫ T

s

[xux.uttt]
a
0 dt−

∫
Qs

ux.utttdxdt

−
∫
Qs

xux.utttxdxdt

= −
∫
Qs

ux.utttdxdt−
∫ a

0

[xux.uttx]
T
s dx

+

∫
Qs

xutx.uttxdxdt

= −
∫
Qs

ux.utttdxdt+
1

2

∫ a

0

[
xu2

tx

]T
s
dx

= −
∫
Qs

ux.utttdxdt+
1

2

∫ a

0

xu2
tx (x, T ) dx

= − (ux, uttt)L2(Qs)
+

1

2
‖utx (x, T )‖2

L2(Ω)
, (3.4.10)
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− (utt,=x (ξuξttt))
L2
ρ(Q)

= −
∫
Qs

xutt.=x (ξuξttt) dxdt

= −
∫ T

s

[=x (ξutt) .=x (ξuξttt)]
a
0 dt+

∫
Qs

xuξttt.=x (ξutt) dxdt

=

∫ T

s

[xuttt.=x (ξutt)]
a
0 dt−

∫
Qs

uttt.=x (ξutt) dxdt

−
∫
Qs

x2uttt.uttdxdt

= −
∫ T

s

[(=xuttt) .=x (ξutt)]
a
0 dt+

∫
Qs

xutt. (=xuttt) dxdt

−1

2

∫ a

0

[
x2u2

tt

]T
s
dx

=

∫
Qs

xutt. (=xuttt) dxdt+
1

2

∫ a

0

x2u2
tt (x, s) dx

= (utt, (=xuttt))
L2(Qs)

+
1

2
‖xutt (x, s)‖2

L2(Ω)

, (3.4.11)

(uxx,=x (ξuξttt))
L2
ρ(Q)

=

∫
Qs

xuxx.=x (ξuξttt) dxdt

=

∫ T

s

[xux.=x (ξuξttt)]
a
0 dt−

∫
Qs

ux.=x (ξuξttt) dxdt

−
∫
Qs

x2ux.uxtttdxdt

= −
∫
Qs

ux.=x (ξuξttt) dxdt−
∫ a

0

[
x2ux.uxtt

]T
s
dx

+

∫
Qs

x2uxt.uxttdxdt

= −
∫
Qs

ux.=x (ξuξttt) dxdt+
1

2

∫ a

0

[
x2u2

xt

]T
s
dx

= −
∫
Qs

ux.=x (ξuξttt) dxdt+
1

2

∫ a

0

x2u2
xt (x, T ) dx

= − (ux,=x (ξuξttt))
L2(Qs)

+
1

2
‖xuxt (x, T )‖2

L2(Ω)

, (3.4.12)
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(uxx,=x (uttt))
L2
ρ(Q)

=

∫
Qs

xuxx.=x (uttt) dxdt

=

∫ T

s

[xux.=x (uttt)]
a
0 dt−

∫
Qs

ux.=x (uttt) dxdt

−
∫
Qs

xux.utttdxdt

= −
∫
Qs

ux.=x (uttt) dxdt−
∫ a

0

[xux.utt]
T
s dx

+

∫
Qs

xuxt.uttdxdt

= − (ux,=x (uttt))
L2(Qs)

+ (uxt, utt)L2
ρ(Qs)

. (3.4.13)

Maintenant, en combinant l’égalités (3.4.8)− (3.4.13),on a

1

2
‖utt (x, s)‖2

L2(Ω) +
1

2
‖xutt (x, s)‖2

L2(Ω)

+
1

2
‖utx (x, T )‖2

L2(Ω) +
1

2
‖xuxt (x, T )‖2

L2(Ω) = − (uxt, utt)
L2
ρ(Qs)

, (3.4.14)

où Qs = Ω× (s, T ) .

En appliquant l’inégalité de Cauchy avec ε sur la partie droite de (3.4.14) on trouve

‖utt (x, s)‖2
L2(Ω) + ‖xutt (x, s)‖2

L2(Ω)

+ ‖utx (x, T )‖2
L2(Ω) + ‖xuxt (x, T )‖2

L2(Ω)

≤ ‖uxt‖2
L2
ρ(Qs)

+ ‖utt‖2
L2
ρ(Qs)

. (3.4.15)

Puisque le troisième et le quatrième termes du partie gauche de (3.4.15) ne dépend pas de s, on

introduit la nouvelle fonction σ(x, t) définie par

σ(x, t) =

T∫
t

uττdτ . (3.4.16)

Puis

ut (x, t) = σ(x, s)− σ(x, t) et ut (x, T ) = σ(x, s). (3.4.17)

Ainsi, l’inégalité (3.4.15) devient

‖utt (x, s)‖2
L2(Ω) + ‖xutt (x, s)‖2

L2(Ω)

+ ‖σx (x, s)‖2
L2(Ω) + ‖xσx (x, s)‖2

L2(Ω)

≤ ‖utt‖2
L2
ρ(Qs)

+ ‖σx (x, s)− σx (x, t)‖2
L2
ρ(Qs)

,
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donc

‖utt (x, s)‖2
L2(Ω) + ‖xutt (x, s)‖2

L2(Ω)

+ (1− 2 (T − s)) ‖σx (x, s)‖2
L2(Ω)

+ ‖xσx (x, s)‖2
L2(Ω)

≤ 2
(
‖utt‖2

L2
ρ(Qs)

+ ‖σx‖2
L2
ρ(Qs)

)
. (3.4.18)

Si s0 � 0 vérifiant 2 (T − s0) = 1
2
, alors (3.4.18) implique que

‖utt (x, s)‖2
L2(Ω) + ‖xutt (x, s)‖2

L2(Ω)

+ ‖σx (x, s)‖2
L2(Ω) + ‖xσx (x, s)‖2

L2(Ω)

≤ 4
(
‖utt‖2

L2
ρ(Qs)

+ ‖σx‖2
L2
ρ(Qs)

)
, (3.4.19)

pour tout s ∈ [T − s0, T ] .

Remplaçons

η (s) = ‖utt‖2
L2
ρ(QS) + ‖σx‖2

L2
ρ(Qs)

, (3.4.20)

dans (3.4.19) , on obtient

‖xutt (x, s)‖2
L2(Ω) + ‖xσx (x, s)‖2

L2(Ω) −
dη

ds
≤ 4η (s) , (3.4.21)

à partir de (3.4.21) nous avons

− d

ds
(η (s) exp (4s)) ≤ 0. (3.4.22)

En tenant compte du fait que η (T ) = 0, une intégration de (3.4.22) par rapport à s sur [s, T ] donne

η (s) . exp (4s) ≤ 0. (3.4.23)

Il découle de l’inégalité (3.4.23) que ω ≡ 0 presque partout sur QT−s0. Puisque la longueur s est

indépendante de l’origine, nous utilisons la même procédure un nombre infini de fois pour montrer

que ω ≡ 0 dans Q. Ceci complète la preuve de la Proposition 3.2.

Soit W = (ω, ω1, ω2) ∈ R (L)⊥ , tel que

(Lu, ω)L2
ρ(Q) + (`1u, ω1)W 1

ρ (Ω) + (`2u, ω2)L2
ρ(Ω) = 0, (3.4.24)

posons u ∈ D◦ (L) dans l’équation (3.4.24), nous obtenons

(Lu, ω)L2
ρ(Q) = 0 ,∀ u ∈ D◦ (L) . (3.4.25)
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D’après la proposition (3.2) on en déduit que ω = 0. Ainsi, l’équation (3.4.24) devient

(`1u, ω1)W 1
ρ (Ω) + (`2u, ω2)L2

ρ(Ω) = 0. (3.4.26)

Comme les images `1u et `2u s’annulent d’une manière indépendante et que les ensembles des valeurs

des opérateurs `1 et `2 sont respectivement denses dans les espaces W 1
ρ (Ω) et L2

ρ (Ω) , alors ω1 ≡ 0 et

ω2 ≡ 0, par conséquent W ≡ 0. Ceci complète la démonstration du théorème 3.2.

3.5 Problème non linéaire

Dans cette section nous consacrons à la preuve de l’existence, l’unicité et la dépendance continue

de la solution sur les données du problème (3.1.10)− (3.1.14). D’abord, nous prouvons le lemme

suivant

Lemme 3.2 Pour tout υ appartient à W 1,0
ρ ((0, a)) satisfaisant la condition intégrale (3.1.14), on a∫ a

0

x (=xυ)2 dx ≤ 4a2

∫ a

0

xυ2dx. (3.5.1)

Preuve. Il est facile de voir que pour chaque fonction υ satisfisant la condition intégrle (3.1.14)

on a ∫ a

0

∂

∂x

(
x (=xυ)2) dx =

∫ a

0

(
(=xυ)2 + 2xυ.=xυ

)
dx0 = 0,

par conséquent ∫ a

0

x (=xυ)2 dx ≤ a

∫ a

0

(=xυ)2 dx = −2a

∫ a

0

xυ.=xυdx.

En utilisant l’inégalité de Cauchy avec ε, on obtient∫ a

0

x (=xυ)2 dx ≤
∣∣∣∣2a∫ a

0

xυ.=xυdx
∣∣∣∣

≤ ε

2
4a2

∫ a

0

xυ2dx+
1

2ε

∫ a

0

x (=xυ)2 dx,

prenons ε = 1, ainsi (3.5.1) est établi pour toute fonction lisse υ.

Considérons maintenant le problème auxiliaire suivant avec l’équation homogène

LU = Utt − Uxx −
1

x
Ux = 0, (3.5.2)

`1U = U (x, 0) = h1 (x) , (3.5.3)

`2U = Ut (x, 0) = h2 (x) , (3.5.4)
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U (a, t) = 0, (3.5.5)∫ a

0

Udx = 0. (3.5.6)

Si u est la solution du problème (3.1.10)−(3.1.14) et U est la solution du problème (3.5.2)−(3.5.6) ,

alors ω = u− U satisfaisant

Lω = ωtt − ωxx −
1

x
ωx = F (x, t, ω, ωx) , (3.5.7)

`1ω = ω (x, 0) = 0, (3.5.8)

`2ω = ωt (x, 0) = 0, (3.5.9)

ω (a, t) = 0, (3.5.10)∫ a

0

ωdx = 0, (3.5.11)

où

F (x, t, ω, ωx) = F (x, t, ω + U, ωx + Ux) .

La fonction F satisfaisant la condition

|F (x, t, u1, υ1)− F (x, t, u2, υ2)| ≤ d (|u1 − u2|+ |υ1 − υ2|) , (B)

pour tout (x, t) ∈ Q.

D’après le Théorème 3.2, le problème (3.5.2) − (3.5.6) admet une solution unique dépendant

continûment de h1 ∈ W 1
ρ (Ω) et h2 ∈ L2

ρ (Ω) .

Il reste à résoudre le problème (3.5.7) − (3.5.11). Donc nous allons prouver que le problème

(3.5.7)− (3.5.11) admet une solution faible unique.

Supposons que υ, ω appartient à C2 (Q) tel que

υ (x, T ) = υt (x, T ) = 0,

ω (x, 0) = ωt (x, 0) = 0,

υ (a, t) = ω (a, t) = 0,∫ a

0

υdx =

∫ a

0

ωdx = 0,

Pour tout υ ∈ C2 (Q) , nous avons

− (Lω,=x (ξυξ))L2
ρ(Q)

= − (ωtt,=x (ξυξ))L2
ρ(Q) + (ωxx,=x (ξυξ))L2

ρ(Q)

+ (ωx,=x (ξυξ))L2(Q) . (3.5.12)
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On considère séparément les intégrales de chaque terme à droite et à gauche de l’égalité (3.5.12).

En intégrant par partie et en prenant en compte les conditions sur υ et ω

− (ωtt,=x (ξυξ)) L2
ρ(Q)

= −
∫
Q

xωtt.=x (ξυξ) dxdt

= −
∫ T

0

[=x (ξωtt) .=x (ξυξ)]
a
0 dt+

∫
Q

xυ.=x (ξωtt) dxdt

=

∫ T

0

[xυ.=x (ξωtt)]
a
0 dt−

∫
Q

υ.=x (ξωtt) dxdt

−
∫
Q

x2υ.ωttdxdt

= −
∫ a

0

[υ.=x (ξωt)]
T
0 dx+

∫
Q

υt.=x (ξωt) dxdt

−
∫ a

0

[
x2υ.ωt

]T
0
dx+

∫
Q

x2υt.ωtdxdt

= (υt,=x (ξωt))L2(Q) + (xυt, ωt)L2
ρ(Q) , (3.5.13)

(ωxx,=x (ξυξ)) L2
ρ(Q)

=

∫
Q

xωxx.=x (ξυξ) dxdt

=

∫ T

0

[xωx.=x (ξυξ)]
a
0 dt

−
∫
Q

ωx.=x (ξυξ) dxdt

−
∫
Q

x2ωx.υxdxdt

= − (ωx,=x (ξυξ))L2(Q)

− (xωx, υx)L2
ρ(Q) , (3.5.14)

− (Lω,=x (ξυξ))L2
ρ(Q)

= −
∫
xF.=x (ξυξ) dx

= −
∫ T

0

[=x (ξF ) .=x (ξυξ)]
a
0 dt

+

∫
Q

xυx.=x (ξF ) dxdt

= (υx,=x (ξF ))L2
ρ(Q) . (3.5.15)
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La substitution de (3.5.13)− (3.5.15) dans (3.5.12) donne

H (ω, υ) = (υx,=x (ξF ))L2
ρ(Q) , (3.5.16)

où

H (ω, υ) = (υt,=x (ξωt))L2(Q) + (xυt, ωt)L2
ρ(Q) − (xωx, υx)L2

ρ(Q) . (3.5.17)

Définition 3.2 Une fonction ω ∈ W 1,1
ρ (Q) est dite solution faible du problème (3.5.7) − (3.5.11) si

(3.5.16) est satisfaite.

Maintenant nous Construisons une suite d’itérations de la manière suivante. En commençant

par ω(0) = 0 la suite
(
ω(n)

)
n∈N est définie comme suit étant donné l’élément ω(n−1), alors pour

n = 1, 2, ..., résolvons le problème

ω
(n)
tt − ω(n)

xx −
1

x
ω(n)
x = F

(
x, t, ω(n−1), ω(n−1)

x

)
, (3.5.18)

ω(n) (x, 0) = 0, (3.5.19)

ω
(n)
t (x, 0) = 0, (3.5.20)

ω(n) (a, t) = 0, (3.5.21)∫ a

0

ω(n)dx = 0, (3.5.22)

Théorème 3.3 Affirme que pour tout n fixé, chaque problème (3.5.18)− (3.5.22) admet une solution

unique ω(n) (x, t) . Si on pose V (n) (x, t) = ω(n+1) (x, t) − ω(n) (x, t) , alors on obtient un nouvelle

problème

V
(n)
tt − V (n)

xx −
1

x
V (n)
x = σ(n−1) (x, t) . (3.5.23)

V (n) (x, 0) = 0, (3.5.24)

V
(n)
t (x, 0) = 0, (3.5.25)

V (n) (a, t) = 0, (3.5.26)∫ a

0

V (n)dx = 0, (3.5.27)

où

σ(n−1) (x, t) = F
(
x, t, ω(n), ω(n)

x

)
− F

(
x, t, ω(n−1), ω(n−1)

x

)
.
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Lemme 3.3 Supposons que la condition (B) est vérifie, alors il existe une constante positive k telle

que pour le problème (3.5.23)− (3.5.27), nous avons l’estimation a priori∥∥V (n)
∥∥
W 1,1
ρ (Q)

≤ K
∥∥V (n−1)

∥∥
W 1,1
ρ (Q)

. (3.5.28)

Preuve. Prenant le produit scalaire dans L2
ρ (Qτ ), avec 0 ≤ τ ≤ T de l’équation différentielle dans

(3.5.23) et l’opérateur intégro-différentielle

MV = V
(n)
t − (τ − t)

∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds,

on trouve (
V

(n)
tt , V

(n)
t

)
L2
ρ(Qτ )

−
(
V (n)
xx , V

(n)
t

)
L2
ρ(Qτ )

−
(
V (n)
x , V

(n)
t

)
L2(Qτ )

−
(

(τ − t)V (n)
tt ,

∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
L2
ρ(Qτ )

+

(
(τ − t)V (n)

xx ,

∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
L2
ρ(Qτ )

+

(
(τ − t)V (n)

x ,

∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
L2(Qτ )

=
(
σ(n−1), V

(n)
t

)
L2
ρ(Qτ )

−
(

(τ − t)σ(n−1),

∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
L2
ρ(Qτ )

. (3.5.29)

Prenons on compte les conditions (3.5.26) et (3.5.27), intégrations successives par parties de

chaque terme de (3.5.29) conduit à (
V

(n)
tt , V

(n)
t

)
L2
ρ(Qτ )

=

∫
Qτ
xV

(n)
tt .V

(n)
t dxdt

=
1

2

∫ a

0

[
x
(
V

(n)
t

)2
]τ

0

dx

=
1

2

∫ a

0

x
(
V

(n)
t

)2

(x, τ) dx

=
1

2

∥∥∥V (n)
t (x, τ)

∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

, (3.5.30)
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−
(
V (n)
xx , V

(n)
t

)
L2
ρ(Qτ )

= −
∫
Qτ
xV (n)

xx .V
(n)
t dxdt

= −
∫ τ

0

[
xV (n)

x .V
(n)
t

]a
0
dt+

∫
Qτ
xV (n)

x .V
(n)
tx dxdt

+

∫
Qτ
V (n)
x .V

(n)
t dxdt

=
1

2

∫ a

0

[
x
(
V (n)
x

)2
]τ

0
dx+

∫
Qτ
V (n)
x .V

(n)
t dxdt

=
1

2

∥∥V (n)
x (x, τ)

∥∥2

L2
ρ(Ω)

+
(
V (n)
x , V

(n)
t

)
L2(Qτ )

, (3.5.31)

−
(

(τ − t)V (n)
tt ,

∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
L2
ρ(Qτ )

= −
∫
Qτ
x (τ − t)V (n)

tt .

(∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
dxdt

= −
∫ a

0

[
x (τ − t)V (n)

t .

(∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)]τ
0

dx

+

∫
Qτ
x (τ − t)V (n)

t .=x
(
ξV

(n)
ξ

)
dxdt

−
∫
Qτ
xV

(n)
t .

(∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
dxdt

=

∫ τ

0

[
(τ − t)=x

(
ξV

(n)
t

)
.=x

(
ξV

(n)
ξ

)]a
0
dt

−
∫
Qτ
x (τ − t)V (n)

x .=x
(
ξV

(n)
t

)
dxdt

−
∫ τ

0

[
=x
(
ξV

(n)
t

)
.

(∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)]a
0

dt

+

∫
Qτ
x=x

(
ξV

(n)
t

)
.

(∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

)
dxdt

= −
(

(τ − t)V (n)
x ,=x

(
ξV

(n)
t

))
L2
ρ(Qτ )

+

(∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds,=x

(
ξV

(n)
t

))
L2
ρ(Qτ )

, (3.5.32)
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(
(τ − t)V (n)

xx ,

∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
L2
ρ(Qτ )

=

∫
Qτ
x (τ − t)V (n)

xx .

(∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
dxdt

=

∫ τ

0

[
x (τ − t)V (n)

x .

(∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)]a
0

dt

−
∫
Qτ

(τ − t)V (n)
x .

(∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
dxdt

−
∫
Qτ
x2 (τ − t)V (n)

x .

(∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

)
dxdt

= −
∫
Qτ

(τ − t)V (n)
x .

(∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
dxdt

−1

2

∫ a

0

[
x2 (τ − t)

(∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

)2
]τ

0

dx

−1

2

∫ a

0

x2

(∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

)2

dx

= −
(

(τ − t)V (n)
x ,

(∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

))
L2(Qτ )

−1

2

∥∥∥∥x∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

∥∥∥∥2

L2(Qτ )

, (3.5.33)

−
(

(τ − t)σ(n−1),

∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
L2
ρ(Qτ )

= −
∫
Qτ
x (τ − t) σ(n−1).

(∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)
dxdt

= −
∫ τ

0

[
(τ − t) =x

(
ξσ(n−1)

)
.

(∫ t

0

=x
(
ξV

(n)
ξ

)
(x, s) ds

)]a
0

dt

+

∫
Qτ
x (τ − t) =x

(
ξσ(n−1)

)
.

(∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

)
dxdt

=

(
(τ − t) =x

(
ξσ(n−1)

)
,

∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

)
L2
ρ(Qτ )

. (3.5.24)
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Substituons (3.5.30)− (3.5.34) dans (3.5.29) , on obtient

1

2

∥∥∥V (n)
t (x, τ)

∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+
1

2

∥∥V (n)
x (x, τ)

∥∥2

L2
ρ(Ω)

=
(

(τ − t)V (n)
x ,=x

(
ξV

(n)
ξ

))
L2
ρ(Qτ )

−
(∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds,=x

(
ξV

(n)
t

))
L2
ρ(Qτ )

+
1

2

∥∥∥∥x ∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

∥∥∥∥2

L2(Qτ )

+
(
σ(n−1), V

(n)
t

)
L2
ρ(Qτ )

+

(
(τ − t)=x

(
ξσ(n−1)

)
,

∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

)
L2
ρ(Qτ )

. (3.5.35)

Appliquons les inégalité de Cauchy avec ε et Poincaré, alors chaque termes du côté droit de

(3.5.35) peuvent être estimés comme suit(
(τ − t)V (n)

x ,=x
(
ξV

(n)
t

))
L2
ρ(Qτ )

≤ T 2a

2

∥∥V (n)
x

∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
1

2

∥∥∥=x (ξV (n)
t

)∥∥∥2

L2(Qτ )

≤ T 2a

2

∥∥V (n)
x

∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
a3

4

∥∥∥V (n)
t

∥∥∥2

L2
ρ(Qτ )

, (3.5.36)

−
(∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds,=x

(
ξV

(n)
t

))
L2
ρ(Qτ )

≤ a

2

∥∥∥∥∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

∥∥∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
1

2

∥∥∥=x (ξV (n)
t

)∥∥∥2

L2(Qτ )

≤ aT 2

4

∥∥V (n)
x

∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
a3

4

∥∥∥V (n)
t

∥∥∥2

L2
ρ(Qτ )

, (3.5.37)

1

2

∥∥∥∥x∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

∥∥∥∥2

L2(Qτ )

≤ aT 2

4

∥∥V (n)
x

∥∥2

L2
ρ(Qτ )

, (3.5.38)

(
σ(n−1), V

(n)
t

)
L2
ρ(Qτ )

≤ 1

2

∥∥σ(n−1)
∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
1

2

∥∥∥V (n)
t

∥∥∥2

L2
ρ(Qτ )

, (3.5.39)
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(
(τ − t)=x

(
ξσ(n−1)

)
,

∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

)
L2
ρ(Qτ )

≤ 1

2

∥∥=x (ξσ(n−1)
)∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
aT 2

2

∥∥∥∥∫ t

0

V (n)
x (x, s) ds

∥∥∥∥2

L2
ρ(Qτ )

≤ a3

4

∥∥σ(n−1)
∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
aT 4

4

∥∥V (n)
x

∥∥2

L2
ρ(Qτ )

. (3.5.40)

En combinant les égalités (3.5.35)− (3.5.40), on obtient

1

2

∥∥∥V (n)
t (x, τ)

∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+
1

2

∥∥V (n)
x (x, τ)

∥∥2

L2
ρ(Ω)

≤
(
aT 2 +

aT 4

4

)∥∥V (n)
x

∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
1

2

(
a3 + 1

) ∥∥∥V (n)
t

∥∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
1

2

(
a3

2
+ 1

)∥∥σ(n−1)
∥∥2

L2
ρ(Qτ )

. (3.5.41)

La condition (B) donne∥∥σ(n−1)
∥∥2

L2
ρ(Qτ )

=

∫
Qτ
x
(
F
(
x, t, ω(n), ω(n)

x

)
− F

(
x, t, ω(n−1), ω(n−1)

x

))2
dxdt

≤
∫
Qτ
xd2

(∣∣∣ω(n) − ω(n−1)
∣∣∣+
∣∣ω(n)

x − ω(n−1)
x

∣∣)2

dxdt

≤ 2d2

(∫
Qτ
x
(∣∣∣ω(n) − ω(n−1)

∣∣∣)2

dxdt+

∫
Qτ
x
(∣∣ω(n)

x − ω(n−1)
x

∣∣)2
dxdt

)
= 2d2

(∥∥V (n−1)
∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
∥∥V (n−1)

x

∥∥2

L2
ρ(Qτ )

)
≤ 2d2

(∥∥V (n−1)
∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
∥∥V (n−1)

x

∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
∥∥∥V (n−1)

t

∥∥∥2

L2
ρ(Qτ )

)
= 2d2

∥∥V (n−1)
∥∥2

W 1,1
ρ (Qτ )

. (3.5.42)

Substituons (3.5.42) dans (3.5.41) , on obtient

1

2

∥∥∥V (n)
t (x, τ)

∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+
1

2

∥∥V (n)
x (x, τ)

∥∥2

L2
ρ(Ω)

≤
(
aT 2 +

aT 4

4

)∥∥V (n)
x

∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
1

2

(
a3 + 1

) ∥∥∥V (n)
t

∥∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+d2

(
a3

2
+ 1

)∥∥V (n−1)
∥∥2

W 1,1
ρ (Qτ )

. (3.5.43)
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Il est facile de vérifier que

1

2

∥∥V (n) (x, τ)
∥∥2

L2
ρ(Ω)
≤ 1

2

∥∥V (n)
∥∥2

L2
ρ(Qτ )

+
1

2

∥∥∥V (n)
t

∥∥∥2

L2
ρ(Qτ )

. (3.5.44)

Ajoutons (3.5.44) à (3.5.43) côté à côté, on obtient

∥∥V (n) (x, τ)
∥∥2

W 1,1
ρ (Ω)

≤ k1

∥∥V (n)
∥∥2

W 1,1
ρ (Qτ )

+ d2k2

∥∥V (n−1)
∥∥2

W 1,1
ρ (Qτ )

. (3.5.45)

où

k1 = max

{
2aT 2 +

aT 4

2
, a3 + 2

}
,

k2 = a3 + 2.

En appliquant lemme de Gronwalls à (3.5.45) , on obtient∥∥V (n) (x, τ)
∥∥2

W 1,1
ρ (Ω)

≤ d2K2e
k1τ
∥∥V (n−1)

∥∥2

W 1,1
ρ (Qτ )

.

ce que implique ∥∥V (n) (x, τ)
∥∥2

W 1,1
ρ (Ω)

≤ d2K2e
k1T
∥∥V (n−1)

∥∥2

W 1,1
ρ (Q)

. (3.5.46)

En intégrant la dernière inégalité sur l’intervalle (0, T ) , on obtient l’estimation a priori souhaitée

(3.5.28) qui est ∥∥V (n)
∥∥2

W 1,1
ρ (Q)

≤ d2TK2e
K1T

∥∥V (n−1)
∥∥2

W 1,1
ρ (Q)

.

A partir des critères de convergence des séries, il résulte que la série
∑∞

n=1 V
(n) converge si

d2Tk2e
k1T < 1, comme V (n) (x, t) = ω(n+1) (x, t)−ω(n) (x, t) , alors il s’ensuit que la suite

(
ω(n)

)
n∈N

définie par

ω(n) (x, t) =
n−1∑
k=0

V (k) + ω(0) (x, t)

=

n−1∑
k=0

(
ω(k+1) (x, t)− ω(k) (x, t)

)
+ ω(0) (x, t) ,

converge vers un élément ω ∈ W 1,1
ρ (Q) .

Maintenant, pour prouver que cette fonction limite ω est une solution du problème considéré

(3.5.23)− (3.5.27), nous devons montrer que ω satisfait (3.5.16) comme mentionné dans la Défi-

nition 3.2.

Pour le problème (3.5.18)− (3.5.22), nous avons

H
(
ω(n), υ

)
=
(
υx,=x

(
ξF
(
ξ, t, ω(n−1), ω

(n−1)
ξ

)))
L2
ρ(Q)

. (3.5.47)
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De (3.5.47), nous avons

H
(
ω(n) − ω, υ

)
+H (ω, υ)

=
(
υx,=x(ξF

(
ξ, t, ω(n−1), ω

(n−1)
ξ

))
−=xξF (ξ, t, ω, ωξ)))L2

ρ(Ω)

+ (υx,=x (ξF (ξ, t, ω, ωξ)))L2
ρ(Q) . (3.5.48)

Maintenant, à partir de l’équation différentielle partielle (3.5.18), nous avons

H
(
ω(n) − ω, υ

)
=

(
υx,

∂2

∂t2
=x
(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2
ρ(Q)

−
(
υx,=x

(
ξ
∂2

∂ξ2

(
ω(n) − ω

)))
L2
ρ(Q)

−
(
υx,=x

(
∂

∂ξ

(
ω(n) − ω

)))
L2(Q)

. (3.5.49)
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En utilisant les conditions sur υ et ω, après quelques intégrations par parties de chaque terme à

droite de (3.5.49) on obtient (
υx,

∂2

∂t2
=x
(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2
ρ(Q)

=

∫
Q

xυx.
∂2

∂t2
=x
(
ξ
(
ω(n) − ω

))
dxdt

=

∫ a

0

[
xυx.

∂

∂t
=x
(
ξ
(
ω(n) − ω

))]T
0

dx

−
∫
Q

xυxt.
∂

∂t
=x
(
ξ
(
ω(n) − ω

))
dxdt

= −
∫ T

0

[
xυt.

∂

∂t
=x
(
ξ
(
ω(n) − ω

))]a
0

dt

+

∫
Q

x2υt.
∂

∂t

(
ω(n) − ω

)
dxdt

+

∫
Q

υt.
∂

∂t
=x
(
ξ
(
ω(n) − ω

))
dxdt

=

∫
Q

x2υt.
∂

∂t

(
ω(n) − ω

)
dxdt

+

∫ T

0

[
=xυt.

∂

∂t
=x
(
ξ
(
ω(n) − ω

))]a
0

dt

−
∫
Q

x=xυt.
∂

∂t

(
ω(n) − ω

)
dxdt

=

(
xυt,

∂

∂t

(
ω(n) − ω

))
L2
ρ(Q)

−
(
=xυt, ,

∂

∂t

(
ω(n) − ω

))
L2
ρ(Q)

, (3.5.50)
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−
(
υx,=x

(
ξ
∂2

∂ξ2

(
ω(n) − ω

)))
L2
ρ(Q)

= −
∫
Q

xυx.=x
(
ξ
∂2

∂ξ2

(
ω(n) − ω

))
dxdt

= −
∫ T

0

[∫
Q

xυ.=x
(
ξ
∂2

∂ξ2

(
ω(n) − ω

))]a
0

dt

+

∫
Q

υ.=x
(
ξ
∂2

∂ξ2

(
ω(n) − ω

))
dxdt

+

∫
Q

x2υ.
∂2

∂x2

(
ω(n) − ω

)
dxdt

=

∫ T

0

[
=xυ.=x

(
ξ
∂2

∂ξ2

(
ω(n) − ω

))]a
0

dt

−
∫
Q

x=xυ.
∂2

∂x2

(
ω(n) − ω

)
dxdt

+

∫ T

0

[
x2υ.

∂

∂x

(
ω(n) − ω

)]a
0

dt

−2

∫
Q

xυ.
∂

∂x

(
ω(n) − ω

)
dxdt

+

∫
Q

x2υx.
∂

∂x

(
ω(n) − ω

)
dxdt

= −
∫ T

0

[
x=xυ.

∂

∂x

(
ω(n) − ω

)]a
0

dt

+

∫
Q

=xυ.
∂

∂x

(
ω(n) − ω

)
dxdt

+

∫
Q

xυ.
∂

∂x

(
ω(n) − ω

)
dxdt

−2

∫
Q

xυ.
∂

∂x

(
ω(n) − ω

)
dxdt

+

∫
Q

x2υx.
∂

∂x

(
ω(n) − ω

)
dxdt

=

(
=xυ,

∂

∂x

(
ω(n) − ω

))
L2(Q)

−
(
υ,

∂

∂x

(
ω(n) − ω

))
L2
ρ(Q)

+

(
xυx,

∂

∂x

(
ω(n) − ω

))
L2
ρ(Q)

, (3.5.51)
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−
(
υx,=x

(
∂

∂ξ

(
ω(n) − ω

)))
L2(Q)

= −
∫
Q

xυx.=x
(
∂

∂ξ

(
ω(n) − ω

))
dxdt

= −
∫ T

0

[
xυ.=x

(
∂

∂ξ

(
ω(n) − ω

))]a
0

dt

+

∫
Q

υ.=x
(
∂

∂ξ

(
ω(n) − ω

))
dxdt

+

∫
Q

xυ.
∂

∂x

(
ω(n) − ω

)
dxdt

=

∫ T

0

[
=xυ.=x

(
∂

∂ξ

(
ω(n) − ω

))]a
0

dt

−
∫
Q

=xυ.
∂

∂x

(
ω(n) − ω

)
dxdt

+

∫
Q

xυ.
∂

∂x

(
ω(n) − ω

)
dxdt

= −
(
=xυ,

∂

∂x

(
ω(n) − ω

))
L2(Q)

+

(
υ,

∂

∂x

(
ω(n) − ω

))
L2
ρ(Q)

. (3.5.52)

Substituons (3.5.50)− (3.5.52) dans (3.5.49) , on obtient

H
(
ω(n) − ω, υ

)
=

(
xυt,

∂

∂t

(
ω(n) − ω

))
L2
ρ(Q)

−
(
=xυt,

∂

∂t

(
ω(n) − ω

))
L2
ρ(Q)

+

(
xυx,

∂

∂x

(
ω(n) − ω

))
L2
ρ(Q)

. (3.5.53)

Appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur les termes du côté droit de (3.5.53) , on trouve(
xυt,

∂

∂t

(
ω(n) − ω

))
L2
ρ(Q)

≤ a ‖υt‖L2
ρ(Q) .

∥∥∥∥ ∂∂t (ω(n) − ω
)∥∥∥∥

L2
ρ(Q)

, (3.5.54)

−
(
=xυt,

∂

∂t

(
ω(n) − ω

))
L2
ρ(Q)

≤ ‖=xυt‖L2
ρ(Q) .

∥∥∥∥ ∂∂t (ω(n) − ω
)∥∥∥∥

L2
ρ(Q)

≤ 2a ‖υt‖L2
ρ(Q) .

∥∥∥∥ ∂∂t (ω(n) − ω
)∥∥∥∥

L2
ρ(Q)

, (3.5.55)
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(
xυx,

∂

∂x

(
ω(n) − ω

))
L2
ρ(Q)

≤ a ‖υx‖L2
ρ(Q) .

∥∥∥∥ ∂∂x (ω(n) − ω
)∥∥∥∥

L2
ρ(Q)

, (3.5.56)

Combinant l’inégalités (3.5.53)− (3.5.56), on obtient

H
(
ω(n) − ω, υ

)
≤ 3a ‖υt‖L2

ρ(Q) .

∥∥∥∥ ∂∂t (ω(n) − ω
)∥∥∥∥

L2
ρ(Q)

+a ‖υx‖L2
ρ(Q) .

∥∥∥∥ ∂∂x (ω(n) − ω
)∥∥∥∥

L2
ρ(Q)

≤ 3a ‖υt‖L2
ρ(Q) .

∥∥ω(n) − ω
∥∥
W 1,1
ρ (Q)

+3a ‖υx‖L2
ρ(Q) .

∥∥ω(n) − ω
∥∥
W 1,1
ρ (Q)

.

Ceci implique

H
(
ω(n) − ω, υ

)
≤ 3a

∥∥ω(n) − ω
∥∥
W 1,1
ρ (Q)

(
‖υt‖L2

ρ(Q) + ‖υx‖L2
ρ(Q)

)
, (3.5.57)

en d’autre part on a(
υx,=x

(
ξF
(
ξ, t, ω(n−1), ω

(n−1)
ξ

))
−=x (ξF (ξ, t, ω, ωξ))

)
L2
ρ(Q)

≤ a
1
2 ‖υx‖L2

ρ(Q)

∥∥∥=x (ξF (ξ, t, ω(n−1), ω
(n−1)
ξ

))
−=x (ξF (ξ, t, ω, ωξ))

∥∥∥
L2
ρ(Q)

≤ a2

√
2
‖υx‖L2

ρ(Q)

∥∥F (x, t, ω(n−1), ω(n−1)
x

)
− F (x, t, ω, ωx)

∥∥
L2
ρ(Q)

≤ a2d√
2
‖υx‖L2

ρ(Q)

∥∥(ω(n−1) − ω
)

+
(
ω(n−1)
x − ωx

)∥∥
L2
ρ(Q)

≤ a2d ‖υx‖L2
ρ(Q)

(∥∥ω(n−1) − ω
∥∥2

L2
ρ(Q)

+
∥∥ω(n−1)

x − ωx
∥∥2

L2
ρ(Q)

) 1
2

≤ a2d ‖υx‖L2
ρ(Q)

∥∥ω(n−1) − ω
∥∥2

W 1,1
ρ (Q)

. (3.5.58)

Prenons en compte (3.5.57) et (3.5.58) , et par passage à la limite quand n→∞ dans (3.5.53) nous

obtenons

H (ω, υ) = (υx,=x (ξF (ξ, t, ω, ωξ)))L2
ρ(Q) .

Ainsi, nous avons prouvé ce qui suit
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Théorème 3.4 Supposons que la condition (B) est satisfaite, et tel que d < 1√
Tk2

e−
k1T

2 , alors le

problème (3.5.7)− (3.5.11) admet une solution faible unique appartient à W 1,1
ρ (Q) .

Il reste maintenant à prouver l’unicité de la solution du problème (3.5.7)− (3.5.11) .

Théorème 3.5 Si la condition (B) est satisfaite, alors le problème (3.5.7) − (3.5.11) admet une

solution unique.

Preuve. On suppose que ω1, ω2 ∈ W 1,1
ρ (Q) sont deux solutions du problème (3.5.7) − (3.5.11) ,

alors V = ω1 − ω2 ∈ W 1,1
ρ (Q) et satisfait

Vtt − Vxx −
1

x
Vx = σ (x, t) . (3.5.59)

V (x, 0) = 0, (3.5.60)

Vt (x, 0) = 0, (3.5.61)

V (a, t) = 0, (3.5.62)∫ t

0

V dx = 0, (3.5.63)

où

σ (x, t) = F

(
x, t, ω1,

∂ω1

∂x

)
− F

(
x, t, ω2,

∂ω1

∂x

)
.

Considérons le produit scalaire dans L2
ρ (Q) , de l’équation différentielle (3.5.59) et l’opérateur

intégro-difféentielles

MV = Vt − (τ − t)
∫ t

0

=x (ξVξ) (x, s) ds.

Nous suivons la même procédure utilisée pour demontrer le Lemme 3.5.3, on a

‖V ‖W 1,1
ρ (Q) ≤ k ‖V ‖W 1,1

ρ (Q) . (3.5.64)

D’où

k = d
√
Tk2e

k1T
2 ,

avec

k1 = max

{
2aT 2 +

aT 4

2
, a3 + 2

}
,

k2 = a3 + 2.

comme k < 1, on déduit de (3.5.64) que

(1− k) ‖V ‖W 1,1
ρ (Q) = 0.
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Ce qui implique que V = ω1 − ω2 = 0, par conséquent ω1 = ω2 ∈ W 1,1
ρ (Q) .

Ceci termine la démonstration du Théorème 3.5. Ainsi, nous avons prouvé l’unicité de la solution

du problème (3.5.7)− (3.5.11) .
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Conclusion

Ce mémoire est consacrée à l’étude de l’existence et de l’unicité de deux problèmes par la mé-

thode des inégalité énergétique. Malgré sa complexité et difficultés dans le choix de multiplicateur

Mu et les espaces fonctionnelles, nous avons pu établir l’existence et l’unicité et la dépendance

continue du solution par rapport les donnés initiales de ces problèmes proposées.
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