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Résumeé
Le but de ce travail est d’¢tudi¢e quelques problemes mixtes non
locaux par la méthode des inégalités énergetiques ( estimation a
priori ).
Le premier probléme est une équation parabolique avec condition

classique.
Le deuxieme probléme est une équation hyperbolique de
deuxiéme degré en combinant une condition classique et une autre

intégral.



Abstract

The objective of this work is to study some mixed problems non
local by the inequality energy method (priori estimate).

The first problem is a parabolic equation with classical condition.

The second is an hyperbolic equation of second order combining a
classical and an integral conditions.
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Introduction

Dans la théorie des équations aux dérivées partielles (EDP) plusieurs phénomeénes physiques
peuvent étre modélisé et décrits en termes de problémes non locaux, c’est-a-dire comme des
problemes mixtes avec des conditions aux limites intégrales.

Les conditions aux limites non locales se posent beaucoup lorsque les informations sur la fron-
tiere ne peuvent étre mesuré directement mais les valeurs moyennes sont connues. Une condition
intégrale, peut représenter physiquement une moyenne, un flux, une énergie totale ou une masse
totale.

La résolution des problemes mixtes ayant des conditions non-locales a commencé au début
des années soixante, ou Canon [6] a utilisé la méthode potentielle pour prouve que équation pa-
rabolique homogéne associée a des conditions classiques et non- classique est bien posée. Ensuite,
Kamynin [13] a généralisé les résultats obtenus par Canon en utilisant un systeme d’équations
intégrales. Mouravei et Philinovsku [32] ont utilisé le principe de maximum en combinant un
Neumann et une condition intégrale pour '’équation de chaleur. Lonkin [12], a étudié également
d’autres cours de problemes mixtes avec des conditions intégrales.

Actuellement, les méthodes fonctionnelles sont devenus tres actif et essentielles dans I’étude
des problemes mathématiques théoriques et appliqués.

Dans ce mémoire, nous avons appliqué la méthode d’inégalité énergétique pour deux pro-
bléemes aux limites. La méthode d’inégalité énergétique dite aussi méthode d’analyse fonctionnelle
et méthode des estimations a priori. Cette méthode a été introduites et nommeées par Sergei Na-
tanovich Bernstein (1906, 1910), qui les a utilisées pour prouver l'existence de solutions aux
équations elliptiques non linéaires du second ordre dans le plan. Parmi les premiers exemples im-
portants d’estimations a priori, citons les estimations de Schauder données par Schauder (1934,
1937) et les estimations données par De Giorgi et Nash pour les équations elliptiques ou pa-
raboliques du second ordre dans de nombreuses variables dans leur solution au dix-neuvieme
probleme de Hilbert.

La méthode des estimations a priori est une méthode efficace pour I'étude de beaucoup de
problemes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide et est
développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans I'application de cette méthode on trouve
des difficultés parmi les quelles nous citons :

* Le choix des espaces fonctionnels.
* Le choix du multiplicateur Mu.

Pour étudier les problemes posé, nous écrivons tout d’abord le probleme donnéé dans le




formulaire opérateur :
Lu = F,

Pour 'opérateur L engendré par le probleme considéré, nous démontrons l'inégalité de 'énergie

du type

lullp < CllLully, VueD(L). (1

Cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant '’équa-
tion donnée par un opérateur M« contenant la fonction u ou ses dérivées et une certaine fonction
poids, et en intégrant sur le domaine.

Le choix du multiplicateur Mu est fondamental, il est dicté par I’équation et les conditions aux
limites.

Ensuite dans les topologies fortes des espaces B et H on construit la fermeture L de I'opérateur

L, et la solution de I'’équation

Lu=F,

est appelée solution forte du probléme considéré. A I'aide d’un passage a la limite, on prolonge

I'inégalité (1) a u € D(L), on obtient

|ul|lg < C ||zuHH, Vue D (L).

et ainsi est garantie I'existence de la solution sur 'ensemble des images R(L) de lopérateur L.
Comme l'image de 'opérateur L est fermée dans H et que R (L) = R(L),pour la démonstration
de l'existence de la solution forte pour tout F € H il suffit d’établir la densité de R(L) dans H
qui est obtenue a l'aide des opérateurs de régularisation. Cunicité est déduite de I'inégalité de
I'énergie (1).
Notre mémoire se compose de trois chapitres
Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques outils de base tel que la théorie
des espaces fonctionnels et a la théorie des opérateurs, ainsi les inégalités et quelque théorémes
utilisées dans cette mémoire.
Le second chapitre est voué a étudier I'existence et 'unicité d’'une solution forte généralisée
d’un probléme parabolique linéaire du quatrieme ordre avec les conditions classiques.
Le troisieme chapitre on a prouvé l'existence et I'unicité d’une solution faible d’un pro-
bleme hyperbolique non-linéaire avec une condition intégrale et une condition de Dirichlet. Ou,
on montre 'existence et I'unicité de la solution forte pour le probleme linéaire par la méthode

d’inégalité d’énergie. Ensuite, en appliquant un processus itératif basé sur les résultats obtenus




pour le probleme linéaire, on prouve l'existence et 'unicité de la solution faible du probleme
non-linéaire.

On termine ce travaille par une conclusion et une bibliographe.




Espace vectoriel normé.

La norme.

Le produit scalaire.

Un ouvert borné dans R.

La limite.

La convergence forte.

Lespace des fonctions mesurables u sur Q vérifiant [, |ul” dz < oc.
Lespace des fonctions de carré intégrable.

Tespace de Hilbert avec poid des fonctions définies et de carré intégrales.
Lensemble de toutes les fonctions indéfiniment dérivables.

Un espace de Hilbert.

Un espace de Banach.

Un opérateur linéaire.

Le domaine de définition de L.

La fermeture de L.

Padhérence de D(L).

Tensemble des valeurs Lu pour tout u € D(A).

Opérateur différentiel.

La dérivée partielle.

Lespace des fonctions u € L™(Q), tel que D*u € L™(Q2), ou |k| < 1.
Lespace des fonctions u € W/ (2)a suport compact dans 2.
Linjection canonique.

La norme dans Pespace W ().

Le produit scalaire dans I'espace W32(2).




Chapitre 1

Notions Préliminaires

Le présent chapitre est consacré aux rappels essentiels des notions et des concepts de base
d’analyse utilisés tout le long de ce travail, a usage permanent dans les prochains chapitres. Ces
importantes notions sont énoncées sous forme de définitions, théoremes, corollaires et lemmes.

Pour plus de détails, des références a la littérature seront systématiquement données.

1.1 Espace Normés, Espace de Banach et Espace de Hilbert

1.1.1 Espace linéaire

Définition 1.1 Soit E' un ensemble des éléments dénotés : x,y.......... On suppose que chaque paire
des éléments (x,y) peut étre combiné par un opération nommeée addition pour donner un autre
élément z dénoté z = x + y. On suppose aussi que chaque nombre réel et chaque élément x peut
étre combiné par une opération notée multiplication pour donner un autre élément y dénoté par
y = Px. Lensemble E avec ces deux opérations est nommé un espace linéaire si les axiomes suivants
sont satisfaits

rTty=y+ax (1.1.1)

r+(y+2)=(x+y)+ =z (1.1.2)

Il y a dans FE un élément unique, dénoté par 0 nommé Uélément neutre tel que
r+0=x,Vx ek (1.1.3)
Pour chaque = € E correspond un élément unique, dénoté par (—x) tel que
r+ (—x)=0. (1.1.4)

7
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alz +vy) = ar + ay. (1.1.5)
(a+ B)z = az + Bz. (1.1.6)
(aB)z = a(Bz). (1.1.7)
l.x == (1.1.8)

0.x =0. (1.1.9)

Pour tout a,f € Ret x,y € F.

1.1.2 Espace Normée :
Définition 1.2 Une norme sur Uespace vectoriel linéaire E, est une fonction a valeur réelle

.|| : E— [0, oo[, dont la valeur a u est dénoté par ||u|| (norme de u) vérifiant les trois axiomes
a) |lul| >0,Vu € Eetlul| =0<«= u=0.
b) [|Aull = [A[fJull, VA € k.

) [Ju+v| < |lul|+ |lv|| (Inégalité triangulaire) .

Définition 1.3 (Espace linéaire normé) : Un espace linéaire £ muni d’une norme est nommé un

espace linéaire normé, noté par (E, ||.||) .

1.1.3 Espace de Banach :

Définition 1.4 La convergence d’une suite (x,), ndéléments de X vers x dans la norme de X
(convergence forte) est définie par

ln — || — 0,
n—oo

et on note par

T, — T,
Définition 1.5 Une suite (z,,),.déléments d'un espace normé X est dite suite de Cauchy si
|z, — xq”x — 0 quand p, ¢ — o0,
<= Ve > 0,3IN,,Vp > N.,Vqg > N, = ||z, — x| <e.
Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.6 Un espace normé E est dit espace complet si est seulement si toute suite de Cauchy
(25,),,ende E est une suite convergente dans E.

1.1. Espace Normés, Espace de Banach et Espace de Hilbert E
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Définition 1.7 Soit (E, || . ||) un espace normé, on dit que E est un espace de Banach si E est un

espace complet.

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.8 On appelle un produit scalaire sur X et on note (.,.), tout forme sésquilinéaire,
hermitienne et défini positive définir de X x X dansk, c.a.d
(1) Linéarité :
+ Y - ) + Y Y
Ve,y,z € X,Va, § €k, (ax + By, 2) g(m ?) f(y ?)
(z,ay + Bz) = alz,y) + Bz, 2),

(2) Hermitienne :

Vao,y € X, (z,y) = (v, 2).

(3) Définie positive :
Ve e X — {0}, (x,x) > Oet(z,2) =0 = 2 = 0.

Naturellement si k = R, le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Le nombre (z.y) appelé produit scalaire des vecteurs.

Définition 1.9 On appelle espace préhilbertien tout espace vectoriel muni d’une norme associée a

un produit scalaire.

Définition 1.10 Un espace de Hilbert (H, (.,.)) est un espace préhilbertien qui est complet pour la

norme associée a ce produit scalaire.

Théoreme 1.1 Pour qu’un espace normé X soit préhilbertien il faut et il suffit que sa norme satisfait

a lidentité du parallélogramme c.a.d
lz+ylx +llz =yl = 2 (l2l% + lvl%) Yoy € X.

Remarque 1.1 On conclut du théoréme ci-dessus q’un espace de Hilbert est un espace de Banach

sa norme satisfait Uidentité du parallélogramme.

*Les EDP linéaire du second ordre

Définition 1.11 Quant on pose X = (x1, s, ........ ,x,) € R™ une équation aux dérivées partielles

du second ordre sera de la forme

503 (0 350 (0 + 3B (X) 5 () + CU = G ),

i=1 j=1

1.2. Espace de Hilbert [}
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avec A;.;, B;,C,G des fonctions indépendantes de U ne s‘annulant pas toutes simultanément dans
R™.

Si nous limitons dans R?, c’est a dire X = (z,y), alors

02U 02U 0?U oU oU
A. B. C—+D.—+FE—+FU=0.
0x? * 0xy * 0y? * ox + dy *

On peut classer les EDP linéaire d’ordre deux en trois grandes familles : elliptique, hyperbolique
et paraboliques.

- Les équations elliptiques :

Péquation est elliptique si B? — 4AC < 0.

Exemple 1.1 AU = f [Léquation de Poisson.

- Les équations hyperboliques :

Péquation est hyperbolique si B? — 4AC = 0.

Exemple 1.2 U;; — AU =0 [Léquation des ondes.

- Les équations paraboliques :

Péquation est parabolique si B? — 4AC = 0.

Exemple 1.3 U, — AU =0 Léquation de la chaleur

1.3 Orthogonaux et Complémentaire Orthogonal

Définition 1.12 Soit H un espace préhilbertien et x,y deux vecteurs de H.On dit que x est orthogo-
nale a y si (x,y) = 0 et on écrit

x L.
Remarque 1.2 = | y <=y L z. On dit aussi que les deux vecteurs x et y sont orthogonaux.

Définition 1.13 Deux sous-ensembles A et B d'un espace préhilbertien H sont dit orthogonaux
lorsque (a,b) = 0, pour tout (a,b) € A x Betonnote A L B.

Définition 1.14 Soit M un sous-ensemble d’'un espace préhilbertien H. On appelle complémentaire

orthogonal de N et on note N+ 'ensemble

N+t ={r € H,Vac N, (a,z)=0}.

1.3. Orthogonaux et Complémentaire Orthogonal
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Proposition 1.1 Il est clair que N+ est un sous-espace fermé, si N est un sous-espace fermé d’'un

espace de Hilbert H alors, H = N & N-+ (somme directe orthogonal).

1. Pégalité H = N @ N-'tsignifie que tout éléments z de H s’écrit d’'une facon unique
delaforme z=x+yolxr e Netyec N+

2. expression H = N @ N~test dite décomposition orthogonale de I'éspace H.

Théoreme 1.2 Soit H un espace de Hilbert, un sous-espace N de H est dense si et seulement si
N+ ={0}.

1.4 Inversibilité d’un opérateur

On désigne par (B, ||.||) un espace de Banach sur k := R ou C. Si (E, ||.|| ;) est un espace vectoriel
normé sur k, on désigne par L(B, F) I'espace des applications linéaires de B dans F et L(B, F)
I'espace des applications linéaires continues de B dans E. Si B := FE, on note simplement L(B) :=

L(B, B) et L(B) := L(B, B). Enfin, s’il y a risque de confusion on notera la norme de B par]||.|| ;.

Définition 1.15 Soit A € L(B) est dit inversible s’il existe S € L(B) tel que AS = I, (inversible
a droite) et SA = I,,(inversible a gauche), ou I désigne lopérateur identité.Un tel opérateur

(lorsqu’il existe) est unique.On Uappelle opérateur inverse de A et on le note S = A™!.

On note GL(B) 'ensemble des opérateurs A € £(B) inversibles.

Remarque 1.3 Siun opérateur est inversible a droite et injectif (resp inversible a gauche et surjectif) alors

il est inversible et tout inverse a droite (ou a gauche) est égale a l'inverse.
Théoreme 1.3 (Théoréme de 'inverse de Banach) : Si A € L(B) (B espace de Banach) est bijectif

alors, son inverse A~ 'est continu.

Théoreme 1.4 Soit A € GL(H), H est Hilbert, A est inversible si et seulement si
(i) A est inferieurement borné : (i.e.3a > 0| Az ||> a || z || Vo € H).
(ii) Im(A) est dense dans H : (Im(A) = H).

Lemme 1.1 Soit A € GL(E) est inversible alors

Vee H || Az|> ||A7 7 =]l

1.4. Inversibilité d'un opérateur
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Corollaire 1.1 Soient (B, ||.|z) un espace de Banach sur k et A € L(E, B). Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes

1. Il existe C' > Otelle que, pour tout x € E, ona : ||Az| 5 > C ||z 5

2. A est injectif et Im(A) est fermé dans B .

Corollaire 1.2 Soient (B, ||.|z) un espace de Banach sur k et A € L(E, B). Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes
1.Im (A) = B et il existe C' > 0 telle que, pour tout x € E, on ||Az||z > C ||z 5

2. A est inversible..

Définition 1.16 (Adjoint d’'un opérateur) : Soient E et F deux espaces de Hilbert et T € L(E, F).
Lunique application linéaire T* € L(E, F) telle que pour tous z € E, y € F ona

(Tz,y) = (2, T"y),
est appelée adjointe de T.
Théoreme 1.5 Un opérateur T' € L(E, ') est inversible si et seulement si T* est inversible, et alors

ona
(T =(T7")".

1.5 Espace de sobolev

Définition 1.17 Soit m > 0,p > 1, W™P (Q) est U'ensemble de toutes les fonctions u € L? (Q2) ayant

des dérivées généalisées jusqu’a lordre [ (inclus) dans LP (€2)
WwmP(Q) ={ue LP(): D € LP(Q);Va: |af <m}.
ol @ = (g, eevevennn. ,ap,) € N est un multi-indice et

olal

n
D* = avec |a| = E ;.
01310 x,...0%x,,’ o — '
1=

Si on munit W™? (Q2) de la norme suivant

lullzo) = Nullwmaq
- ooy P ’
~ [ | ]
Qk:0 (k}) 1 [ BEEERTRERRRR

on obtient un espace de Banach.

1.5. Espace de sobolev
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Définition 1.18 W, est le sous espace de W™Pconstitués de toutes les fonctions u € W™P et a

support compact dans Q.

Tespace WW,* (Q) joue un rol trés important pour la résolution des problémes aux limites des E.D.P
de seconde ordre de tous type.
Le produit scalaire dans W, (Q) et W2 (Q) est défini par

(1, 0) B0y =

L2(2) Vi)

(u
= / (uv + uzv,) do
Q
(1, 0) 120 + (U, V2) 12(q) -

ou

n

UgVy = E Ug; Uy

i=1

n
2 _ 2
v, = E (U
i=1
n

2 _ 2
u; = gu%

=1

Sim=20
wor (Q)=LF(Q).

Si p=2
wm2(Q) =H™(Q) ={ue L?(Q): D*ue L*(Q);Va: |a| <m}.

1.6 Les espaces fonctionnels
Définition 1.19 Soit p € Ravec 1 < p < oo et ) € R™ un ensemble mesurable au sens de Lebesgue.

On définit
LP () = {u : 2 — R, u fonction mésurable et / |ul do < oo} :
Q

il = ( [ 1ute |pdx)

Muni de la norme

1.6. Les espaces fonctionnels
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Notation 1.1 Si p = 2, L? () est un espace de Hilbert muni de la norme et le produit scalaire

suivant

2

ol = / de |

Q

(U, V) p2q) = /uvdz.

Q
On peut considérer comme sous espaces dans L” (2) les espaces
a) C>™ ().

b) ensemble de tous les polynémes.

c) C ().

Définition 1.20 On définit I'éspace L>° comme suit
L*>(Q) = {u : mesurable \3C tel que |u(z)| < C sur Q}.
L*>(Q) est un espace complet pour la norme

L=(2) = sup |u (z)].

e

7 [ o, 0 . 2 2 . . . /[ . yaud 7
Définition 1.21 Soit L7 (€2) Uespace de Hilbert avec poid des fonctions définies et de carré intégrales

muni de la norme et le produit scalair suivant

(u,v)L%(Q) = (2, V) o) = /mu.vdxdt.
Q

2

lullg2iq) = H\/_u||L2(Q /:L' u?dw dt

Q

Définition 1.22 W,-° (Q)est un espace de Hilbert muni de la norme et le produit scalaire suivant

(u, U)W;vO(Q) = (u,v) + (U, Um)Lg(Q) :

L2(Q)

2
lullfyro = lull”,  + lluallzag) -

L2(Q)

1.6. Les espaces fonctionnels
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Définition 1.23 W' (Q) est un espace de Hilbert muni de la norme et le produit scalaire suivant

(W, V)i = (W,0) , A (e V) 3 g) + (U V1) 12q) -

L3(Q)

2
L2(Q)

2

2
+ ] L
P

L2(Q) + HUtH

2
lullyrr g = llull

1.7 Quelques propriétés d’opérateurs dans un Hilbert

Définition 1.24 Un opérateur A défini par un ensemble D (A) C H (H espace de Hilbert) fait

associé a chaque u € D (A) un certain élément v € H (i.e)
Au = .
A est linéaire si, Yuj,us € D(A), VA, ueR
A(Auy + pug) = MNA(ur) + pA(uz).
A est bornée si, dc > 0 tel que
Vu € D(A), ||Au|| < c|lu|| sur D(A).
— Un sous-ensemble important du domaine de A est I'espace nul de A, N (A), ou

N (A) = {z € D(A): Az = 0}.
1.7.1 Opérateur linéaire [fermée,fermable]

Définition 1.25 Soit A : H; — H, (opérateur linéaire), on note D(A) sont domaine de définition,
D(A) C Hy, et R(A) Uensembles des valeurs de A.

RA) = {Au,ue DAY=y [4u].

1. Si ||A]] < oo, on dit que A est borné.
2. A est continue si u,, — « dans H; alors Au, — Au dans H,.
3. opérateur T est appelé extension de A si

x D(A) C D(T).

*Au = Tu, Yu € D(A).

1.7. Quelques propriétés d'opérateurs dans un Hilbert
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Définition 1.26 Lopérateur A : H; — H, est dit fermé si pour toute suite u,, € D(A) on a

u, — wudans Hy,

Au, — fdans Hy,

alors
u € D(A) et Au = f.

Définition 1.27 On dit que Uopérateur A est fermable si pour tout suite u, € D(A),u, — 0 et
Au,, — f alors f = 0.

Définition 1.28 Le graphe de Uopérateur linéaire A : X — Y est U'ensemble des paires ordonnées
I'(A) ={(z,Ax) |xr € D(A)} C X x Y.
Le graphe est un sous espace de X x Y.

Définition 1.29 Lopérateur A est une extension de A si et seulement si

T(A) 5 T(A).

Définition 1.30 On dit que l'opérateur A est fermé si son graphe est fermé dans X x Y, et noté par

A.

Définition 1.31 Lopérateur A est dit fermable s’il posséde une extension fermée. Chaque opérateur

ermable admet une plus petite extension fermée qu’on appelle sa fermeture et noté par A.
plus p q pp p

1.8 Formule de Green

On suppose que €2 est un ouvert borné de R". Soient u, v deux fonctions de classe C? dans €. Les

formules suivantes sont appelées formules de Green

/U%dS = /(UAU + Vou.Vu) dz, (1.8.1)
v
oN Q
ou ov
/(U% - u%)ds = /ﬂ (VAU — uAv) dz, (1.8.2)

o

ol dS désigne la mesure de surface sur 0f).

1.8. Formule de Green
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En effet, les formules de Green (1.8.1) et (1.8.2) tiennent plus généralement pour u,v € C? (Q) N

C' (€2) ,ou les intégrales sur et I converge.
Cas spéciaux
— Sion prend v = 1dans (1.8.1), on a

ou

—dS = / Audzx,
ov
o0 Q

— Sion prend v = v dans (1.8.1), on a

u?aléY = / (uAu + |Vu|2) dx.
v

oN Q

1.9 Opérateurs de régularisation

Soit w une fonction de classe C*° d’une seule variable ¢ tel que : w(¢) > 0 et w({) =0, si|¢| > 1

00 1
et/w(()dC:/w(C)dC:10nnotepar
—0o0 -1

1 x—a
/—_
(o) = 1w (225,
pour tout € > 0, on a
/wE (v, 2")dx’ = /wE (v, 2")dzx’' =1,

pour tout € > 0, on a

et
we (z,2') =0si |z — 2| > e.
Soit Q = (a,b) CRetue L*(Q).
On définit Popérateur de régularisation Ve > 0, p_ : L? () — L*(Q) par

o)) = [ o) uta)is

Q

_ / we () h(e)da,

lx—a'|<e

1.9. Opérateurs de régularisation
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ou Q= (a,b) CRethe L*(Q).

Propriété de p,

P; La fonction p.h € C= (Q) et h € L*(Q).
P, Sih e L?(Q) alors u € L? (Q), ainsi

ol = Bl 20 =0
et
HﬂehHL2(Q) < H:OshHLQ(Q)'

Py Liph=pLhsiheCt(Q).
P, SiaeC(Q)ethe L?(N), alors

HOK,Oah — Pe (ah)HL?(Q) 5:)0 0.

P; Sia € C(Q)ethe L*(Q), alors

— 0.
e—0

a.. (apsh — Pe (ah))

I

L2(Q)

1.10 Quelques Inégalités Importantes

1.10.1 Lemme de Gronwall

Si les fi(7) (i = 1,2,3) sont des fonctions positives sur Uintervalle (0,T) et fi (1), f2(7) sont

intégrables et f3(7) est non décroissante sur (0,7T") , alors si

S, f1 + fo(7) < f3(T) 4 ¢S, folt),

alors
Srfi+ fa(7) < e f3(7).

ou

3, f; (T):/f,- W)dt (i=1,2,..).
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1.10.2 Inégalité de Cauchy-Schwartz

/Q w(z)o(z)de < ( /Q uz(z)dx)é ( /Q vz(x)da:)z.

ol u,v € L*().

1.10.3 Inégalité de Cauchy

1 1
ab < §|a|2+§|b|2,Va,b€R.

1.10.4 Inégalité de Cauchy avec ¢

Pour toute > 0, eta,b € R, ona
€ 12 [,
b< - — |b]".
ab < = faf’ + - b

1.10.5 Inégalité de Young (Inégalité de Cauchy généralisée)

Pour touta,b € R,p>1ona
1 -1
ab < = Jaff + 2= ||t
p p

1.10.6 Inégalité de Young avec ¢

Pour tout ¢ > 0, a, b arbitraire (réels)

1 —1|b|T
la.b| < = |eal” + L ‘— , pour tout p > 1.
p p ¢

1.10.7 Inégalité de Holder

Pour tout u € L? () et u € L7(2), on a I'inégalité suivante

Ju@o < (/ u(x)?’)p (/())
Q Q

Q
oup>1let % + % = 1. Cette inégalité est la généralisation de I'inégalité de l'integrale de Cauchy-

Shwartz.

1.10. Quelques Inégalités Importantes
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1.10.8 Inégalité de Poincaré

Soit Q2 un ouvert borné de R", alors il existe une constante Cp > 0 tel que pour toute fonction
u e Wy?(Q)

/ uldr < CF / uldz,Yu € WHQ).
Q Q

1.10. Quelques Inégalités Importantes



Chapitre 2

Sur un probleme mixte pour une équation

parabolique avec conditions classiques

Ce chapitre est consacré a I’étude d’'une équation parabolique linéaire du quatriéme ordre avec
des conditions classiques. Nous prouvons 'existence et 'unicité d’une solution forte du probleme

donné.

2.1 Position du probleme

Dans la région @ = (0,¢) x [0,T] = {(z,t) : 0 <z < ¢,0 <t < T}.On considere le probleme

mixte suivant pour une équation parabolique du quatrieme ordre. On cherche une fonction u :

@ — R tel que
L — % — (92_u + (f“)4_u
v ot 0x?2 Ozt
= f(z,t). (2.1.1)

On associé a 'équation (2.1.1) la condition initiale

lu = u(x,0) = p(z), (2.1.2)

et les conditions aux limites

21
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u(0,t) = 0,
0%u
@(0» t) = 0,
u(l,t) = 0,
0%u
Ei;§(£7t) - O, (2'1~3)

ou f, ¢ sont des fonctions données.
Nous allons étudier en détail le probléme (2.1.1)—(2.1.3), on introduit 'espace de Hilbert L?(Q), et

Iespace de Sobolev 1W;°(Q) avec la norme associée

lullfy200g) = llZ2ig) + el Z2iq) + llttaell72(q)-

Ensuite, le probleme (2.1.1) — (2.1.3) peut étre formulé comme suit

Lu = (Lu,lu)
= (fr9),

Lopérateur L est défini sur B vers H, ou B est un espace de Banach constitué de fonction u €

L*(Q) ayant la norme finie définie par
2 2
lulfy = s {llae D00} + [l
et H est 'espace de Hilbert L?(0,¢) x L?(Q) avec une norme

1Zullf = lellZ20. + 111 Z2()-

Soit D (L) le domaine de L qui est 'ensemble de toutes les fonctions u € L?(Q) tel que uy, Uy, Upy, Uppt, Uz

€ L*(Q) est satisfaisant les conditions aux limites (2.1.3) .

2.2 LDunicité de la solution

Théoreme 2.1 Pour toute fonctions u € D(L), on a Uestimation suivante

2
swp {JJu(e 1) Ba | + 1 Pang) < K (k@B + flag): @21

0<r<T

2.2. L'unicité de la solution
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ou K est une constante positive indépendante de u.
Preuve. On considere le produit scalaire dans L?(Q,) de I'equation (2.1.1) et I'opérateur

Mu = u, (2.2.2)
avec Q, = Q2 x (0,7) = (0,¢) x (0,7),7 € (0,T), on obtient

0*u o*u
(Mu, Lu)r2(@,) = (U, u)r2@n) — (55, Wraen + (57, WraQn), (2.2.3)

En utilisant les conditions aux limites (2.1.3) et en intégrant par partie, on obtient

(ug, u)r20,) = /utudxdt

Qr
L T
= //utuda:dt
00
T
1
= 5//2utuda:dt
00

T

( / Supudt)da

||80(95)Hi2(9) : (2.2.4)

2.2. L'unicité de la solution
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On répete les méme calcules sur la deuxieme terme, on obtient

0*u 0*u
_ (@’wﬁ(@f) = —/a—udxdt

2
QT
L Ta2
= —//a—Zudxdt
T
00
= —/[uzu]é dt+/uidmdt
0

-

T

= —/ (uz (0 t)u (€,t) — ug (0,¢) w(0,1)) dt + /uidazdt

0 Q-

= / uldxdt

Qr
2
— T 2 . 22.5
s, (2.2.5)

La calcule de la troisieme terme donne

o' o*u
(@7’&)112(@7_) = @Udl‘dt
Qr

= / Ugppe-UATdt
Qr

T

= / [umx.u]é dt — / Uy Upprdrdl

0 Q-

= — / UpUggrdxdt

Qr

T

= —/[uxum]g dt—l—/uimdxdt

0 Q-

= / u? dxdt

Qr
= [|tae|72(g,)- (2.2.6)

2.2. L'unicité de la solution
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Substitution (2.2.4) — (2.2.6) dans (2.2.3) nous donne

p*(@)dz + [[uol12(q,)

| —
\
N
Py
ﬁ
2
QU
)
|
DN | =
o\(\

+H“MH%2(QT)

= / fudzdt.
QT

En appliquant I'inégalité de Cauchy sur la partie droite de (2.2.7) on obtient
1 2 1 2
fudadt < S|\ Ixo,, + 5 llellaan,
Qr

a partir de (2.2.7) et (2.2.8) on a

2

1
§HU(9L’,T>H%2(Q) + el 72, + luall, o, |

IA

1 2 1 2 1 2
§||f||L2(QT) + §||u||L2(QT) + §||<P||L2(Q)-

Il découle de(2.2.9) que

HU(%TW%Z(Q) + HUIH%%QT) + HUIIH%%QT)

< clllfllizq.) + lulll2q.) + leliz @),

ou
1
C=-.
2

En appliquant Lemme de Gronwalls on trouve

2
lu(e, M)z + ullf200.) < ellfllz2@n + cllelia) + C/HU(% )|z dt;
0

ceci implique que

llu(z, T[T + ullfy20 ) < cexp(er) (1 f1l720p) + lll22@)-

En passant on sup par apport a 7 sur [0, 7], on obtient

sup { (e, )| B2y | + 16l 2000) < cexp(eD) (1 Bqn + 19l Bxm):

0<r<T
donc

Hu<x77)”%’(0.T,L2(O,Z)) + HUH?@O(Q) <K (HfH%%QT) + H()OH%Z(Q))a

(2.2.7)

(2.2.8)

(2.2.9)

(2.2.10)

(2.2.11)

(2.2.12)

2.2. L'unicité de la solution
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ou
K = cexp(cT).

Proposition 2.1 Lopérateur L : B — H admet une fermeture L.

Preuve. Soit u,, € D(L) une suite tel que

u, — 0dans B,

n—oo

et
Lu, — F=(f,¢)dans H.

n—oo

Nous devons montre que

F=0, (Gie) f=0,et p=0.

Puisque (2.2.12) est vérifié, on a
u, — 0dans D'(Q),

ot D'(Q) est Uespace de distribution sur Q.

(2.2.13)

(2.2.14)

(2.2.15)

En vertu de la continuité de dérivation de D'(Q)) dans D'(Q), (2.2.14) implique que

Lu, — 0dans D'(Q).

n—oo

Selon (2.2.13), 0on a
Lu, — fdans L*(Q),

alors
Lu, — fdans D'(Q),

n—o0

D’aprés Uunicité de la limite dans D/(()), on conclut que

f=0,
selon (2.2.13), on conclut également que

lu, — ¢ dans L*(0,0),

n—oo

(2.2.16)

(2.2.17)

(2.2.18)

(2.2.19)

du fait que Uinjection canonique L?(0,¢) — D/(0,¢) est continue, on en déduit que

lu, — ¢ dans D'(0,0),

n—oo

(2.2.20)

2.2. L'unicité de la solution
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alors
[un || 2200 < ||unllB, Vn, (2.2.21)
ona
lu, = 0 dans L*(0,1). (2.2.22)
Par conséquence
lu,, = 0 dans D'(0,1). (2.2.23)

D’apres Uunicité de la limite dans D1(0,1), on conclut que ¢ = 0, donc F = 0. Cela prouve la
poposition 2.1. =

Soit L la fermeture de L, et D(L) son domaine.

Définition 2.1 La solution de U'équation
Lu=F,

pour tout u € D(L) est appelée solution forte de probléme (2.1.1) — (2.1.3).Par passage a la limite,

on prolonge Uestimation (2.2.1) aux solutions fortes
lulls < K[Lulli, Yu € D(L). (2.2.24)

A partir de cette inégalité on a

Corollaire 2.1 Le probléme (2.1.1) — (2.1.3) admet une solution unique et depend continument du
données
F=(fy) €eH

Preuve. Cunicité de solution est due a I'inégalité (2.2.1). Pour la dépendance continue de la solu-

tion forte du données u = (L)~*F, du probléme
F=(fp) €H.
On suppose qu’il existe une solution forte
Lu=F,

et si de plus u; = (L)~'F, est une autre solution du meme probléme, avec second membre F;.
On a

[lu — ] < K|[L(u —w)|]* = K||F = Al
Ce qui signifie qu'une faible variation du second membre F n’entraine qu'une faible variation de

solution. m

Corollaire 2.2 Limage R( L) de lopérateur L est fermé dans H est égal a R(L), (i.e)

R(L)=R(L).

2.2. L'unicité de la solution
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2.3 Solvabilité du probleme

Théoreme 2.2 Pour tout F = (f, ¢) € H, le probléme (2.1.1) — (2.1.3) admet une seul solution forte

u = (L)~'F = L-1F, ot lestimation
lulls < cl|F||a,

est satisfait, et c est une constante positive ne dépend pas de u.

Preuve. De (2.2.24) on conclut que Uopérateur L de domaine D(L) dans R(L) a un inverse L ', et

de corollaire 2.2, on conclut que l'image R(L) de lopérateur L est fermé dans H.

Alors on va prouver la densité de 'ensemble R(L) dans Uespace H, (i.e)

R(L) = H.

pour ¢a on a besoin la proposition suivante m

Proposition 2.2 Soit Dy(L) = {u € D(L) : fu = 0}, pour certain fonction 1) € L*(Q) et pour tout

u € Dy(L),ona

(£u7 @Z’)m(@) = 07
alors

1 = 0 dans Q.

Preuve. Premierement, on définit la fonction ¢ par

T

oz, t) = /g(x,v)dv.

t

Soit

Et soit

(2.3.1)

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.3.4)

(2.3.5)

2.3. Solvabilité du probleme
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Lemme 2.1 La fonction v (z,t) définit par (2.3.5) appartient & L*(Q).

Preuve. Maintenant, en remplacant i dans (2.3.1) par son representation (2.3.5), les relations

(2.3.2) — (2.3.4)

ou

’u  0*u

G~ T g @ =0

Calculant chaque terme dans (2.3.6), on obtient

(uh_utt)L?(Q) = —/ututtd:vdt

alors

d’ou

— /U,tuttdﬂfdt
Q

Q
L T
= —//Ututtdl'dt
00
LT
= //ututtdxdt
0 s
¢
21T
= /ututtdxdt—/[ut}s,
0

Qs

¢
—2/ututtdxdt = —/ [uf]f,
0

(2.3.6)

(2.3.7)

2.3. Solvabilité du probléme
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On répete les méme calcules sur la deuxiéme terme on obtient

(_uﬂcma _utt) = /umuttdzdt

Q
I T
= / / Uy Uppdxdt
0 s
!
= /[utum]f—/utumtdmdt

0 Qs
= — / UpU g dxdt
Qs
T
= - / [wppuy] dt + / UpgUgpdadt
s Qs
= / Upp U dxdt
Qs
= /uitdxdt, (2.3.8)
Qs
La calcule de la troisiéme terme donne
(ummmxy _utt)LQ(Q) = _/U:v:vzzuttdxdt
Q
T
= /[uxxacutt]é dt + /uzxxutt$d$dt
S Qs
T
= /[uxxuttx]f) dt — /umcuttmcdxdt
s Qs
!
= / [utmumfdx + / utzmdxdt
0 Qs
= /ufmd:z;dt. (2.3.9)
Qs
Substitution de (2.3.7) — (2.3.9) dans (2.3.6) donne
1
5/(%(:&, s))?dx + /uitdxdt + /ufmda:dt = 0. (2.3.10)
Q Qs Qs

2.3. Solvabilité du probléme
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Alors
¢($at> = —uy =0,

pour tout (z,t) € Qs = Q x [s,T].
Procédant de cette fagon étape par étape le long des cylindres de hauteurs on prouve que ) = 0 p.p

dans Q. Maintenant, on suppose que pour certains élément G = (v,%,) € R(L)*, on a

(LU, G)H = (£u7 1/J)L2(Q) + (€u7 ¢1)L2(O,l)
= 0. (2.3.11)

On doit prouver que
G=0.

Si on suppose que u € Dy(L) dans (2.3.11), alors
(Lu, ¥) 12 = 0, Yu € Dy(L). (2.3.12)

Par conséquence

<
Il
o

d’otl (2.3.11) prend la forme
(Lu, ¢1)L2(o,z) = 0. (2.3.13)

Puisque l'image R(L) de Uopérateur trace { est dense dans L*(0,1), alors la relation (2.3.13) implique

que

¢1 = 07
par conséquent

G =0,
et cela donne

R(L)*" = {0}
Alors
R(L)=H

n

2.3. Solvabilité du probleme
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Sur un probleme mixte singulier pour une
équation hyperbolique avec conditions non

locale

Dans ce chapitre nous étudions un probléme mixte non locale pour une équation hyperbolique
non linéaire. Nous prouvons l'existence, I'unicité et la dépendance continue dune solution forte
du probleme posé. En écrivant le probleme linéaire sous forme opérationnelle, tout d’abord nous
établissons une estimation a priori pour la solution de laquelle on déduit I'unicité de la solution
forte du probléme linéaire posé. Pour I'existence de la solution, on démontre la densité de I'image
de 'opérateur engendré par le probléme considéré. Sur la base des résultats du probléeme linéaire,
nous appliquons un processus itérative pour établir I'existence, 'unicité et la dépendance continue

de la solution faible du probleme non linéaire.

3.1 Position du probleme
On considere I'équation aux dérivées partielles non linéaire suivante

1
LV=Vy—Vpp — —Vp = [z, t,1,1,), (3.1.1)
x

dans le domaine
Q=0x0T)={(z,t) eR*, 0<z<a, 0<t<T}.
On associé a 'équation (3.1.1) les conditions initiales
v =v(z,0)=¢,(z), z€(0,a), (3.1.2)
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lov = vy (2,0) = ¢y (x), x € (0,a). (3.1.3)

Conditions aux limites de Dirchlet
v(a,t) =1, (t), t€(0,T), (3.1.4)

et la condition intégrale

a

/y (2.8) dz = v, (1), 1 € (0,T), (3.1.5)
0
ou f (x,t,v,v.), ¢y (x), 09 (), (1) et b, (t)sont des fonctions données satisfaisant les conditions

de comptabilitées

b1 (@) = ¥, (0). / by (2) d = 1y (0), (3.1.6)
b (@) = % (0). / b () d = 4 (0). (3.1.7)

La fonction f est lipchitzienne, c’est-a-dire : il existe une constante positive d tel que

| f('rat7yla,u1) - f('rata V27U2)| S d<|V1 - V2| + |U1 _U2|)7 ((A))

pour tout (z,t) € Q.
Nous transformons le probléme (3.1.1) — (3.1.5) avec des conditions aux limites non homogene
(3.1.4) a un probleme équivalent avec des conditions homogeéne, en introduisant une nouvelle

fonction inconnue définie comme suit

u(z,t) =v(x,t)—V(x,t), (3.1.8)
ou
V(2,t) = (1 - @) Wy (1) — w.% OF (3.1.9)

Ensuite, le probleme (3.1.1) — (3.1.5) peut étre formulé comme suit

ﬁu:f(x,t,l/,l/x)—ﬁV:f(x,t,u,ux), (3.1.10)

Elu = gbl (ZE) - ElV == hl (l’) s (3111)

3.1. Position du probléme
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EQU, = ng (I) - gQV == h2 (l’) s (3112)
u(a,t) =0, (31.12)
/u (x,t)dx = 0. (3.1.14)

0
Au lieu de rechercher la fonction v, on recherche la fonction w.

Ainsi, la solution du probleme (3.1.1) —(3.1.5) est donnée par

v(z,t) =u(z,t)+V(x,t).

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2 Nous commencons d’abord par résoudre
le probléme linéaire associé a (3.1.10) — (3.1.14) et introduisez également les espaces fonctionnels
utilisés tout au long du chapitre. Puis dans la section 3, nous prouvons l'unicité de la solution
du probleme linéaire. Et dans la section 4, nous montrons I’existence de solutions. Enfin, dans la
section 5, sur la base des résultats du probleme linéaire, on applique un processus itérative pour

établir 'existence et l'unicité de la solution faible du probléme non linéaire (3.1.10) —(3.1.14).

3.2 Probleme linéaire associé

Pour 'étude du probléme posé nous avons besoin de quelques espaces fonctionnels pour étudier

le probleme mixte non local donné par ’équation

1
Lu =ty — Upy — —ugp = f(2,1), (3.2.1)
T

vérifiant les conditions (3.1.11) —(3.1.14).

Pour étudier le probléme posé, nous introduisons les espaces fonctionnels nécessaires . Soit LZ (Q)
I'espace de Hilbert avec poid des fonctions définies et de carré intégrales muni de le produit
scalaire

(U,U)L%(Q) = (2, V) o) = /xu.vdwdt,
Q

et de la norme

3.2. Probléme linéaire associé
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=

full ey = IVl = | [ uPdo at
Q

Soit W * (Q)I'espace de Hilbert ayant le produit scalaire

(u, V)wrog) = (U, V) 3 (g) + (e Va) 2y -

et avec la norme associée

lellfy 00y = Il 72y + el 72y -

. . 171 ) . . .
Aussi, soit W' (Q) I'espace de Hilbert ayant le produit scalaire

(u, V) i1y = (U, V) 13y + (U, Va) 12y + (e, V1) 12

et avec la norme associée

2 2 2 2
lull22 0y = luliZagy + lislZagy + lhullZagey -

Le probleme (3.2.1), (3.1.11) — (3.1.14) peut étre écrit sous la forme opérationnelle

Lu:(f7h17h2>7 VUGD(L),

ol L est un opérateur donnée par L = (L, {1, (,), avec domaine de définition

u € L2 (Q) 7t€lque Uty Uty Ugy Uty y gy € L2 (Q) )

a

u(a,t) :O,/u(:c,t) =0.

0

D(L) =
L est un opérateur défini sur B vers H, ou B est un espace de Banach avec

||u||%: sup (HU(ZE,T) 1,1 H ),
OSTST WP (Q) B

et H est un espace de Hilbert L2 (Q) x W, (Q) x L? (€2) muni de la norme finie

2 2 2 2
1F e = 122 ) + 1hallwray + 1h2llizq) -

Soit L la fermeture de I'opérateur L, avec le domaine de définition D (L) .

(3.2.2)

3.2. Probléme linéaire associé
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Définition 3.1 On appelée solution forte du probléme (3.2.1),(3.1.11) —(3.1.14) la solution de U'équa-

tion d’opérateur

Tu=F,vu € D (I).

On établisse la méthode des inégalités de l'inérgie pour 'opérateur L, on obtient une estimation

a priori pour l'opérateur L. Enfin, on prouve que 'image R(L) de 'opérateur L est dense dans H.

3.3 Estimation a priori
Théoreme 3.1 Pour tout fonction u € D (L), on a Uestimation a priori
lullzg < C||Lul|g, (3.3.1)

ou C' est une constante positive indépendante de w.
Preuve. On considére le produit scalaire dans L? (Q7) de 'équation (3.2.1) et Popérateur integro-

différentiel

t

Mu=—xz (1 —1t) / (S (Cug)) (x,s)ds + zuy (3.3.2)
0

olt Q" = (0,a) x (0,7) avec 0 < 7 < T, et %‘mvz/ v (&) d¢,

0
on obtient

(Lu, Mu)pogry = — [ (T =D, | (S (§ue)) (,5)ds

L3(QT)

- <(T = 1) g, [ (S (Eug)) (2, 5) ds) L3@")

0

+ O
~

t

s =D [ Q) @) ds
0 L*(QT)

—’_(utt?ut)L%(QT) - (U/CEQ?7ut)L§(Q7) - (ux,Ut)LQ(Q-,—). (3.3.3)

En utilisant les conditions (3.1.13) et (3.1.14) , et en intégrant par parties, on peut évaluer les

3.3. Estimation a priori
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termes comme suit

(Ttutt,/ S, (ue)) )ds)
0 L2(Q7) T
_ _/ |:$(Tt)ut. (/(%x(fw))(:c,s)ds)] de

0 0 0

—i—/w(T—t) .Sy (Eug) drdt — /xut. (j (Ss (€ue)) (z, 5) ds) ddt

QT QT 0

T

= / (7 — 1) [Sy (Cup) .Sy (Eue)]y dt — / (T — 1) up. Sy (Euy) dxdt

0 Q"

- / {% (ur). ( / (S (€ue)) (2, 5) ds ) ] 4

0 0

+/ 2y (Euy) . (/u (, s) ds) dxdt
o

= —((1—1)u:, Sy (fut))LQ(QT) + (/uw (x,s)ds, 3y (Euy) ) : (3.3.4)
@)

0

3.3. Estimation a priori
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T —1) um, (3 (Eug)) (, 5) ds)

[

O/[ (r—t)u (0/%5% 2.5) )]Odt
Ry, (g s

QT 0

/:U2T—tum ( Uy ( )da:dt
- - [ -t (/mgug))( - >ds>da:dt

QT 0

L3(Qm)

o\“

(S (Eug)) (x,s) ds) dxdt

\—/
QU
I
QU
~

T

_%/ |:x2(7t) (/tux(x,s)ds)2] dx

0 0
t

/ux (x,s)ds ) dxdt
. (v ) u, / (S (€ue)) (7, 5) ds)

2

L2(QT)

) (3.3.5)
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(Utt, Ut)L%(QT)

= /:Uutt.utdxdt

QT
.
= 5/ [xuﬂodx
0
1 2 2
= 5y (r,7)dx — = [ xhs (z)dz
0 0
1 2 1 2
- 5 [y (55>T)HL3(Q) ) Hh2HLg(Q) ’ (3.3.6)
- (uxxa Ut)m(@r)
= LUy Urdxdt
QT
= / Ty . ut Jo dt + /ux.utd:cdt
0 Qr
+ / LUy U dTddt
= [ u,.udrdt + / [xui]gdx
QT 0

a

= [ up.updadt + / 2 (2, 7)dx
Q" 0

1 [ [0h
—_ — ] d
/ (ax) v
0
= (u:l?7 t)LQ(QT)

C1[on
o

2
T3 [ (2, 7))

(3.3.7)

2@

3.3. Estimation a priori
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t

o Y / (S (Eue)) (. 5) ds

0
L3(Q7)

_ —/x (r—1)f. (/t (S, (Eue)) (2, ) ds) dadt

0

- ~[@-1 [s (). ( [ (ue) @.) d)] dt

0 0 0

+/x(7—t)£‘y$(§f). (/tuw(m,s)ds) dudt

QT 0

= ((7‘ —1) S, (Ef), (/uw (z,s) ds) ) . (3.3.8)

L2(Q7)

Substitution de (3.3.4) — (3.3.8) dans (3.3.3), on obtient

1 1 2
2 g (2, T)||L2(Q) +5 ||u$( aT)HLg(Q)

8h1
= ke ()] 2 oz
. 2
+ x/ « (2,5) ds
0 L2(Q7)
+ (7 =) U, Sy (gut»L%(QT)

x| ug(z,8)ds, Sy (§ut)>

[e=]

LZ(Qm)

-(+f
< Fo1), S (Ef), (/Otu (z,5) ds))L%(QT)

+ (f7 ut £2(Qm) - (3.3.9)

+

En utilisant I'inégalité de Cauchy avec ¢ et I'inégalité de poincaré, nous estimons chaque terme
sur la partie droite de (3.3.9) comme suit

; 2
1
5 :L‘/um (x,s)ds
0 L2(QT)
T2a 2
< e HUmHLg(QT) , (3.3.10)

3.3. Estimation a priori
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(7 = 1) e, S (1)) 12y

TQQ/ 2 1 2
< — HuxHLg(QT) + 9 1Sz <5Ut)HLg(QT)
T2 a3 9
S ”uCCHL2 QT) Z ||utHL%(Q‘r) ) (3.3.11)
t
- / e (x,5) ds, S, (€w)
0 L2(QT)
t 2
a 1 9
< 3 /um (x,s)ds + 3 |32 (Sut)||L%(QT)
0
L2(Q7)
T?a 5 a’ 9
< luallzzon + 7 lwellzzony » (3.3.12)
t
=096 | fue(os)ds
0 £2(Q")
t 2
1 T?a
< I €Dy + 5 | [ we)ds
0 L2(Q7)
< HfHLz @) L H x||L2(QT (3.3.13)

(f, Ut>Lg(QT)

S gy + 5 lullEaary - (3.3.14)
Combinant I'inégalités (3.3.10) — (3.3.14) et I'égalité (3.3.9), on obtient
2 o .l gy + 5 e Pl
< L@ Ha’“ .
(a1 B o + ; (@ +1) [y
+3 (5 +1) 1z (33.15)

3.3. Estimation a priori
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Il est facile de vérifier que
1 2 1 2
5 (@ Tllse) < 5 thlng( ||u||L2 @t 3 ||ut||L2 @ (3.3.16)

En ajoutant I'inégalité (3.3.16) a (3.3.15) coté a coté, on obtient

2 2 2
[ (2, )2 + Mt (2, )20y + lue (2, 7720

< K[, H— Il
L5(2) LZ(9)
LZ()
2
+ ||f||L2( o T ||U||L3(QT) + luallZ2 g
+ HutHLg(QT)) , (3.3.17)

ou -
K:max{2aT2+aT,a3+2}.

Maintenant, en appliquant le lemme de Gronwall a I'inégalité (3.3.17), nous obtenons

2 K 2
< Ke*" | ||h h
e, )21y < Ke (n 2 lnl? +||f||L2(QT>

p(

ce qui implique

(2, 7) 10 q) < KeXT <||hl||2 +lhel* + ||f||L2 ) (3.3.18)
P wh(@ L3() (@)

Puisque le c6té droit de (3.3.18) ne dépend pas de 7, en prenant la borne supérieure du coté
gauche par rapport a 7 sur I'intervalle [0,7], d’ou l'estimation (3.3.1) avec C' = /K exp (KT).
Puisque nous n’avons aucune information concernant I'image de 'opérateur L , sauf que R (L) C
H, il faut prolonger L pour que l'estimation (3.3.1) est valable pour I'extension et que sa image

soit tout 'espace H. Alors on établisse la proposition suivante. m

Proposition 3.1 Lopérateur L : B — H admet une fermeture L.

Preuve. Soit u,, € D(L) est une suite telle que

u, — 0dans B, (3.3.19)
et
Lu, — F=(f hi,hy) dans H, (3.3.20)

alors il faut montrer que f = 0,h; = 0,hy = 0.

3.3. Estimation a priori
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Puisque (3.3.19) est vérifié, on a
u, — 0dans D' (Q). (3.3.21)

Ot D' (Q) est Uespace de distribution sur Q.
D’aprés la continuité de la dérivation de D’ (Q) dans D' (Q), (3.3.21) implique que

Lu, — 0dans D' (Q). (3.3.22)
Selon (3.3.20), on a

Lu, — fdans L7 (Q). (3.3.23)
Puis

Lu, — fdans D' (Q). (3.3.24)

D’aprés Uunicité de la limite dans D' (Q)) , on conclut que f = 0.

Selon (3.3.20), on conclut également que

lyu, — hy dans W, (). (3.3.25)

n—auoo

Du fait que Uinjection canonique de W (2) dans D' () est continue, on déduit que

lyu, — hydans D'(Q). (3.3.26)

n——aoo

de plus, puisque (3.3.19) est vérifié et

||€1Un||wg(sz) < Nunllg Vn €N, (3.3.27)
Ona
lyu, — 0dans Wp1 Q). (3.3.28)
Par conséquence
liu, — 0dans D' (). (3.3.29)

D’apreés Uunicité de la limite dans D’ (2) ,on conclut de (3.3.26) et (3.3.29) que hy = 0.
En utilisant la méme procédure, on peut montrer que hy = 0. Cela prouve la proposition 3.1.
Puisque les points du graphe de Uopérateur L sont des limites de séquence des points du graphe de L,

puis on prend la limite en (3.3.1) pour obtenir une estimation a priori pour lopérateur L, c’est
lull p < C||Lull,, Yue D(L), (3.3.30)

a partir de laquelle on conclue les résultats. m

3.3. Estimation a priori
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Corollaire 3.1 La solution forte du probléme (3.2.1), (3.1.11) — (3.1.14) est unique et dépend conti-
niiment des données (f, hy, hs) € F.

Corollaire 3.2 Limage R (L) de Uopérateur L est fermé dans H et égal a la fermeture R (L) de
R (L) c’est a dire

R(L) =R(L).

3.4 La solvabilité du probleme

Théoreme 3.2 Le probléme (3.2.1),(3.2.11)—(3.1.14), admet une solution forte unique u = I'F=
L~1F, qui dépend continiiment des données, pour tout f € L2(Q), hy e W) () et hy € L2(Q).

Proposition 3.2 Soit D, (L) = {u € D (L) : {yu = lyu = 0}, si pour w € L2 (Q) et pour tout u €

D, (L),ona
Preuve. On définir la fonction A (z,t) par
T
Az, t) = /w (x,s)ds. (3.4.2)
t
Soit uy, la solution de U’équation
Uy + (Sg (ug +u)),, = A(x,t). (3.4.3)
Et soit 0 0 <<
s
_ ’ == 3.4.4
B {f;(t—r)u”dr, s<t< T. (3.44)
De (3.4.3) et (3.4.4),0ona
w(z,t) = = — (S (Sue + 1)), - (3.4.5)

Nous avons les résultats suivants m
Lemme 3.1 La fonction w (z,t) défini par (3.4.5) est dans w € L2 (Q) .

Preuve. On utilise U'opérateur de régularisation p_ de la forme

=2 [ ( - t) (e, s)ds

€J oo €

3.4. La solvabilité du probléme
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ol
W e 2 (0,T), W (t) >0,
et
+00
W (t)dt = 1.

On applique Uopérateur p, et - a I’ équation (3.4.3), on trouve

& (utt + (%w (5“& + u))tt)
0 0
= ot {(utt + (S (§ue + U’))tt) — Pe (utt + (S (Sue + u>)tt)} + ape/\‘ (3.4.6)
Alors
P 2
H ot (Utt + (\Sx (5“& + U))tt)
LZ2(Q)
2
< H Utt (S (5“{ + U))tt) — Pe (Utt + (S (fuﬁ + u))tt)} ©
£2(Q
+4‘p€ (3.4.7)
0t iz

En utilisant les propriétés de Uopérateur p., on obtient

2 2

(utt + (g (Eue + u))tt) A

b

L3(Q)

5,
< _
< QH&/}‘S

H ot L2(Q)

Puisque p,v — v lorsque ¢ — 0 dans L2(Q), et||-5 (uy + (Sy (Sue +u)),, HLQ(Q est borné, on
conclut que w € L2 (Q).

Puis en remplagant w (x,t) dans (3.4.1) par sa représentation (3.4.5), on obtient

Ui, uttt) 2(Q) + (Uggs Uttt)Lg(Q) + (ug, Uttt)L2(Q)

Ugy S (§Uetit ) — (uu, Sy (Uttt))L2(Q)

— (

— (g, Sy (guéttt))lg(Q) + (U, Sy (fugttt))L%(Q)

+( )

(ua;aca S (uttt)) (Q) + (uaca Sy (uttt))L2( Q) = 0. (348)

En tenant compte du fait 'équation (3.4.3), (3.4.4) , les conditions aux limites(3.4.13) , (3.4.14) et les

3.4. La solvabilité du probléme
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propriétés de lintégration par partie, on obtient

- (utt7 uttt)L%(Q)

= —/ [L’Utt.utttdl’dt

s

= —%/0 [xuft]fdx

1 a
= —/ zul, (z,8) dw
2Jo

1

) (o <x7s>||iQ(Q)7 (3.4.9)

(Um, uttt)L%(Q)

= / LUy UppdTdlt

T
= / [xux.uttt]g dt — / ux.utttdxdt
s s

— / LUy UpppedT AL

s

= —/ ux.utttd:[:dt—/ [:Bux.um]sde
s 0

+ / LUy Upppdrdt

1 a
s 0
1 a
— —/ Uy Ugggdxdt + 5/ vu?, (z,T)dx
s 0

1
= — (um, uttt)LQ(Qs) + 5 Hum (I,T)Hz s (3410)

L2(q)

3.4. La solvabilité du probléme
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- (utta %m (éuwt))L%@)

/ LUt \Sx Su@gtt) dxdt
Qs
/ \S‘x §utt \S‘x (guﬁttt)] dt +/ ‘TU&H.%I (futt) dxdt

£

= / [Tupe. Sy (Eun)]g dt — / g Sy (Sugg) dadt

s

IQ Uttt - Ut dxdt

/%
y

[(%xuttt) %x (5'&”)]8 dt + / TUtt. (%xum) dxdt

s

1 [@
——/ [:E%?JT dz
2 /o s
1 [@
= / LUt (%muttt) dxdt + 5/ $2ut2t ($ S) dx
s 0

1
= H:cutt (z,5)| (3.4.11)

= (uy, (%xuttt»ﬁ@ | 2@’

(uxz ) %r (gugttt))L%(Q)

= / Ty So (Egue) dadt

E]

T
= / [:Cum%x (£u§ttt)]g dt — / ux%m (guéttt) dxdt
s Qs

22U e drdt

Uy Sy (Egpyy) ddt — / [a:Quz.umfda:
0

1 a
0

I,

J

+/ T2 Uy UpppdTdt
Q

J

/,

1 a
Uy Sy (Eugy) dadt + 5/ mzuit (x,T)dx
0

1
||:L‘uxt (x, T)|| (3.4.12)

L2(Qs ) 2(9)

- - (uac; %m (fuﬁttt))

3.4. La solvabilité du probléme
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(uxa: ) %x (uttt ) ) L%(Q)

= / Ty Sy (Upyy) dadit

s

T
= / [:qugz (uttt)]g dt — / ux%m (uttt) dxdt

— / LUy U dxdit

= / Uz Sy (Ugr) dxdt — / [:qu.utt]zd:c
Qs 0

+ TUgt. uttdxdt
Qs

= (Uz, x( ttt))

Maintenant, en combinant U'égalités (3.4.8) — (3.4.13),on a

1 1
5 ||Utt (z, 5)||L2(Q) +5 ||mbtt (@, 3)||L2 Q)

L2@0) + (Ugt, utt)L%(QS) .

1
+3 [tta (2, T) |72 + 3 lwtiat (2, T) |20y = — (“mutt)L%(Qs) 7

ouQs=0x(s,T).
En appliquant linégalité de Cauchy avec ¢ sur la partie droite de (3.4.14) on trouve
g (, S)Hiz(g) + [[zuy (=, S)Hiz(g)
2 2
+ [t (2, T)HL?(Q) + [|g (va)”L?(Q)

2 2
< watllzzq.) + lluallz2q.) -

(3.4.13)

(3.4.14)

(3.4.15)

Puisque le troisieme et le quatriéme termes du partie gauche de (3.4.15) ne dépend pas de s, on

introduit la nouvelle fonction o(x,t) définie par

o(x,t) = /UTTdT.

¢
Puis
u (x,t) = o(x,s) —o(x,t) et uy (x,T) = o(x, s).
Ainsi, linégalité (3.4.15) devient
s ('LS)HEQ(Q) + [[zuy ('LS)HEQ(Q)
+loz (@, 8)lIz2q) + 170z (2, 9) 1720

2 2
< ||Utt||Lg(Q5) + oz (z,8) — 0 (xvt)||L§(Q5) 5

(3.4.16)

(3.4.17)

3.4. La solvabilité du probleme
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donc

2 2
[wee (2, $) |72 () + 2w (2, 8) |72y
2
T (1 =2(T = 5)) [low (z,9)[72(q)
+ ||$O-a: (ZL’,S)H%;(Q)

< 2 (llualliq) + o0, ) - (3.4.18)

Si so = 0 vérifiant 2 (T — so) = 3, alors (3.4.18) implique que

2 2
[wee (2, $) |72 () + 2w (2, 8)||72q)

2 2
+llow (@, 9)|72(q) + |03 (2, 5) (120

< 4 <HuttHi§(Qs) + ||0x||i,2,(Qs)> > (3.4.19)
pour tout s € [T' — so,T].
Remplagons
1 () = Il 2 g + el 720, (3.4.20)
dans (3.4.19) , on obtient
dn
e (2922 ey + 20 (2, 8) gy — 52 < W0 (5) (3.4.21)
a partir de (3.4.21) nous avons
d
— = (n(s)exp (45)) < 0. (3.4.22)

En tenant compte du fait que n (T') = 0, une intégration de (3.4.22) par rapport a s sur [s,T] donne
n(s).exp (4s) <O0. (3.4.23)

Il découle de l'inégalité (3.4.23) que w = 0 presque partout sur Qr_,,. Puisque la longueur s est
indépendante de lorigine, nous utilisons la méme procédure un nombre infini de fois pour montrer
que w = 0 dans (. Ceci compléte la preuve de la Proposition 3.2.

Soit W = (w,wy,ws) € R(L)", tel que

(Lu, w)L%(Q) + (41u, wl)W/}(Q) + (€2u,w2)L%(Q) =0, (3.4.24)
posons u € D, (L) dans Uéquation (3.4.24), nous obtenons

(ﬁu,w)L%(Q) =0,YueD,(L). (3.4.25)

3.4. La solvabilité du probleme
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D’apres la proposition (3.2) on en déduit que w = 0. Ainsi, Uéquation (3.4.24) devient
(g]_u,CL)l)Wl}(Q) + (éQUx,UJQ)L%(Q) - O (3.4.26)

Comme les images (1u et (yu s’annulent d’'une manieére indépendante et que les ensembles des valeurs
des opérateurs (, et {, sont respectivement denses dans les espaces W) (2) et L? (), alors wy = 0 et

we = 0, par conséquent W = 0. Ceci compleéte la démonstration du théoréme 3.2. =

3.5 Probleme non linéaire

Dans cette section nous consacrons a la preuve de l'existence, 'unicité et la dépendance continue
de la solution sur les données du probleme (3.1.10) — (3.1.14). D’abord, nous prouvons le lemme

suivant

Lemme 3.2 Pour tout v appartient a W° ((0,a)) satisfaisant la condition intégrale (3.1.14), on a

/ :c(%xv)2dx§4a2/ xv3de. (3.5.1)
0 0

Preuve. Il est facile de voir que pour chaque fonction v satisfisant la condition intégrle (3.1.14)

on a

/ 9 (z (%xv)z) dx = / ((%zﬂu)2 + 220.8,v) dz0 = 0,
o Oz 0
par conséquent
/ z(Sv)’dr < a / (Spv)° da = —Qa/ xv.Svde.
0 0 0

En utilisant I'inégalité de Cauchy avec ¢, on obtient
a
/ z(Spv)’de <
0

a 1 a
< §4a2/0 ijzdx—}—Q—g/O I(%IU>2dl‘,

a
Qa/ z0.Svdr
0

prenons ¢ = 1, ainsi (3.5.1) est établi pour toute fonction lisse v.

Considérons maintenant le probleme auxiliaire suivant avec 'équation homogeéne

1

,CU — Utt - wa - EUx — 07 (35.2)
LU =U (2,0) = hy (), (3.5.3)
U = U (2,0) = hy (x), (3.5.4)

3.5. Probléeme non linéaire
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U(a,t) =0, (3.5.5)
/a Udz = 0. (3.5.6)
0

Si u est la solution du probleme (3.1.10)—(3.1.14) et U est la solution du probléme (3.5.2) —(3.5.6) ,
alorsw = u — U satisfaisant

L= Wy — Wyy — éwx =F(x,t,w,w,), (3.5.7)
lw=w(x,0)=0, (3.5.8)

low = wy (x,0) =0, (3.5.9)

w(a,t) =0, (3.5.10)

/Oa wdxr =0, (3.5.11)

ou
F(z,t,w,w,) = F(x,t,w+ Uw, +Uy,).

La fonction F satisfaisant la condition
|F (z,t,ur,v1) — F (2,1, u2,v2)| < d(Jur — ug| + v — v2l), (B)

pour tout (z,t) € Q.

D’apres le Théoréme 3.2, le probleme (3.5.2) — (3.5.6) admet une solution unique dépendant
continiment de h; € W) () et hy € L2 (Q).
Il reste a résoudre le probléeme (3.5.7) — (3.5.11). Donc nous allons prouver que le probleme
(3.5.7) — (3.5.11) admet une solution faible unique.
Supposons que v, w appartient a C? (Q) tel que

v(z,T) =v (2, T) =0,

w(z,0) =w; (z,0) =0,

v(a,t) =w(a,t) =0,

+ (W, S (§0e)) 12 - (3.5.12)

3.5. Probléeme non linéaire
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On considére séparément les intégrales de chaque terme a droite et a gauche de 'égalité (3.5.12).

En intégrant par partie et en prenant en compte les conditions sur v et w

— (Wi, S (Evg)) L2(Q)

= / Wiy Sy (Eve) dadt
Q
T
0
T

(S (bwir) -Se (§ve)]g dt + / 2.3y (Ewye) dadt
Q

— / [z0.S, (fwtt)]gdt—/v.gx (Ewy) dxdt

Q

220wy drdt

(0.3 (Ew)l, T de —I—/ 0.3y (Ewy) dxdt
Q

[
\ﬁ@\

:L‘ th d:L‘—I—/m vp.wedxdt
Q

= Uta \sx (gwt))Lz(Q) + (~TUt, Wt)Lz(Q) s (3.5.13)

(wWaas Sz (€v¢)) 12(Q)
— /:me.%x (Eve) dadt
Q

T
= |l ol
—/wx.%x (Eve) dxdt

Q

— / 22w, v drdt
Q

= - (wxa S (gvf))LQ(Q)
- (fL‘(,dx, ’UCC)L%(Q) ) (3.514)

— (Lw, 3, (fvﬁ))m(Q)

rF.S, (§ve) do

T

2 (EF) .Sy (§ue)]g d

I
c\\

+

= (vg, Sy (EF))LZ(Q) (3.5.15)

20, Sy (EF) dadt

@\
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La substitution de (3.5.13) — (3.5.15) dans (3.5.12) donne
H (w,v) = (g, Sy (gF))L%(Q) ) (3.5.16)
ou
H (w,v) = (04, Sy (W) 120y + (xvt,wt)L%(Q) - (:wa,vgg)L%(Q) . (3.5.17)
n

Définition 3.2 Une fonction w € W' (Q) est dite solution faible du probleme (3.5.7) — (3.5.11) si
(3.5.16) est satisfaite.

Maintenant nous Construisons une suite d’itérations de la maniere suivante. En commencant
par w® = 0 la suite (w™) _ est définie comme suit étant donné I'élément w(*~", alors pour

n =1,2,..., résolvons le probléme

1

W) =) =~ = F (a,t,00 0,0 (3.5.18)
w™ (z,0) = 0, (3.5.19)
wi (x,0) =0, (3.5.20)
w™ (a,t) =0, (3.5.21)
/ aw(”)dx =0, (3.5.22)
0

Théoreme 3.3 Affirme que pour tout n fixé, chaque probléme (3.5.18) — (3.5.22) admet une solution

unique w™ (x,t). Si on pose V™ (z,t) = w™*Y (z,t) — w™ (z,t), alors on obtient un nouvelle

probléme .
Vi — VD = 1V = 00D (1), (3529
V™ (z,0) =0, (3.5.24)
Vt(n) (z,0) =0, (3.5.25)
VO (a,t) =0, (3.5.26)
/ VMde =0, (3.5.27)
0
ou

o™ (2,t) = F (z,t,w™,w) = F (z,t,0" ) wr).
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Lemme 3.3 Supposons que la condition (B) est vérifie, alors il existe une constante positive k telle

que pour le probléme (3.5.23) — (3.5.27), nous avons Uestimation a priori

vt S K|Vt (3.5.28)

)HWJ’l(Q )Hw,i’l(@ '

Preuve. Prenant le produit scalaire dans L2 (Q7), avec 0 < 7 < T de I'équation différentielle dans

(3.5.23) et l'opérateur intégro-différentielle

t
MV =v™ - (1 — t)/ Q. (5\/5(71)) (x,s)ds,
0

on trouve
L2(Q") o L2(Q") ) L2(Q")
t
(= 0w o () (o) as)
0 L%
t
# (= 0v, [ (0 sy s
0 L%
t
# (= 0v, [0 (07 sy s
0 L2(Q7)

¢
— (n—1) (n) _ _ (n—1) Cx (n)
<O’ Vi )L%(QT) ((7‘ t)o ,/0 QM <€Vé ) (x,s) ds) g . (3.5.29)

(@)

(@)

(@)
Prenons on compte les conditions (3.5.26) et (3.5.27), intégrations successives par parties de

chaque terme de (3.5.29) conduit a
V(") V(”))
<tt » Vi 12Q7)
= / 2V v drdt
Q
a 217
/ {x <Vt(n)> ] dx
0

0
a

(3.5.30)
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_ <V(”), VI;(”)>
o L2(Q7)

2V VI dzdt

Trr

a

T

+ / v v dzat

0

VI @ g + (VW)
P

- ((r v [ 5 () @) ds)

/ o (V)] do+ / V. V" dadt
0 T

2Q7)’

[xV(").Vt(n)}o dt +/ a:‘/;c(”).‘/tgn)d:ndt

(3.5.31)

L3(Q7)

_ /QT z(r—t) Vi, (/Ot S, (6V") (a9) d5> dedt
_/Oa [;c (r =)V, (/Ot S (5\/,5(")) (z, 5) dsﬂ;dx

+ [ 2(r=t V.S, (V™) dedt
13

@\

¢
—/ AR (/ QW (8/'5(71)) (x,s) ds) dxdt
Q7 0

[[l-ocfeu) s o)

- / z(r— VMG, (51/}’”) dadt
QT

_ /O ' {%m (ev™). ( /O S, (V) (,9) ds>] dt

a

0

(3.5.32)
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OT—UV$%42%<GGM>@ﬁﬁB)%

g

3

@)

z(r—t) V. (/t SN (SVén)) (z,5) ds) dxdt
0

. /O [x(r—tw;”).(/ot%w (ev™) (x,s)dsﬂzclt
_ /Q v, < /0 3, (V) (.9) ds) dadt

t
/ V. (z, ) ds) dxdt
0

1 t
—= m/ V. (z,5)ds : (3.5.33)
2 0 L2(QT)
t
(=0, [ () ) as)
0 L3(Q)
t
S / z (r—t) oD, ( / 3, (5\/;”)) (z, 5) ds) drdt
Q7 0
T t a
= —/ |:(T —1) Sy (o). (/ S <§V£(")> (z,5) ds>] dt
0 0 0
t
+/ z (1—1) Sy (fU(n 1)) . (/ Vx(”) (z,s) ds) dxdt
g 0
t
= ((T—t) 3, (60" 7Y) / Vi (@, s) ds) (3.5.24)
0 L3(QT)
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Substituons (3.5.30) — (3.5.34) dans (3.5.29), on obtient

(€)

L2(Q7)

N ?
+= x/ V. (2, 5)ds

211 (@)
+ <J(”_1)7 Vi(n)>

L2(Q7)
t
+ ((T —1)S, (¢0"7Y) ,/ V. (z,5) ds) : (3.5.35)
0 L3 (QT)

Appliquons les inégalité de Cauchy avec ¢ et Poincaré, alors chaque termes du c6té droit de

(3.5.35) peuvent étre estimés comme suit

((T —Hyl (gv ))L%(QT)

T2a 2 1 2
el (n) e (n)
: V2" lpr) + 3 H% <5Vt )‘LQ(QT)
< L%yw ‘ AR 3.5.36
< || [ . (3.5.36)
t
- < [ v sy as.s, (5%"“))
0 L2(Q7)
“/tvm( \d i Ll (eyo)|*
S = xn x,S8)as —|——H\yx( n)‘
2 l/o L( 2 bl en
aT2 2
ALy m)
< A HV;@ HLg(Qr 1 H @’ (3.5.37)
1 t 2
= V. (z,5) ds
2 0 L2(QT)
aT? 112
= T4 Hvx( )”Lg(QT)’ (3.5.38)
( >L2(QT)
1
LD
B 9 H ||L2 Q) 2 H L/%(QT)7 (3.5.39)
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((T—t) 3, (€0 ) | / Vi (3, 5) ds) .

1 1 (12
< 5”% (¢o' D)HL,%(QT H/ £
< @ V|2 3.5.40
= 4 HU HL%(QT) + T ” z ||L§(QT)' (3.5.40)

En combinant les égalités (3.5.35) — (3.5.40), on obtient
1 n 1 n 2
5 Vt( )(Iﬂ-) 2(Q)+§||Vm( )<x77—)HL/2J(Q)
al "2 1 w12
= (aTZ " T) IVl + 5 (@ + 1) v 13(Q7)
1 /(a? 1) 112
+ (? N 1) oI 0y (3.5.41)

La condition (B) donne

HU " HL%(QT)

= / x(F (:U,t,w("),w(")) —F(x,t,w("’l),ng"’l))fda:dt

x

+ ‘w(") - w("_1)|>2 dxdt

< / xd® <‘w(”) —w" b @
2
< 2d? (/ x ()w(") —w" ) dxdt +/ x (‘wgs”) - wé”l)‘fdxdt)

= 2 (VY y0n + 1 g

) (n1) (|2 n— (n-1)|?
S 2d (HV HL2 +HV 1 HLQ(QT ‘/'; Lg(QT))
= 2d* ||V HWM(QT . (3.5.42)
Substituons (3.5.42) dans (3.5.41) , on obtient
1 2 Lym 2
%7 @)y + 31V @l
yo|P 1 () ||?
< (a4 ) I gy + 5 ) WO
+d? (2 +1) |V HWM(QT : (3.5.43)
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Il est facile de vérifier que

1 2 1 2 1 2
4 (n) 1L (n) L (n)
31V @ e < 5 IV igian + 5[5 ior, (3.5.44)
Ajoutons (3.5.44) a (3.5.43) c6té a coté, on obtient
[V (vaT)Hiv;J(Q) Sh HV(”)H;}J(QT) +dky Hv(n_l)uiv,}’l(czf) ' (3.5.45)
ou
4
ki = max {2@T2 + %,ag + 2} ,
k‘g = (13 + 2.
En appliquant lemme de Gronwalls a (3.5.45) , on obtient
||V(n) (va)H?/ngl(Q) < LKyt Hv(nil)H?/Vg’l(QT) _
ce que implique
IV (a, T)H?/V,}*l o < KT ||v<”—1>||§vpl,1 o (3.5.46)

En intégrant la derniére inégalité sur 'intervalle (0,7) , on obtient I'estimation a priori souhaitée
(3.5.28) qui est
(n)]|? 2 1T |1/ (n—1) |2
HV HW;J(Q) < d"T'Kae™ ”V ||Wp1’1(Q)'

A partir des critéres de convergence des séries, il résulte que la série Y °° V(™ converge si
d*ThyeP™ < 1, comme V™ (1) = w1 (z,t) —w™ (1), alors il Sensuit que la suite (w™) _
définie par

n—1
W (z,t) = > VW 40O (2,1)

3 =
= O

= Z (W) (2, ) — w® (2,8)) + w© (2,1),
k=0
converge vers un élément w € W' (Q) .
Maintenant, pour prouver que cette fonction limite w est une solution du probléme considéré
(3.5.23)— (3.5.27), nous devons montrer que w satisfait (3.5.16) comme mentionné dans la Défi-
nition 3.2.

Pour le probléme (3.5.18) — (3.5.22), nous avons

H (@, 0) = (00,3 (6F (000000 ))) L (3.5.47)

P
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De (3.5.47), nous avons

H (W™ —w,v) + H (w,0)

— (Ux, S, (EF (5’ £, ™D wéﬂ*D))
—SEF (€t w, we))) 2o
(0280 (6 (61,900 1300

Maintenant, a partir de 'équation différentielle partielle (3.5.18), nous avons

H (w(") — w,v)

= (o (€ - 0)))

(3.5.48)

(3.5.49)

3.5. Probleme non linéaire [§9)
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En utilisant les conditions sur v et w, apres quelques intégrations par parties de chaque terme a

droite de (3.5.49) on obtient

82
’Ux,@dm w™ — W
(0 372 (6 (2 - )

2
/vax.%%l, (5 (w(”) — w)) dxdt

/0 ' {m%%x (€ (™ — w))} da

—/ xvzt.égm (5 (w(”) — w)) dxdt
0 ot

_/OT {mt'%gx (€ (™ — w))]adt

0
+ /Q xZUt.% (w(") — w) dxdt

+/ - (€ (0™ — w)) dwdt
o Ot
/sz’ut.% (w(”) — w) dxdt

v ' [ngt%gx (€ (™ —w))] it

0

ot

0
(azvt, 5% (w(") — w))

—/ x%xvt.ﬁ (w(”) — w) dxdt
Q

(3.5.50)
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2
+/QU R <§§—§2 (w(") — w)) dxdt
92
+ ZL‘2U.—2 (w(”) — w) dzdt
Q T

9
TV, . (w( ) — w)) , (3.5.51)
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v, g w™ — w)) ) (3.5.52)
Oz L2(Q)

Substituons (3.5.50) — (3.5.52) dans (3.5.49) , on obtient

0 0
H (w(”) —w,v) = <xvt, e (w(”) — w))L2(Q) - (vat, En (w(") - w))

+ (wi, 2 (w(”) — w)) ) (3.5.53)
Oz 12(Q)

L3(Q)

Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur les termes du c6té droit de (3.5.53) , on trouve

0
(xvt, 5 (w™ — w))

L3(Q)

0
< a ||Ut||Lg(Q) . Ha (w(”) — w) : (3.5.54)
L2(Q)
0
— | S, — (w(”) - w))
( ot 12(Q)
3 0 (™
< ||\9a:Ut||Lg(Q) dl (W™ = w)
L2(Q)
0
< 2avell g - Ha (W —w) : (3.5.55)
L2(Q)
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9
(W% (o )—w))

L3 (Q)

0
— (., _
< allvallpag) - Haw (W = w) . (3.5.56)
P
Combinant I'inégalités (3.5.53) — (3.5.56), on obtient
H (w(”) —w, v)
< 3allvell e g - 9 (w(”) —w)
ot £2(Q)
0
+a|vell L2 g - H— (w(n) — w)
’ Oz L3(Q)
< Bafuilligg - o™ = @l
+3afvellgg) - 1o = wllwpr -
Ceci implique
H (w(") — w,v)
< 3afw® — ]l (||Ut||Lg(Q) + ||U$||L3(Q)) , (3.5.57)
en d’autre part on a
(vm%x <§F ({,t,w(n—1)7wén—1)>> — 9, (EF (g,t,w,w§))> o)
L2(Q
1 n— n—1
< aF uall s H%m <§F (f,t,w( D >>> _ 3, (EF (é’,t,w,%))’ o
P
2
a
- (n=1) ,(n=1)} _
S \/5 ||U$||L/2J(Q) HF (x,t,w 7wz ) F <x7t7w7w$)HLg(Q)
a’d
el (n=1) _ (n—1) _
< 7 ||Ua:||L,2,(Q) H (w w) + (W Ws) HLg(Q)
1
2 n—1 2 n—1 2 2
< @dllorle (I = ol + 187~ wrlliy)
e 2
< a2d HUIHL,Z)(Q) Hw( D _ w||Wp1,1(Q) . (3558)

Prenons en compte (3.5.57) et (3.5.58) , et par passage a la limite quand
obtenons

H (w,v) = (Ve S (§F (§,1,0,0e))) 13

Ainsi, nous avons prouvé ce qui suit m

n — oo dans (3.5.53) nous
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k1T

Théoreme 3.4  Supposons que la condition (B) est satisfaite, et tel que d < ﬁe_ 5, alors le

probléme (3.5.7) — (3.5.11) admet une solution faible unique appartient a W,»' (Q) .

Il reste maintenant a prouver l'unicité de la solution du probléme (3.5.7) — (3.5.11).

Théoreme 3.5 Si la condition (B) est satisfaite, alors le probléme (3.5.7) — (3.5.11) admet une

solution unique.

Preuve. On suppose que w;,w, € W' (Q) sont deux solutions du probleme (3.5.7) — (3.5.11),
alors V = w; —wy € W (Q) et satisfait

Vi — Vi — iv —_— (3.5.59)
V (z,0) =0, (3.5.60)

V, (2,0) =0, (3.5.61)

V(a,t) =0, (3.5.62)

/0 Vi = 0, (3.5.63)

ou
0 0
o(t) = F (wai) _F (wai) |

Considérons le produit scalaire dans L2 (Q), de 'équation différentielle (3.5.59) et opérateur

intégro-difféentielles
t
MV =V, — (7 — t)/ 3, (EVe) (x, 5) ds.
0

Nous suivons la méme procédure utilisée pour demontrer le Lemme 3.5.3, on a

HVHW/}’I(Q) <k HV”W,}J(Q) . (3.5.64)
D’ou
k= dy/Thee ¥,
avec

T4
kl = max{QaT2+aT,a3+2},
kz = CL3 + 2
comme k < 1, on déduit de (3.5.64) que

(1—k) HVHW,}J(Q) =0.
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Ce qui implique que V' = w; — wy = 0, par conséquent w; = wy € Wpl’1 Q).
Ceci termine la démonstration du Théoréme 3.5. Ainsi, nous avons prouvé I'unicité de la solution
du probléme (3.5.7) — (3.5.11).

u

3.5. Probléme non linéaire |3



Chapitre 3. Sur un probléme mixte singulier pour une équation hyperbolique avec conditions non locale

Conclusion

Ce mémoire est consacrée a I'étude de I'existence et de 'unicité de deux problemes par la mé-
thode des inégalité énergétique. Malgré sa complexité et difficultés dans le choix de multiplicateur
Mu et les espaces fonctionnelles, nous avons pu établir 'existence et l'unicité et la dépendance

continue du solution par rapport les donnés initiales de ces problemes proposées.
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