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Résumé

Dans ce mémoire, on a détaillé I'essentiel de contenu de quelques
articles qui ont généralisé le Théoreme de point fixe pour des applications
multivoques définies sur un espace métrigue complet. Nous avons
commencé dans le premier chapitre par des préliminaires et définitions
des applications multivoques, et quelques Théoremes de base de point
fixe comme le Théoreme de Banach, le Théoreme de Caristi et le
Théoreme de Nadler. Et dans le deuxieme chapitre, Nous avons étudié la
généralisation du principe de contraction de Banach et le Théoreme du
point fixe de Caristi aux cas des applications multivoques. Enfin, dans le
dernier chapitre de ce travaille onconsidere le point fixe pour les
contractions en Z généralisées via une classe des fonctions de simulation.

Mots clés: point fixe commun, point coincidence, application multivoque,
espace métrique complet, principe de contraction de Banach, Théoreme
du point fixe de Caristi, Théoreme du point fixe de Nadler, application a-
admissible .



Abstract

In this work , we have study some articles that generalized the
fixed point Theorem for multivalued mappings defined on a complete
metric space. We began in the first chapter with preliminaries and
definitions of multivalued mappings, and some basic fixed point
Theorems as Banach fixed point Theorem, Caristi fixed point Theorem
and Nadler fixed point Theorem. Then in the second chapter we have
studied the generalization of the principle of Banach contraction and
the Fixed Point Theorem of Caristi in the cases of multivalued
mappings. Finally, in the last chapter we have considered the fixed
point for generalized Z-contractions via a class of simulation functions.

Keywords : common fixed point, coincidence point, multivalued
mappings, complete metric space, Banach contraction principle,
Caristi fixed point Theorem, Nadler fixed point Theorem, a-admissible

mapping .
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Introduction

Un Théoréme de point fixe donne des conditions suffisantes d’existence d’un point fixe pour
une fonction, ces Théoremes permettent d’affirmer qu'une fonctionf définie sur X et a valeur
dans X admet sous certaines conditions un élément x de X tel que fz = .

Ces Théoremes se révelent étre des outils tres utiles en mathématique principalement dans le
domaine de la résolution des équations différentielles.

Le Théoréme de point fixe de Banach est un outil important qui garantit I'existence et I'unicité
des points fixes et fournit une méthode constrictive pour trouver ces points fixes , le Théoreme de
Nadler est une généralisation du Théoréme de Banach pour les fonctions multivoques.

Le Théoréme de point fixe de Caristi est un Théoréme étend le Théoreme du point fixe de
Banach , en garantissant I'existence de points fixes pour une plus large classe d’applications d'un
espace métrique complet dans lui-méme, a plus tard été généralisé aux fonctions multivoques .

Une fonction multivoque (aussi appelée fonction multivaluée, fonction multiforme ou simple-
ment multifonction ) est une relation binaire qui a chaque élément d’'un ensemble elle associe un
ou plusieurs éléments d’un second ensemble ( si 'image de chaque point est un singleton, on dit
que I'application est univoque

Un exemple simple de fonction multivoque est la fonction réciproque d’une application non
injective.

Fobjet de I’Analyse multivoque est I'étude des propriétés des applications multivoques,
le besoin de I’Analyse multivoque s’est révélé pour résoudre des problemes émergents d’autres
domaines : la Théorie du controle, 'économie et la gestion, la biologie et les sciences des systémes,
l'intelligence artificielle etc ... Les fonctions multivaluées servent aussi en combinatoire, Théorie
des graphes, Théorie des jeux .

Le présent travail est composé d'une introduction et de trois chapitres :
Le premier chapitre de ce mémoire contient les éléments indispensables dont on aura besoin

pour les chapitres suivants et aussi nous allons rappeler :

* Le Théoreme de Banach et le Théoréme de Nadler qui généralisé le principe de contraction

pour les applications mutivoques .
* Le Théoreme de Caristi .
Le deuxieme chapitre est dédié aux applications multivoques . Nous introduirons leThéoréme

du point fixe pour des applications contractives multivoques généralisées et le Théoréme du point

fixe pour les applications multivoques de type Carsiti.



Enfin, dans le dernier chapitre on considre des points fixes de contractions multivoques via une

classe généralissée des fonctions de simulation .




Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre , quelques définitions, lemmes et théorémes de point fixe pour des fonctions

multivoques qu’on aura besoin dans les chapitres suivants.

1.1 Quelques définitions d’analyse multivoque

Soit X un espace normé . On désigne par 2% 'ensemble des parties de X.

Comme nous l'avons dit précédemment, nous nous intéressons dans ce mémoire aux appli-
cations dites multivoques . Ce sont des applications dont les images ne sont pas nécessairement
des points comme en analyse classique, mais des ensembles. Plus présicement, dans cette section

nous allons présenter quelques définitions et propriétés relatives a ces fonctions.

Définition 1.1 Le couple (X, d) est dit un espace métrique si X un ensemble non vide et d : X x
X — [0, +o0o[ une application vérifie les conditions suivant :

pour tout x,y et zde X :

d(z,y) = 0 ax=y
d(y,x)
d(z,y) < d(z,2)+d(zy)
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Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de X converge dans X.

Une suite (z,,) est dite de cauchy ssi Ve > 0,3N € N tel que d (x,, x,,) < € pour tout n,m > N.



Chapitre 1. Notions préliminaires

Définition 1.2 [29] Une fonction multivoque F : X — Y est une application qui a chaque x € X
associe F'(x).

F (z) est un ensemble non vide de Y.
Définition 1.3 Un point xq € X est dit un point fixe de F si :
Xo € F (.130)

Dans la littérature, ces applications sont aussi appélles multi-applications, fonctions multiva-
luées, multifonctions ou encore correspondances.

Remarque 1.1 Remarquons qu’une application univoque est aussi une application multivoque puisque

pour z € X le singleton
f () ={y}

est un sous-ensemble de Y.

Exemple 1.1 Toute application univoque est une image d’une application multivoque.

Soit f : X — Y une application univoque, on définit F : X — 2¥ par F (z) = {f (v)}.

Définition 1.4 [29] Soient X et Y deux ensembles et I : X — 2¥ une application multivoque.
(1) On appelle domaine de F, l'ensemble :

domF :={x € X | F (x) # ¢}
(2) On appelle image de F, 'ensemble :

ImF:={yeY /dxeX; y=F(x)}

(3) On appelle image d’'une partie A de X par F' 'ensemble :

F(A):= | JF (x)

T€EA

(4) Le graphe de F' est le sous-ensemble de X x Y défini par :

gphF -={(z,y) e X xY Jy e F (z)}

1.1. Quelques définitions d'analyse multivoque



Chapitre 1. Notions préliminaires

Définition 1.5 [29]Une fonction ¢ : X — R est dite semi-continue inférieurement en xq si pour

tout v € X
¢ (z9) < liminf ¢ (z).

r—x0
Ou de facon équivalente, si Uensemble {x € X : ¢ (x) < «} est fermé pour tout « € R.

Elle est semi-continue supérieurement si (—y) est semi-continue inférieurement.

Définition 1.6 [29] (Semi-continue supérieure) . On dit qu’une application multivoque F': X — Y
est semi-continue supérieure (scs)en un point xy de son domaine si pour tout voisinage V de F ()
il existe a > 0 tel que F' (x) C V', pour tout x € B, (z)

I'application F' sera dite scs si elle 'est en chaque point de son domaine.

Définition 1.7 [29] (Semi-continue inférieure). Une application multivoque F' : X — Y est dite
semi-continue inférieurement (sci)en un point x, de son domaine F, si pour tout yo € F (xo) et
pour tout suite (x,), .y C domF convergeant vers xy, il existe une suite d’éléments vy, € F (x,) qui

converge vers o.

On dira que F’ est sci si elle 'est en chaque point de son domaine.

Définition 1.8 Une application F': X — Y est dite continue en un point xo € domF, si elle est a
la fois scs et sci en ce point . Elle sera dite continue si et seulement si elle Uest en chaque point de son

domaine.

Exemple 1.2 Considerons la fonction f définie par :
f(x)=0 pour z#0
f(x)=1 pour =0

Cette fonction est semi-continue superieurement.

Définition 1.9 Une fonction 7 : [0, 00) — [0, 00) est dite sous additive si n(s +t) < n(s) + n(t) pour
tout s,t € [0,00) .

Définition 1.10 Soit (X, d) un espace métrique, on note:

CB (X) I'ensemble de tous les sous-ensembles fermés et bornés dans X.
B (X) 'ensemble des sous-ensembles bornés dans X.

C (X) 'ensemble des sous-ensembles fermés dans X.

1.1. Quelques définitions d'analyse multivoque E
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Définition 1.11 [31]Pour tout x € X et A C X, on définit la fonction D : X xCB (X) — [0, +o0]
par:
D (z,A) = infd (x,y)

yeA
qui est la distance entre x et A.
Pour tout Aet B € B (X), on définit la fonction D : B(X)x B (X) — [0, +oo[ par:

D (A, B) =inf{d(a,b); a € A,b€ B}.
Définition 1.12 [37]|Pour deux parties A et B € CB (X)), on définit la fonction :
H:CB(X)xCB(X)— [0,+00]
par:
H (A, B) = max {SupD (x, B),supD (y, A)} (1.1)
zeA yeB

H est appelée la distance de hausdorff induite par la métrique d.

Remarque 1.2 (CB(X), H) est un espace métrique complet si (X, d) est un espace métrique com-

plet.

Définition 1.13 Soit (X,d) un espace métrique, on dit que T': X — CB (X)) est une contraction,
s’il existe 0 < X\ < 1 tel que :
H (T, Ty) < Ad (x,y)

pour tout x,y € X.

Définition 1.14 Soient (X,d) un espace métrique et F': X — X une application, on dit que F’

est lipschitzienne ou K-lipschitzienne s’il existe un nombre réel k > 0 tel que :
Va,y € X o d(F (x), F(y)) < kd (z,y)

Le plus petit réel k qui vérifi l'inegalité est appelé la constante de lipschitz.

F est une application contractante s’il existe k € [0, 1], tel que :

Ve,y € X 1 d(F (x),F (y)) < kd(x,y)

Elle est non expansive si k = 1. Enfin est dite contractive si pour tout z,y € X etz # y,ona:

d(F(z), F(y)) < d(z,y)

1.1. Quelques définitions d'analyse multivoque



Chapitre 1. Notions préliminaires

Notons que contraction = contractive = non expansive =- lipschitzienne, et que toutes ces
fonctions sont

uniformément continues

1.2 Quelques Théorememes fondamentaux de point fixe :

1.2.1 Théoréme du point fixe de Banach

Le Théoreme du point fixe de Banach connu aussi sous le nom du Théoreme de l'applica-
tion contractante est un théoréme simple a prouver et possede de nombreuses applications,
qui incluent les théoréme d’existences pour les équations différentielles, les équations intégrales
et convergence de certaines méthodes numériques comme celle de Newton pour la résolution

d’équation non linéaires.

Théoreme 1.1 [3] (Banach 1922 ) Soient (X, d) un espace métrique complet non videet f: X —

X une application contractante, alors f admet un point fixe unique dans X c-a-d :
due X f(u)=u

En outre ce point peut-etre obtennu comme limite de toute suite engendrée par litération :

anrl:f(xn)/nEN

avec xg élément arbitraire de X, tel que :

limz, =u et d(z,,u) <k"(1—Fk) " d(z,z0); n>1

n—-s—+00

Preuve. voir [3] . =
1.2.2 Théoréme du point fixe de Nadler

Le théoréeme de Nadler est une généralisation du principe de contraction de Banach pour les

fonctions multivoques.

Théoreme 1.2 [23].(Nadler 1969) . Soit (X,d) est un espace métrique complet, si F' : X —

CB (X) est une application contractante multivoque . Alors F' a un point fixe.

1.2. Quelques Théoremémes fondamentaux de point fixe : E



Chapitre 1. Notions préliminaires

Preuve. Soit & < 1 est une constante de Lipshitz pour F, (on peut supposer que a > 0) et soit
po € X. On choisit p; € F(pyg). Comme F(pg), F(p1) € CB(X) et p; € F(poy), alors il exist un

point p, € F(p;) tel que
d(p1,p2) < H(F(po), F(p1)) + o

(Voir la remarque qui suite). Maintenant, ayant
F(p1), F(p2) € CB(X) etp, € F(p1)

il existe un point p; € F(ps) tel que d(pa,p3) < H(F(p1), F(p2)) + . En continuant sous cette
méme ligne, en construit une suite {p;}°, de point de X tel que p;11 € F(p;) et d(p;,pir1) <
H(F(p;_1), F(p;)) + o pour tout 7 > 1. Notons que :

d(pi,piv1) = H(F(pic1), F(pi)) + o' < ad (pi—1,pi) + o
S a[H (F (pi-2), F (pi-1)) + o'+ o
< o?d (pi—2, pic1) + 20" < - S a'd (po,p1) + i - o

pour tout i > 1. D’ou

d (i, pi1) + d (Piva; Piv2) + -+ + d (Piyj1, Piy)

a'd (po,p1) +i-a' + o' td (po,pr) + (i +1) a4
+ai+j—1d(po,pl) + (Z +j— 1) . ofiti-1

= (S5 ) d(popr) + X5 nar

d (pi7 pi-l—j)

A A

Pour tout ¢, 5 > 1.

Il s’ensuit que la suite {p;}3°, est une suite de Cauchy. Puisque (X, d) est complet, la suite {p;}32,
converge vers un point z, € X. Par conséquent, la suite { F'(p;) };°, converge vers F'(z,) et, puisque
p; € F(p;—1) pour tout i, il s’ensuit que = € F'(x). Ceci complete la démonstration du Théoreme.
n

Remarque 1.3 Soit A, B € CB(X) et soit a € A. Si > 0, alors c’est une simple conséquence de
la définition de H(A, B) qu'il existe b € B tel que d(a,b) < H(A, B) + n (dans la démonstration du
théoréme précédent la constante de Lipschitz « et par la suite ¢ «' joue le role d'un tel n) .
Cependant, il peut ne pas y avoir de point b € B tel que d(a,b) < H(A, B) (si B est compact, alors

un tel point b existe).

1.2.3 Théoréme du point fixe de Caristi

En 1976, a I'aide d’induction transfinie, Caristi a obtenu un Théoréeme de point fixe .

1.2. Quelques Théoremémes fondamentaux de point fixe : E
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Théoreme 1.3 [8] (Caristi 1976) Soient (X,d)un espace métrique complet et f : X — X une

application continue, on suppose qu’il existe
SO . X — R+
fonction semi-continue inférierement et bornée inférierement telle que pour tout x € X ona:
d(z, f(2) <p(x) —e(f (@)
Alors f admet au moin un point fixe u € X.

Remarque 1.4 Encore, le Théoréme (1.1) est un cas particulier du Théoréme (1.2) il suffit de prendre

Preuve. voir [8] . m

Il existe une généralisation du Théoréme de Caristi aux fonctions multivoques.

Théoreme 1.4 (Caristi multivoque). Soient (X, d) un espace métrique completet ¢ : X — (—o0, +00)
une fonction propre semi-continue inférieurement bornée inférieurement. Soit F' : X — 2% une fonc-

tion multivoque telle que pour tout x € X ; il existe y € F(z) tel que :

d(z,y) < o(x) = o(y).
Alors F' a un point fixe.

Preuve. Pour chaque = € X posons f(x) =y ouy est un élément de X tel que y € F(z) et

d(z,y) < ¢(z) — ¢(y)
Alors, f est une fonction de X dans X qui satisfait
d(z, f(z)) < ¢(x) — o(f (z))

pour tout z € X.

Puisque ¢ est une fonction propre, il existe u € X tel que ¢(u) < +oco. Alors, posons :
X' ={z e X :¢(z) < ¢(u) —d(u,x)}

X'/ n’est pas vide puisque u € X'. De plus, par la semi-continuité inférieure de ¢ . X’ est fermé et
est donc un espace métrique complet .

1.2. Quelques Théoremémes fondamentaux de point fixe :
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Remarquons que la fonction ¢ restreinte au domaine X/ est a valeurs réelles et qu’elle est aussi
semi-contimue inférieurement et bornée inférieurement.

Montrons maintenant que X/ est invariant sous f . Pour tout x € X/, nous avons :

¢(f(x)) < ox) —d(x, f(x))
< ¢ (u) = (d(u, x) +d(z, f(x))
< o(u) —d(u, f(2))

Donc, f(r) € X/ pour tout = € X/.
Le Théoreme 1.1.4 nous permet de conclure que f a un point fixe x € X/. Donc, z = f(z) € F(x)

1.2. Quelques Théoremémes fondamentaux de point fixe :



Chapitre 2

Théoremes de point fixe pour des
applications contractives multivoques

généralisées

Dans ce chapitre, le fameux principe de contraction de Banach et le Théoréme du point fixe
de Caristi sont généralisé aux cas des applications a valeurs multiples . Nos resultats sont des
extensions du célebre Théoreme du point fixe de Nadler ainsi que quelques types de Théoréme

de Caristi pour les applications multivoques .

Théoreme 2.1 Soit (X, d) un espace metrique complet et T' une application multivoque sur X avec

Tz un sous-ensemble fermé borné non vide de X pour tout = € X. S’il existe ¢ € [0,1) tel que :
H(Tz,Ty) < cd(z,y)
Alors T' a un point fixe dans X.

Dans [21], les auteurs ont prouvé le Théoréme 2.2 qui est une généralisation duThéoreme 2.1 et

qui s’énonce comme suit :

Théoreme 2.2 Soit (X, d) un espace metrique complet et T' une application multivoque sur X avec
Tz un sous-ensemble fermé borné non vide X pour tout x € X. S’il existe ¢ € [0, 1) tel que pour tout

T,y € X
1
H(T.Ty) < exmax {d(o.). dlo 7o), d(, 7). e, T) + dn T}
Alors T a un point fixe dans X de sorte que x — d(x,Tx) soit inférieurement semicontinue.

12



Chapitre 2. Théorémes de point fixe pour des applications contractives multivoques généralisées

En particulier, dans [29] les auteurs ont donné une généralisation du Théoreme 2.1. Dans cet
article, nous donnons une généralisation du Théoréme 2.2 sans la condition x — d(z,Tx) est

semi-continu inférieurement. Cela sera fait dans le Théoréme 2.3.

Dans [18], les auteurs ont prouvé le Théoreme 2.3 qui suit et qui est une réponse positive
de la conjecture proposée par Reich [24]. Dans [18], les auteurs ont remplacé la condition
lim, .+ k(r) < 1 pour tout 0 < ¢ < oo par lim, .+ k(r) < 1 pour tout 0 < ¢t < oo avec

k :]0,00) — [0, 1]. Les auteurs ont donné une preuve alternative du Théoreme 5 de [18].

Théoreme 2.3 Soit (X, d) un espace metrique complet et T une applications multivoques sur X avec

Tx un sous-ensemble fermé borné non vide X pour tout x € X. Si pour tout x,y € X
H(Tw, Ty) < k(d(z,y))d(z, y)

Ou k : (0,00) — [0, 1) une fonction tel que limsupk () < 1 pour tout t € [0,1), alors T' a un point
fixe dans X

r—tt

Lemme 2.1 (cite :49) Soit (X, d) un espace métrique et A, B € CB(X) avec H(A, B) < e. Alors,
pour tout a € A, il existe un b € B tel que d(a,b) < e.

A partir de maintenant, notons ¢ : [0, c0) — [0, 00) une fontion strictement croissante telle que :

(¢1) ¢(0) =0,
(0y) 0 < ¢(t) <t pour tout t > 0,
(¢3) D2, ¢"(t) < oo pour tout ¢ € (0,00).

2.1 Point fixe commun des applications multivoques

Théoreme 2.4 Soit (X, d) un espace métrique et T, S : X — CB(X) des applications multivoques

satisfaisant pour tout x,y € X ;c € [0, 00|

H(Sz,Ty) < ¢ max {d(fr;,y), d(xz,Sx),d(y, Ty), %{d(m, Ty) + d(y, Sa:)}} , 2.1

alors, T et S ont un point fixe commun dans X. Cela veut dire qu’il existe un point p € X tel que
p € Tpn Sp.

Preuve. Soit zy € X et x; € Sxy. Soit ¢ € [0, 00) tel que ¢(d(zo, 1)) < ¢(c). Ona:

d(l’l,TIl) S H(SI(),TfL‘l)
< ¢ (max {d (z9, 1) ,d (x0,Sx0) , d (21, T21) , 5 {d (x0, Tx1) + d (21,520)}}) (2.2)
<o

(max {d (o, 1) ,d (w0, x1) ,d (z1,T31) , 5 {d (w0, T1) + d (1, 21)} })

2.1. Point fixe commun des applications multivoques



Chapitre 2. Théorémes de point fixe pour des applications contractives multivoques généralisées

Si d([Eo,fL’l) < d(l’l, TZL'l) alors d(l’l,Tl'l) < Qb (d(l’l, Tl'l)) et
d(JIO,ZEl) S d(.IO,[El) +d(£€1,T§L’1>
< 2d($1,TﬁU1>

donc :
0< %d(:co,:cl) < d(z1,Txy)
et puis :
d(z1,Tx1) < ¢ (d(z1,Tx1)) < d(w1, T21)
ce qui implique que d(x;,Tz;) =0 et
0 <d(zg,x1) <0

donc :
d(l’o,fﬂl) =0=x90=m21

= Sxg = Sxy

Alors x; € Tx; N Sxy, ce qui prouve que 7' et S possede un point fixe commun dans X .

Supposons que d(xy,Tzq) < d(zg,z1),de 2.1 ona:
d(x1,Tz1) < ¢ (d(xg,21)) < & (c)
On prend x5 € T'x; tel que d(z1, z5) < ¢(c). De facon similaire on a :
d(xe,Szy) < H (Sxa,Tx1)
< ¢ (max {d (z1,22) ,d (x2,S22) ,d (21, Tx1) , § {d (22, Tx1) + d (21, S22)} })
< ¢ (max {d (z1,72) ,d (x2,Sx2) ,d (21, 32) , 3 {d (2, 22) + d (x1, S12)} })
< ¢(d(z1,12))
< ¢*(0)
On prend z3 € Sz, tel que d(xs, x3) < ¢*(c). Apres avoir effectué le processus plusieurs fois, on

construit une sequence x,, dans X tel que :

Top+1 € STon, Tanto € TTopt1,d (T, Tny1) < ¢"(c).

Ainsi,ona )~ d(x,, Tni1) < Yooy @"(c) < oo. Donc, z,, est une suite de Cauchy dans X et soit

lim z, =pde2.2,0ona:

n—oo

d(xan41,Tp) < H (Sxa,,Tp)
<o (max {d (22n, ), d (o, Stay,) ,d(p, Tp), % {d (z2,, Tp) + d (p, ngn)}})
S ¢ (maX {d (xZnap) ad (x2n7 x2n+1) >d(pa Tp)v % {d (372717 Tp) + d (pa ~I2n+1)}})

(2.3)
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Quand n — oo dans 2.3, on a d(p,Tp) < ¢ (d(p,Tp)). Ainsi d("Tp) = 0 avec p € Tp. De facon

similaire, on peut démontrer que p € Sp. Donc,onap € TpNSp. m

Corollaire 2.1 Soit (X, d) un espace métrique complet et T' : X — CB(X) une application multi-

voque satisfaisant pour tout x,y € X,

H(Txz,Ty) < ¢ <maX {d(x, y),d(z, Tx),d(y, Ty), %{d(m, Ty) + d(y, Tx)}})

Alors T posséde un point fixe dans X .

Siona ¢(t) = kt ; k € [0, 1], dans le Theoreme 2.1 (Corllaire 2.1), alors la conclusion du Thoréme

2.1 (Corrollaire 2.1) est satisfaite.
Théoreme 2.5 Soient (X, d) un espace métrique et T, S : X — CB(X) des applications multivoques
et f : X — X une application satisfaisant :

1. T(X) C f(X)et S(X) C f(X),

2. f(X) est complete,

3. Il existe une fonction ¢ : (0,00) — [0, 1) telle que :

lim sup ¢(r) < 1 pour chaque t € [0, c0) (2.4)
r—tt
et pour chaque x,y € X :
H(Sz, Ty) < ¢ (d(fz, fy)) d(fz, fy) (2.5)

Alors T, S et f ont un point de coincidence dans X . C-a-d qu’il existe un p € X tel que
fpeSpnTp.

Preuve. Soit o € X et x; € X de facon a ce que fr; € Sxg,de 2.50na:
d(fz1,Tar) < H(Szo, Ta1) < @ (d(fxo, f21)) d(f0, fr1) < d(fo, f71)
a partir du Lemme 2.1 et (i), on prend z, € X tel que :
fro € Txy et d(fxq, frg) < d(fxo, f21)
De 2.5,0ona:

d(f.%’g,Sng)
H(Sxy,Twr) < (d(fx, fy))d(fr, fy) <d(fz, frs)

IN
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Aussi ,a partir du Lemme 2.1 et (i), on prend x5 € X tel que :

fl’g € SQCQ et d(f.%’g, fﬁL‘g) < d(fl'l, f.l’g)

En continuant le processus, on construit une suite {z, } dans X tel que pourn =0,1,---

frons1 € Sxay, frante € Txoptr, d (frntr, fnie) < d(frn, frni1)

Puisque {d(fz,, fr,+1)} est une suite décroissante dans (0, o), la suite {d(fz,, fz,+1)} est conver-
gente. De 2.4 il existe un r € (0,1) tel que limsup,, ., ¢(d(fz,, fr,+1)) = r . Ainsi, pour chaque
[ € (r,1), il existe ny € N tel que pour tout n > ng,p (d(fx,, fr,+1)) < | . Par consequent, on a
pour n > ng;
d(fn, frna) < o (d(frn, fon)) d(frn-1, frn)
<l d(frp_1, fz,)
< A (frng, [Tngt1)

Pour m > n > ng,on a

d(fmmfxm) d(fib‘n, fxn+1) + d(fwnJrla fxn+2> +---+ d(fxmfbfxm)

<
< (ln—no =+ ln—no+1 +oee lm—no—l) d (fxnoa fxno+1>
S %d(fxnoaf‘rno-‘-l)

Ce qui implique lim d(fx,, fz,,) = 0 .Par consequent, {fz,} est une suite de Cauchy dans
f(X). Soit lim fx,; =u € f(X), alors il existe un point p € X tel que : fp =wet lim fx, = fp.
De??,ona:

d(frany2, Sp) < H(Sp, Txans1) < o (d(fp, froni1)) d(fp, froni1)

Quand n — oo , on obtient d(fp, Sp) =0 ou fp € Sp.
Similairement, On peut montrer que fp € Tp, Ainsi,ona fp € SpNTp. m

Corollaire 2.2 Soient (X, d) un espace métrique et T': X — CB(X) une application multivoque et

f : X — X une application satisfaisant :
1. T(X) C f(X),
2. f(X) est complete,

3. Pour tout z,y € X, H(Tz,Ty) < p(d(fx, fy))d(fz, fy), ot ¢ : (0,00) — [0,1) est une
fonction telle que limsup,_,,+ ¢(r) < 1 pour chaque t € [0,00). Alors T et f ont un point de
coincidence dans X. C-a-d, qu’il existe p € X tel que fp € T'p.
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Dans le Theoreme 2.5(Corrolaire 2.2), si on prend f = id alors on obtient le résultat suivant,

avec id l'application identique sur X.

Corollaire 2.3 Soient (X, d) un espace métrique complet et T, S : X — CB(X) des applications

multivoques satisfaisants x,y € X ;

H(Sz,Ty) < ¢(d(x,y))d(x,y),

Avec ¢ : (0,00) — [0, 1) est une fonction telle que lim sup,_,,+ p(r) < 1 pour tout t € [0, 00). Alors T
et S ont un point fixe commun dans X . C-a-d, qu’il existe un p € X tel que p € Sp N Tp.

Corollaire 2.4 Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — CB(X) une application mul-
tivoque satisfaisant pour tout z,y € X , H(Tx,Ty) < p(d(z,y))d(x,y) avec ¢ : (0,00) — [0,1) est
une fonction telle que limsup,_,,+ ¢(r) < 1 pour tout t € [0,00). Alors T posséde un point fixe dans

X, Cest a dire qu'il existe un p € X tel que p € T'p.

2.2 Théoreme de point fixe pour les applications multivoques
de type Caristi

Lobjectif de cette partie est double. On va étudier un théoréme du point fixe pour
des applications contractives multivoque et un autre qui généralise le théoréme du point fixe de
type Caristi pour le cas des applications multivoques. Ensuite un exemple est fourni pour nous

démontre que ce résultat est une extension non triviale du Théoreme du point fixe de Nadler.

2.2.1 Théoreme de point fixe pour des applications contractives multivoques

Soit T : X — N(X) une application multivoque. On définit une fonction f : X — R comme

f(x) = d(z, T(x)).

Pour une constante positive b (b € (0,1)), on définit un ensemble /7 C X par:
Iy ={y € T(x)| bd(z,y) < d(z,T(x))}
Le Theoreme suivant est le résultat principal de cette section.

Théoreme 2.6 Soit (X, d) un espace métrique complet, T : X — C(X) une application multivoque,
s’il existe une constante ¢ € (0, 1) telle que pour tout x € X il y'aun y € I} satisfaisant d(y, T (y)) <

cd(z,y), alors T posséde un point fixe dans X. Sachant que ¢ < b et f inférieurement semi-continue.
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Preuve. Puisque 7'(z) € C(X) pour tout z € X , I est non vide pour tout constant b € (0, 1) et

tout point initial zy € X, il existe un z; € I;° tel que :
d(x1,Tx1) < ed(xo, 1)
Et pour z; € X, il existe un x5 € I;* satisfaisant :
d(xe, Tzo) < cd(x1,x9)

En continuant le processus, on obtient une suite itérative {z,, }7°,, avec x, 11 € I, et d(zy41, T (p41)) <
cd(Tp, Tpyr) n=0,1,2,---.

Dans ce qui va suivre, on vérifiera que {x, }°°, est une suite de Cauchy. En outre,
d(xpi1, T (Tpy1)) < cd(Tp, Tpy1) n=0,1,2,---
D’un autre coté z,,.; € ;" implique :
bd(xps1, Tnyr) < d(xy, T(z,)) n=0,1,2,---.
Avec les deux inégalités, on a :
A(Tps1, Tnya) < gd(mn,xnﬂ) n=20,1,2---

A1, T(Tpy1)) < wd(zp, T(x,)) n=0,1,2,---

SO

Il est facile de prouver que

'

(X, Tpy1) < Z—nd(xo,xl) n=20,1,2,---

T

A0, T(@a) < (o, T(wo)) n=0,1,2,---

Ensuite pour m,n, € N,m > n,

d (Zlfm, :L‘n) S d (xma l‘m—l) + d (xm—la xm—Z) + -+ d (xn+17 In)
< a™ Y (zg, z1) + a™2d (zo, 21) + - - - + a"d (zo, 71)
a™
S 1— a/d(x())xl)

Avec a = ¢/b, Du au fait que ¢ < b, on a a™ — 0(n — o0), ce qui veut dire que {z,}°, est une
suite de Cauchy. Selon la complétude de X, il existe un x € x tel que {z,,}5°, converge vers zx .

On affirme que z est un point fixe de 7.
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En fait, De la preuve ci-dessus, on obtient que {z,}>° , converge vers = . D’'un autre coté, { f(z,)}>2, =
{d(zn, T(x,))}22, est décroissante et converge vers 0. Puisque f est inférieurement semi-continue,
ona:

0< f(z) < lim f(z,) = 0.

n—o0

D'ou f(z) = 0, finalement, la fermeture de 7'(x) implique x € T'(z) . m

Remarque 2.1 Le Théoréme 2.6 est une généralisation de Theoréme du point fixe de Nadler.
1. En fait, si T satisfait la condition du Theoreme de Nadler, alors :

(a) f est inférieurement semi-continue, ce qui suit du fait que 7, étant une contraction

a valeurs multiples soit supérieurement semi-continue.

(b) Pour tout z € X,y € T(x),
d(y,T(y)) < H(T'(x),T(y)) < cd(z,y)

D’ou, T satisfait les conditions du Théoréme 2.6, donc I'existence d’un point fixe a été prou-

4

vee.

2. Texemple suivant montre que le Théoreme 2.6 est une extension du Theoreme du point fixe
de Nadler.

Soit :

24 o
Pour z,y € X, alors X est un espace métrique complet. On définit une application 7" : X — C(X)

11 1
Xz{—rf~-—f~}umﬁhd@wwﬂx—m

comme :

T( ) {2n+171} 2717”707172
{0’2} =0

Evidemment, T est une application non contractive dans le sens de Nadler, en effet :

H (T (21”) ,T(O)) %2 2i _

D’autre part, il est facile de calculer :

D’ou f est continue.

En outre, il existe y € Ij; pour tout x € X tel que :

dly. T(y)) = ()
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Alors 'existence un point fixe suit du Théoréme 2.6

D’apres le Théoreme 2.6 est une extension du Theoreme de Nadler.

Remarque 2.2 Il est nécessaire de noter que le Theoreme 2.6 n’assure pas lunicité du point fixe
méme si T est a valeur simple.

Pour instance, soit :

X:{%,1+%,Z—1,1+i,--- ,2%,1+2in,---}U[O,l},d(:p,y):|x—y|
Pour x,y € X alors X est un espace métrique complet. on définit T : X — X par :
=g
T(x) = 1+2n%, $:1+2%, n=12....
0, r =0,
1, r=1,

Puisque T est continue, alors f(x) = |z — T'(x)| est continue, par ailleurs :
1
AT (), T(2)) = i, T()), Vi € X

Alors T posséde un point fixe selon le Théoréme 2.1 ; en fait T' (0) = 0,7 (1) = 1. Puisque I} C T(z),

On a ce qui suit.

Corollaire 2.5 Soit (X, d) un espace métrique complet, T : X — C(X) une application multivoque.

Si il existe une constante ¢ € (0, 1) tel que pour tout v € X,y € T(x) :

d(y,T(y)) = cd(z,y),
Alors T posséde un point fixe dans X a condition que f soit inférieurement semi-continue.

Le Corollaire ci-dessous est aussi une extension du principe contractif de Nadler .

Théoreme 2.7 Soit (X, d) une espace métrique complet, T : X — C(X) une application multivoque

. Assumons, qu'il existe une constante ¢ € (0, 1) telle que pour tout x € X,y € T'(x) il existe z € T(y)

d(y,z) d(z,y)
/ @@ﬁgc/ St dt
0 0

Avec ¢ : [0,00) — [0, 00) une application Lebesgue intégrable qui est sommable (e.g avec une intégral

satisfaisant :

finie) dans chaque ensemble compacte de [0, o), et tel que pour chaque € > 0,

/06 e(t)dt >0

Alors T posséde un point fixe dans X a condition que f soit inférieurement semi-continue.
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Preuve. Pour tout point initial 2o € X et z; € T'(z), on peut construire une suite itérative {z,, }°° ,

avec x,41 € T'(z,) et

d($n+1axn+2) d($7u$n+1)
/ e(t)dt < c/ e(t)dt,n=0,1,2,---
0 0

On vérifie que {x,}>° , converge vers un point fixe de 7" en trois étapes.

Etape 1 f(z,) — 0(n — o0)

Il est facile de vérifier que {d(x,, z,+1)5°,} est décroissante et

d(Tn,Tnta) d(zo,21)
/ e(t)dt < c"/ e(t)dt, n=0,1,2,---
0 0

Soit {u, }°,, on affirme que u,, — 0(n — o0) .
En fait, {u,}>°, est convergente parce-que {u,}>>, est non négative est décroissante. On suppose

U, — €(n — 00),e > 0, Alors

/ go(t)dtz/ e(t)dt, n=0,1,2,---.
0 0

Donc on a

im [ o(t)dt > / o(t)dt > 0
0

n—oo 0

Qui est en contradiction avec le fait que :

Un d(zo,21)
lim (t)dt = lim c"/ o(t)dt =0
0

n—oo 0 n—oo

On notera que 0 < f(z,) < d(x,,xn41), doncon a f(x,) — 0(n — o0).

Etape 2 {z,}2°, est une suite de Cauchy. La preuve de cette affirmation suit la méme maniere
de celle de 'étape 3 du théoreme 2.1 dans [1]. Puisque X est un espace métrique complet, il
existe un z € X tel que lim z, = .

Etape 3 Cette affirmation 7;?1;;) de la infériorité semi-continue de f, la convergence de {z, }°, et
la fermeture de 7'.

Remarque 2.3 On définit & = {¢p : [0,00) — [0,00)} comme étant Lebesgue-Intégrable et elle
satisfait [, ¢(t)dt > 0 pour chaque ¢ > 0. Soit 1 : [0, 00) — [0, 00) qui satisfait :
1. 1 est nen décroissante dans [0, c0).

2. ¢(t) < t pour chaque t > 0.
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3. > ¢"(t) < oo pour chaque t > 0.

On définit ¥ = {4 : ¢ satisfait (i-iii) }[20]
Il est clair que le Theoreme 2.9 peut étre remplacé par le résultat général suivant, qui contient le

Theoréme 2.9.

Théoreme 2.8 Soit (X, d) un espace métrique, T : X — C(X) une application multivoque telle que

pour tout z € X,y € T(x), il existe un z € T(y) satisfaisant :

d(y,z) d(z,y)
/0 p(t)dt <1 (/0 go(t)dt)

Alors T possede un point fixe dans X a condition que f soit inférieurement semi-continue.

Remarque 2.4 Dans la preuve du Théoréme ci-dessus, Uhypothése que f(x) = d(z,T(x)) soit in-
férieurement semi-continue est cruciale. Sans cette hypothése, T' pourrait ne pas avoir de point fixe

méme si une autre condition est satisfaite. Pour instance, soit
11 1
X = —_— e te s e s e U O 1 d — _
{2747 72,”’ } { | }7 (l'?y) |x y|

Pour tout x,y € X, alors (X, d) est un espace métrique complet.

On définit une application 7" : X — C(X) par :

1 1 _ 1 —
{Wam}v T = 55, n_172>"'

{1}, =0

T(x) =

Il est facile de vérifier que pour tout x € X,y € T'(z) :

1

d(y, T(y)) < Qd(%T(l’))

Cependant,

f(x) = d(z,T(x)) =

N’est pas inférieurement semi-continue en z = 0, il est évident que 7" n’a pas de point fixe dans
X.

Remarque 2.5 Si T : X — CB(X), alors f(x) = d(x,T(x)) est inférieurement semi-continue

a condition que T soit supérieurement semi-continue.
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2.2.2 Théoreme de point fixe pour les applications multivoques de type

Carsiti

Afin d’obtenir le Théoreme principale de cette section, on a besoin du Lemme suivant :

Lemme 2.2 Soit (X, d) un espace métrique complet, T : X — N(X) une application multivoque ,
n : [0,00) — [0, 00) une fonction sous additive, continue et croissante et telle que n=*({0}) = {0} et

soit ¢ : X — R est une fonction . On définit la relation '<’ dans X comme suit :

z <y nde,y) < el) - ey)
Alors <’ est ordonnée partiellement dans X et X est un espace partiellement ordonné.

Preuve.

1. Comme 7~ 1({0}) = {0}, ona:
n(d(z, z)) <n(0) =0 = ¢(z) - p(z)

ce qui implique que = < z .

2. Siz<yety<u,
n(d(z,y)) < e(x) —e(y),  nldly,z)) < y) — e(z)
Comme 7 est positive et d(y, z) = d(z, 1),
n(d(y,z)) =0

De plus n71({0}) = {0}. Dou d(y,x) = 0, i.e., x = y.

3. Siz<yety<zalors:

n(d(x,y)) < p(x) —e(y), nldy,2)) < ply) —(2)

Notons que 7 est croissante sous-additive, et donc on a :

n(d(z, 2)) < nld(z,y) +d(y, z) < nld(z,y)) +n(dy, 2)) < o) —p(2)

De (1)-(3),” <7 est un ordre partiel dans X .

2.2. Théoréme de point fixe pour les applications multivoques de type Caristi



Chapitre 2. Théorémes de point fixe pour des applications contractives multivoques généralisées

Théoreme 2.9 Soit (X, d) un espace métrique complet, T : X — N(X) une application multivoque,
¢ : X — R une fonction semi-continue inférieurement et bornée supérieurement, et n : [0,00) —
[0,00) une fonction continue croissante et sous-additive telle que n=*({0}) = {0} . Si pour tout
x € X ettouty € T(x),

n(d(z,y)) < p(z) — o(y)

Alors, T a un point fixe dans X.

Preuve. D'une maniére similaire Kirk dans [?], on obtient que l'ordre partiel de 'espace X a un

élément maximal 2o € X . Par hypothese, il existe y, € T'(z() tel que :

n(d(x0, yo)) < @(0) — #(yo)

Ce qui implique que zy < yo. Comme z, est 'élément maximal de X, on a ¢y = o, d’ou xy € T'(xp).

Remarque 2.6 Quand seulement Uexistence du point fixe est considérée, le Théoreme 2.9 peut étre
vu comme une extension du Théoréme 2.7. En fait, si T satisfait les conditions du Théoréme 2.7,

alors, pour tout x € X, il existe un y € I tel que :

d(y, T(y)) < cd(z,y)

Comme I, on a :
bd(z,y) = d(z,T(x))

Soit n(s) = (b—¢)s, p(z) = d(z,T(x)), alors :
nd(z,y) = (b—c)d(x,y) = bd(r,y) — cd(z,y) < d(z, T(x)) — d(y, T(y) = ¢(x) — ¢(y)

De plus, ¢ semi-continue inférieurement et bornée supérieurement, alors 1" a un point fixe par le
Théoreme 2.9.

Corollaire 2.6 Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X — C(X) une application multi-

voque . Si il existe une constante ¢ € (0, 1) tel que pour tout x € X , y € T(x),

d(y,T(y)) > cd(z,y)

Alors T posséde un point fixe dans X a condition que f soit inférieurement semi-continue.

Le Corollaire ci-dessous est aussi une extension du principe contractif de Nadler.
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Corollaire 2.7 Soient (X,d) un espace métrique complet , T' : X — N(X) est une application
multivoque et p : X — R est une fonction semi-continue inférieurement bornée supérieurement, et
n :[0,00) — [0, 00) est une fonction continue croissante et sous-additive telle que n~'({0}) = {0}. Si

pour tout x € X et tout y € T'(x)

n(d(z,y)) < (@) — o(y)
alors, il existe o € X tel que T'(zo) = {zo}-

Remarque 2.7 Dans le Théoréme 2.9, T ne satisfait pas forcément la condition de continuité, ce qui

indique la différence avec les théorémes obtenus dans [0, 26].

Remarque 2.8 Dans [17, 9], les auteurs ont établis des Théorémes de points fixes pour les applica-
tions de type Caristi a valeurs multiples. Un Théoréme de point fixe de type Caristi a valeur fixe
formellement plus fort a été donné dans [25], tandis que de nouveaux résultats en relation avec
certains opérateurs de type Caristi a valeur unique et a valeurs multiples ont été établis dans [].
Le Théoréeme 2.9 et le Corollaire ?? étendent les résultats ci-dessus.

En fait,soit 1)(s) = s, alors nous avons les Théoréemes des points fixes dans [17, 9, 25] et obtenons
les mémes résultats plus forts pour Uapplication satisfaisant les conditions du Théoréme 2.9 d’une

maniere similaire a Zhang et Luo [25].

Exemple 2.1 Soit X = [0,1], d(z,y) = |x — y|; alors (X, d) est un espace métrique complet. Soit
Uapplication T : X — N(X) définie par :

T(@:{yex’%

< reXNQ,
ye X |5 <

Yy
Y reX —Q,

ININ
SRS

ou () est Uensemble des nombres rationnels. Soitn(s) = s, p(z) = |x|, alors, ¢ est continue et bornée

inférieurement. Notons que pour tout x € X et y € T(z).

n(d(x,y)) = v(x) — p(y)

Alors, T a un point fixe ; de plus, T'(0) = {0}.

2.2. Théoréme de point fixe pour les applications multivoques de type Caristi



Chapitre 3

Points fixes de contractions multivoques via
une classe généralissée des fonctions de

simulation

Il est bien connu que la théorie des applications multivoque trouve des applications dans la théorie
du controdle, 'optimisation convexe, les équations différentielles et ’économie. Nadler a généra-
lisé le principe de contraction bien connu de Banach aux points fixe d’applications multivoques
qui sont devenus une grande source d’inspiration pour les chercheurs travaillant dans la théorie
métrique des points fixes. De nombreux auteurs ont tenté de généraliser ce résultat dans des es-
paces métriques et autres. Certaines généralisations notables. Dans un travail récent, Khojasteh
et Al. ont introduit la notion de Z-contraction en utilisant une classe de fonctions de controle
appelées fonctions de simulation et unifié plusieurs résultats de la littérature sur les applications
univoques . Olgun et Coll. ont obtenu des résultats de point fixe pour les contractions en Z gé-
néralisées, voir [14], Samet et all. introduit le concept de c-admissibilité qui est intéressant car il
ne nécessite pas que les conditions de contraction ou les conditions de type de contraction soient
vérifiées pour chaque paire de points du domaine contrairement au BCP. Il inclut également le cas
des applications discontinus. Il y a maintenant une croissance massive dans la littérature traitant

des problémes de point fixe via des applications a-admissibles .

La notion des applications a-admissibles et a-admissibles triangulaires a été introduite par Samet

et al. [27] et Karapinar et Al. [11], respectivement comme suit.

Définition 3.1 Soit a : X x X — [0,00). Une auto-application T' : X — X est dite a-admissible si

26
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la condition suivante est vérifiée :
r,y€ X,a(r,y) >1 = a(Tz,Ty) > 1.
De plus, a Uauto-application T est dite triangulaire c-admissible si T' est a-admissible et
r,y,z € X,a(r,z) > leta(z,y) >1 = a(z,y) >1
Exemple 3.1 Soit X = [0 + 00). Ondéfinit T : X — X anda: X x X — [0 + o0) par

Tx = +/x pourtoutx € X et

(2,1) e Vsix >y
a(z,y) = )
Ostiz <y

alors T est a-admissible

De plus, Asl et Al. [5] a introduit le concept d'une «-application-admissible qui est une

version a valeurs multiples de la cartographie a-admissible fournie dans [27].

Pour un ensemble non vide X, soit P(X) 'ensemble de puissance de X. Si (X, d) est un espace

métrique, alors soit :

NX) = PX) - {0}
CB(X) = {Ae€ N(X): Aborné fermé }

Définition 3.2 ([5]) Soient X un ensemble nonvide, T : X — N(X) et a: X x X — [0,00) deux

applications. On dit que T est «,-admissible si la condition suivante est verifiée :
r,y € X,a(z,y) > 1 = a.(Tz,Ty) > 1
ott a(Tx, Ty) := inf{a(a,b)|la € Tx,b € Ty}.

D’autre part, Mohammadi et Al. [16] ont étendu le concept d’une application «,-admissible a a-

admissible comme suit.

Définition 3.3 ([16]) Soient X un ensemble nonvide, T : X — N(X)eta: X x X — [0, 00) deux

applications données. Alors T est dite a-admissible si, chaque fois que pour chaque x € X ety € Tx :
alz,y) >1 = a(y,z) > 1, pour tout z € Ty

Remarque 3.1 Il est clair que «,-admissible est également c-admissible, mais l'inverse n’est pas vrai.
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Exemple 3.2 Soit X = [—1,1]. et On définit v : X x X — [0 + 00) par a(z,z) =0et a(x,y) =1
pour tout x # v .
OndéfiniT : X — CB(X) par

{—x},x ¢ {_1>0}
Tzx=4 {0,1} ,z=-1
{1} , =0

soitz =—lety=0¢cTx={0,1}, alors a(z,y) > 1 mais a.(Tz,Ty) = a,({0,1},{1}) = 0 donc
T n’est pas a,,-admissible . Maintenant on montre que T est a-admissible aves les cas suivants :
Premiercas.Six =0;alorsy =1 et a(x,y) > 1, aussi a(y,z) > 1telque z = —1 € Ty = {—1}.
Deuxieme cas . Si . = —1; alors y = {0,1} et a(x,y) > 1, aussi a(y, z) > 1 pour tout z € TY.
Troisieme cas . Si x ¢ {—1,0}; alors y = —x et a(z,y) > 1, aussi a(y,z) > 1 pour tout z = x €
Ty = {x}.

Définition 3.4 ([7]) Soit (X, d) un espace métrique et « : X x X — [0,00). Lespace métrique
(X, d) est dit a-complet si et seulement si toute suite de Cauchy {x,} avec o(z,, x,+1) > 1 pour tout

n € N converge dans X.

Remarque 3.2 ([7]) Si X est un espace métrique complet, alors X est aussi un espace métrique

a-complet. Mais l'inverse n’est pas vrai.

Exemple 3.3 soit X = (0,+00) et d(x,y) = |z —y| . Soit A un ensmble borne de X on defini
a: X x X —[0,00) par

(x+y)*, siz,yc A
(z,y) = :
0, st non

a(r,y) = 2zy

il est claire que (X, d) n’est pas espace métrique complet ; en effet si {x,} une suite de cauchy de X
telle que (v, xp11) > a(xy, xyy1) pour tous n € N; alors z, € A pour tous n € N . Maintenant ,

uisque (A, d)est un espace métrique complet, alors il existe x* € A tel que x,, — x*pour n — oo .
puisq P q p q P

Définition 3.5 ([13]) Soient (X, d) un espace métrique, o : X x X — [0,00) et T : X — CB(X)
deux applications données . Alors T' est une application multivoque «-continue sur (CB(X),H) si,
pour toutes les suites {x,} avec z, dreX quand n — oo, et a(x,, x,4+1) > 1 pour tout n € N, on

H C g
a Tz, — Tx quand n — oo, Cest-a -dire :

lim d(z,,z) = 0et a(x,, Tpy1) > 1 pour tout n € N = lim H(Tz,,Tz) =0

n—o0 n—oo
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Remarque 3.3 La continuité de T implique la a-continuité de T, pour toutes les applications «. En

général, U'inverse n’est pas vrai (Voir dans Uexemple 2.2 [13]

Dans [12], Khojasteh et Al, défini une nouvelle classe de cartographie de contraction en utilisant

la classe suivante de fonctions de simulation.

Définition 3.6 ([12]) Une fonction de simulation est une application ¢ : [0,00) — R satisfaisant

les conditions suivantes :
(¢1) ¢(0,0) =0,
(C2) ((t,s) < s—tpourtoutt,s>0,

(¢3) Si{t,} et {s,} sont deux suites dans (0, c0) tel que lim,, ., t,, = lim,,_,o 5, = [ € (0, 00), alors

lim,, o0 SUp (¢, sn) < 0.

Argoubi et Al. [4] a 1égérement modifié la définition de la fonction de simulation en désignant la
condition ((1).

Définition 3.7 Une fonction de simulation est une application ¢ : [0,00)? — R satisfaisant ce qui
suit :

Définition 3.8 ((:)) ((t,s) < s — t pour tout t,s > 0,

(ii) Si{t,} et {s,} sont deux suites dans (0, c0) tel que lim,,_,. t,, = lim,, ., s, > 0, et t,, < s, alors

lim,, o sup ((t,, s,) < 0.

Soit Z dénote la famille de toutes les fonctions de simulation .

Définition 3.9 Soit T' une auto-application sur un espace métrique X muni de la métrique d. Soit
a: X x X —[0,00) telle que :

(e, y)d(Tz, Ty),d(x,y)) = 0, pour tout x,y € X. (3.1)

Alors T est appelée une Z-contraction a-admissible par rapport a (, ou ( € Z.

Récemment, dans [22], Radenovic et Chandok et dans [14], Liu et Al, ont élargi la classe des

fonctions de simulation et obtenu des résultats de concidences et de points fixes communs.

Définition 3.10 ([3]) Une application G : [0,00)*> — R est appelée fonction de classe C' si elle est
continue et satisfait aux conditions suivantes :

(1) G(s,t) <5,
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(17) G(s,t) = s implique que soit s = Oou t = 0, pour tout s,t € [0, 00).
Définition 3.11 ([14, 22]) Une Cg fonction de simulation est une application ¢ : [0,00)> — R
satisfaisant ce qui suit :

(a) ((t,s) < G(s,t) pourtout t,s >0, ol G : [0,00)* — R est une fonction de classe C,

(b) Si {t,} et {s,} sont des suites dans (0,00) telles que lim,,_,oo t,, = lim,, o0 5, > 0 et t,, < S,

alors lim,, ., sup ((t,, $,) < Ce.

Définition 3.12 ([14, 22]) Une application G : [0,00)> — R a une propriété Cg, s’il existe un
Cqa > 0 tel que :

(i) G(s,t) > Cg implique s > t,
(17) G(t,t) < Cq pour tout t € [0, 00).

Soit Z¢ la famille de toutes les C¢ fonctions de simulation ¢ : [0,00)? — R. On a les définitions

suivantes en prenant g = id (application identité) dans les définitions 2.1 et 2.2 dans [22].

Définition 3.13 ([22]) Soient (X,d) un espace métrique et T : X — X une auto-application.

Lapplication T est appelée Zg-contraction s’il existe ( € Zg tel que :
((d(Tz,Ty),d(z,y)) > Cq (3.2)
Pour tout x,y € X avecx # vy .

Si Cq; = 0, alors nous obtenons la Z-contraction définie dans [12].

Définition 3.14 ([22]) Soient (X,d) un espace métrique et T : X — X une auto-application.

Lapplication T est appelée Zg-contraction généralisée s’il existe ( € Zq tel que :

¢ <d(Tm, Ty), max {d(m, V). d(z, Tx), d(y, Ty), W& TY) ; dly, T) }) > 0s (3.3)

pour tout x,y € X avec x # y.

Si C = 0, alors nous obtenons la Z-contraction définie dans [19].

Lemme 3.1 ([22]) Soit (X, d) un espace métrique et {x, } une suite dans X telle que lim,, . d(x,, ;1) =
0. Si {x,} n'est pas de Cauchy alors il existe ¢ > 0 et deux sous-suites {T,x)} et {Tnu) } de {z,} ol

n(k) > m(k) > k telles que :

et limy,_.oo d (xm(k)fla xn(k)+1) = limy oo d (ﬁm(k)ﬂ, xn(k)Jrl) =&
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3.1 Principaux résultats

Définition 3.15 Soit X un ensemble non vide, T : X — N(X)et a : X x X — [0,00) deux

applications. Alors T est dite triangulaire a.,-admissible si T est o,-admissible et
alz,y) > let a,(Tx,Ty) > 1 = (x,2) > 1,Vz € Ty.

Définition 3.16 Soit X un ensemble non vide, T : X — N(X)et o : X x X — [0,00) deux

applications. Alors T est dite triangulaire c-admissible si T' est a-admissible et
a(z,y) > leta(y,z) >1 = a(zr,z) >1,Vz € Ty.

Une application triangulaire «,-admissible est aussi triangulaire c-admissible, mais I'inverse peut

ne pas a®tre vrai.

Lemme 3.2 Soit T : X — N(X) une application triangulaire a-admissible. Supposons qu’il existe
xg € X et x1 € Txy tels que a(xg,x1) > 1. Alors pour une suite {x,} telle que z,,1 € Tz, on a

a(xy, Ty) > 1 pour tout m,n € N avec n < m.

Preuve. Puisqu’il existe xy € X et 2y € Tz tels que «a(zo, x1) > 1, alors par c-admissibilité de 7',
on a a(x1,z7) > 1. En poursuivant ce processus, on obtient a(x,,, x,,1) > 1 pour tout n € NU{0}.
Supposons que n < m. Puisque «(x,,x,11) > 1 et a(z,y1,7012) > 1, alors en utilisant la a-
admissibilité triangulaire de 7" on a «(z,, x,.+2) > 1. Encore une fois, puisque «a(x,,r,42) > 1 et
a(Zpy2, Tnys) > 1, alors nous en déduisons «(z,,z,+3) > 1. En poursuivant ce processus, nous

obtenons a(x,,z,,) > 1. =

Définition 3.17 Soit (X, d) un espace métrique et T' : X — CB(X). On dit que Uapplication T est
une application a-admissible Z5-contractive multivaluée s’il existe ( € Zg et o : X x X — [0, 00)

tels que
((a(z, y)H(Tz, Ty),d(z,y) > Cq (3.4)

pour tout x,y € X avec x # y.

Définition 3.18 Soit (X, d) un espace métrique et T : X — CB(X). On dit que T est une application

a-admissible généralisée Z-contractive multivaluée s’il existe ( € Zg et o : X x X — [0, 00) tels que

Pour tout z,y € X avec x # y, ot

M(z,y) = max {d(m, y),d(x, Tx),d(y, Ty), d(x, Ty) + d(y, Tx)}

2
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Voici le premier résultat principal :

Théoreme 3.1 Soit (X, d) un espace métrique, T : X — CB(X) une application a-admissible géné-

ralisée Zq-contractive multivaluée. Supposons que les conditions suivantes :

(i

) (X, d) est un espace métrique a-complet,
(1) 1l existe xg € X et 1 € Tx tels que o(zg, z1) > 1,
(7i1) T est « triangulaire a-admissible,
(iv) T est a-continue et a valeurs multiples.

Alors T' a un point fixe.

Preuve. A partir de la condition (i7), nous avons zy € X et z; € Tz tels que a(zg, x1) > 1.
Si zy = x; ou x; € T4, alors z; est un point fixe de 7' et nous avons terminé. Supposons que
x1 ¢ Tz;. Maintenant, puisque 7' est une application de X dans CB(X), nous pouvons donc
choisir un x5 € Tz, tel que :

d(z1,29) < H(Txo, T1)

Encore une fois, nous pouvons choisir un point x3 € Tz, tel que :
d(z2,x3) < H(Tx1,Txs)

Ainsi, on obtient une suite {z, } dans X telle que z,,,, € Tx,, =, ¢ Tx, et :

d(xn—i—l; J7n+2) S H<Txn7 Txn+1) (36)
pour tout n € N. Puisque x5 € T'xq, x3 € Ty et T est a-admissible, on a :

a(ry,x2) > 1 = a(xg,x3) > 1
De maniere récursive, on obtient :

(T, Tpy1) > 1 pour tout n € NU {0} (3.7)

a partir de (??),

CG < ({(a(rp,rni1)H(Txp, Trpir), M (20, Tni1))
< G(M<In7 xn—i-l)u Oé($n, $n+1)H<Txn, T$n+1))

De plus, en utilisant (7) de la définition 2.14, nous avons :

H(Txy, Trpi1) < ol@p, T )H(T 2, Taep1) < M(2y, Tny1), (3.8)

3.1. Principaux résultats
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ou

M(.Tn, ‘TTL+1) = max {d(‘rnv xn+1)7 d(l’n, T'T’n)v d<xn+17 T$n+1>7 d(xn:Txn-ﬁ-l)erd(x”'H’Txn) }
= max {d(xy,, Tpi1),d(xpi1, TTpi1)}

Si M(xp,xn11) = d(xpy1, TTny1), alors (3.8) donne :
H(Twp, Topi1) < d(@ng1, Tonia)
une contradiction. D’ou M (x,,, Z,,+1) = d(x,, x,11), €t par conséquent a partir de (3.8),on a :
A(Tns1, Tnt2) < H(Txp, Topg) < M(2y, Tpg1) = d(@n, Tng) (3.9

Donc pour tout n € NU {0}, on a d(z,, xn11) > d(®ni1, Tnez). Done {d(z,,x,.1)} est une suite
décroissante de nombres réels non négatifs, et donc il existe L > 0 tel que lim,, .o d(xp, Tpi1) =
lim,, o M (2, Xpe1) = L.
Supposons que L > 0. Puisque «(x,,, Tpi1)H(T 20, TTpi1) < M (2, z,41), et de (3.8) et (3.9), on
a

lim oz, 2pi1)H(T2p, Tap) = L (3.10)

n—oo

Puis en utilisant (3.5) et (b) de la définition 2.13, on obtient

Co <lim,_oosup((a(zy,, xpi1)H(Txn, Txpi1), M(20h, Tpi1))
= lim,, o sup ¢ ((xn, Tpi1)H(Txp, Txpi1), d(Tn, Tphi1)) < CG

qui est une contradiction et donc L = 0.
Maintenant, nous montrons que {x,} est une suite de Cauchy. Sinon, alors par le lemme 2.17 on
a:

S d(Zpr); Tnie)) = M d(Zogey41; Tngey1) = € (3.11)

et par conséquent,
lim M(Im(k), ZL’n(k)) =& (312)

k—o0
Soit ¥ = Ty, ¥ = Tnk)- Puisque T' est une application a-orbitale triangulaire admissible, donc

par le lemme 3.3, on a (), Tnk)) > 1. Alors par (3.5),
Ca < ((a(@mpy, ) H(TTm) TTnk)), M (Zomk)s Tnr)))
=< G(M(l‘m(k), a:n(k))a(Txm(k), Txn(k)), H([Em(k), .CEn(k)))

Ici M (% k), Zngk)) = A(Zmk), o)), donc plus loin par (i) de la définition 2.14, on obtient :

ATmy+1, Tagy+1) < W Tk)s Tge)H(T T iy, T ) (3.13)
= M(‘Tm(k)7xn(k)):d(xm(k)axn(k)> (3.14)

3.1. Principaux résultats
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En utilisant (3.11) et (3.12) dans (3.13), on obtient :

im a(zm k), To)) H(TTm), TTnr)) = €

k—o0

Par conséquent, en utilisant (3.5) et (b) de la définition 2.13, on obtient

Ce < lim sup( (a (xm(k), :En(k)) H (Twm(k),Twn(k:)) , M (xm(k)v xn(’f))) < Cg

Ce qui est une contradiction. Donc {x,} est une suite de Cauchy. A partir de (33.7.4) et de
I'a-complétude de (X,d), il existe u € X tel que z, LAY quand n — oco. Par a-continuité de
I'application multivaluée 7, on obtient :

lim H(Tz,,Tz) =0 (3.15)

n—oo

Ainsi on obtient :
d(u, Tu) = lim d(xp41,Tu) < lim H (Tx,, Tu) =0

n—o0 n—oo

Par conséquent, u € T'u et donc 7" a un point fixe. =

Théoreme 3.2 Soit (X,d) un espace métrique et T : X — CB(X) une application a-admissible

Zq-contractive multivaluée. Supposons que les conditions suivantes :

(i

(ii

(X, d) est un espace métrique a-complet,
il existe xg € X et x; € Tx tels que o(zg, 1) > 1,
(zi1) T est triangulaire a-admissible multivalués,

(1w

Alors T a un point fixe.

) T est une application a valeurs multiples a-continue.

Preuve. La preuve suit de la méme maniére que dans le théoreme 3.6. m

Corollaire 3.1 Soit (X,d) un espace métrique, T' : X — CB(X) une application multivaluée o-
admissible généralisée Zq-contractive (ou, a-admissible Zg-contractive). Supposons que les condi-

tions suivantes :

(1) (X,d) est un espace métrique a-complet,
(1) il existe xg € X et x1 € Txy tels que a(xg,x1) > 1,
(7i1) T est triangulaire a.,-admissible multivalués,

(iv) T est une application a valeurs multiples a-continue.

Alors T a un point fixe.

3.1. Principaux résultats
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Corollaire 3.2 Soit (X, d) un espace métrique, T' : X — CB(X) une application multivaluée a-
admissible généralisée Zqs-contractive (ou, a-admissible Zqg-contractive). Supposons que les condi-

tions suivantes :

(i

(ii

(X, d) est un espace métrique a-complet,
il existe xg € X et x; € Tx tels que (g, 1) > 1,

(zi1) T est triangulaire a..-admissible,

)
)
)
(1v) T est une application a valeurs multiples continue.
Alors T a un point fixe.

Exemple 3.4 Soit X = (—10,10) avec la métrique d(z,y) = |z —y| et T : X — CB(X) est définie

par:

(—2} siz € (—10,0),
) 0,3 stz €0,2],
The) = 0,20 — 3] size (2,5
{9} six € (5,10)

Soit o : X x X — [0, 00) défini par

(2.1) 1 six,yel0,2],
alz,y) =
Y 0 sinon.

Alors lespace (X,d) est a-complet et T n’est pas continu mais il est a-continu. Aussi T est une
application triangulaire a-admissible multivaluée, puisque si o(z,y) > 1, alors on a x,y € [0,2],
et donc Tz, Ty C |0, g] , ce qui implique «(p,q) > 1 pour tout p € Tx et ¢ € Ty. Ainsi, T est
a-admissible. De plus, si a(z,y) > 1 alors z,y € [0,2]. Donc z € [0,2] et Ty C [0,2]. Soit z € Ty.
Alors on a a(y, z) > 1. Enfin, z € [0,2] et z € [0, 2] donne «(x,z) > 1. Donc T est triangulaire -
admissible. Si nous choisissons zy = 2, alors la condition (ii) du théoréme 3.2 est vraie. Considérons
((t,s) = 2s—tet G(s,t) = s—t, alors T est une application a-admissible Z-contractive généralisée
multivaluée avec C; = 0. Ainsi, toutes les conditions du théoréme 3.2 sont satisfaits. Par conséquent,
T a des points fixes dans X.

Les résultats suivants montrent que la a-continuité ou continuité de I'application 7" peut étre

relachée en supposant la condition (iv') comme suit.

Théoreme 3.3 Soit (X,d) un espace métrique, T' : X — CB(X) une application multivaluée o-

admissible généralisée Z-contractive. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaite :

(1) (X,d) est un espace métrique a-complet,
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(17) Il existe zg € X et x1 € Ty tels que a(xg, z1) > 1,
(zi1) T est triangulaire a-admissible,

(iv) Si{z,} est une suite dans X telle que a(x,,z,41) > 1 pour tout n € N et z, <z € X quand

n — oo, alors on a a(x,,x) > 1 pour tout n € N.
Alors T a un point fixe.

Preuve. En suivant la démonstration du théoréme 3.2, on sait que {x,} est une suite de Cauchy
d Y .
dans X telle que z,, — v € X quand n — oo et a(x,,z,+1) > 1 pour tout n € N. a partir de la

condition (iv'), on obtient a(z,,u) > 1 pour tout n € N. En utilisant (3.5), on a :
C(a(zp, w)H(Txp, Tu), M(z,,u)) > Cq (3.16)

Ou

M ) = max {d@n, u), d(y, Ty, d(u, Tu), 2w T0) + 4. T2,) }

2

d(u,Tu)

Pour tout n € N Supposons que d(u, T'u) > 0. Soit ¢ = ==—. Puisque z,, LueX quand n — oo,

on peut trouver n; € N tel que :

d(u,x,) < w (3.17)
Pour tout n > ny. De plus, nous obtenons :
d(u, Tx,) < d(u, py1) < w (3.18)
Pour tout n > n;. De plus, comme {z,} est une suite de Cauchy, il existe ny € N tel que :
d(xp, Try) < d(xp, Tpg1) < w (3.19)
Pour tout n > ny. Il résulte de d(x,,, Tu) — d(u,Tu) quand n — oo que l'on peut trouver ny € N
tel que :
d(zp, Tu) < w (3.20)
Pour tout n > ns. Ainsi, en utilisant (3.17)-(3.20), nous obtenons :
M(z,,u) = d(u, Tu) (3.21)

Pour tout n > ng = max{n, ng,n3}. Donc a partir de (3.16), on a:
Co < ((a(xp, u)H(Txy, Tu),d(u, Tu)) < G (d(u, Tu), a(x,, w)H(Tx,, Tu))
En utilisant (7) de la définition 2.14, nous obtenons :

a(xn, w)H(Tx,, Tu) < d(u, Tu)
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De plus, puisque :
d(zpy1, Tu) > H(Txp, Tu) < alx,, w)H(Tx,, Tu) < d(u, Tu) (3.22)

En laissant n — oo, on obtient d(u, Tu) < d(u,T'u), ce qui est une contradiction. Par conséquent,

d(u,Tu) = 0, c’est-a -dire u € T'u. Ceci complete la preuve. m

Corollaire 3.3 Soit (X,d) un espace métrique, T' : X — CB(X) une application multivaluée o-
admissible généralisée Zq-contractive. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaite :
(1) (X,d) est un espace métrique a-complet,
(17) Il existe zg € X et x1 € Txy tels que a(xg, z1) > 1,
(zi1) T est triangulaire a..-admissible,
)

(iv) Si{z,} est une suite dans X telle que oz, z,11) > 1 pour tout n € N et z, LreX quand

n — oo, alors on a a(x,,x) > 1 pour tout n € N.

Alors T' a un point fixe.

Corollaire 3.4 Soit (X, d) un espace métrique, T' : X — CB(X) une application multivaluée a-

admissible généralisée Zq-contractive. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaite :

(i

) (X, d) est un espace métrique a-complet,
(71) il existe zo € X et x1 € Tz tels que a(xg, x1) > 1,
(zi1) T est triangulaire a-admissible,
)

. . . d
(tv) si {x,} est une suite dans X telle que «(x,,x,1) > 1 pour tout n € Net z, — = € X quand

n — oo, alors on a a(x,,x) > 1 pour tout n € N.

Alors T' a un point fixe.

Exemple 3.5 Soit X = (0, 1] avec la métrique d(z,y) = |z —y| et T : X — CB(X) défini comme :
{10} stz e (0,5),
Tr=q{s.4} stze [5.4]
{2} size (3,1].
Définir : o : X x X — [0, 00) par

lsize[3.1],
a(r,y) = .
0 sinon.
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Alors (X, d) est un espace métrique «-complet. La mise en correspondance T' n’est pas « — continu

(pour voir cela, considérons x,, = % +i = %). De plus, T est triangulaire a-admissible. De plus,

n’

il existe zg = %, et vy = 3 € Twg = {2,2} tel que a(xo, 1) > 1. Soit {x,,} toute suite dans X telle

que oz, ny1) > 1 pour tout n € N et z, — x quand n — oo. Cela implique que =, € [1,1] pour
1
2
facilement vérifier que T est une application a-admissible multivaluée Z5-contractive en prenant

C(t,s) = 2s —1t, G(s,t) = s — t et Cg = 0. Ainsi, T satisfait toutes les conditions du théoréme 3.11

ayant des points fixes.

tout n € N et donc = € [4,1]. Ainsi a(x,,z) > 1 et donc la condition (iv') est satisfaite. On peut

3.2 Conséquences

Définition 3.19 Soit X un ensemble non vide doté d’'un graphe G et T : X — N(X) une application
a plusieurs valeurs. Alors on dit que T est un bord riangulaire préservant si pour chaque x € X et
y € Tx avec (x,y), (y,2) € E(G), ona (x,z) € E(G) pour tout z € Ty.

Définition 3.20 Soit (X, d) un espace métrique doté d’'un graphe G. Lespace métrique X est dit
E(G)-complet si et seulement si toute suite de Cauchy {z, } dans X avec (z,,z,+1) € E(G) pour tout

n € N, converge dans X.

Définition 3.21 Soit (X, d) un espace métrique doté d'un graphe G. On dit que T : X — CB(X) est

une application E(G)-continue a (CB(X),H) si pour tout x € X donné et suite {z,} avec

lim d(z,,z) =0et (v, Tpt1) € E(G) pour toutn € N = lim H(Tz,,Tz) =0

n—oo n—oo

Définition 3.22 Soit (X,d) un espace métrique doté d’un graphe G. Une application T : X —
CB(X) est dite E(G)-Zg-contractive s’il existe ( € Zg et a: X x X — [0, 00) tels que

r,y € X, (v,y) € B(G) = ((a(z,y)H(Tz,Ty),d(z,y)) > Cq (3.23)

De ma®me, en prenant M (z,y) au lieu de d(x,y), nous pouvons définir 'application E(G)-Z5-

contractive généralisée.
Théoreme 3.4 Soit (X, d) un espace métrique doté d’'un graphe G, et T : X — CB(X) une applica-
tion E(G) — Zg-contractive. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) (X,d) est un espace métrique FE(G)-complet,

(17) Il existe zo € X et x1 € Txg tels que (zg, 1) € E(G),

(1i1) T est triangulaire et préserve les bords,

3.2. Conséquences
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(tv) T est une application a valeurs multiples E(G)-continue.

Alors T a un point fixe.

Preuve. Ce résultat peut étre obtenu a partir du théoréme 3.7 en définissant une application
a: X x X — [0,00) telle que

Lsi(z,y) € E(G),
ofr,y) =
0 sinon.

Ceci complete la preuve . m

En utilisant le théoreme 3.11, nous obtenons le résultat suivant :

Théoreme 3.5 Soit (X, d) un espace métrique doté d’'un graphe G, et T : X — CB(X) une applica-
tion E(G) — Zg-contractive. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) (X,d) est un espace métrique E(G)-complet,
(17) Il existe zo € X et xy € Txg tels que (zg, 1) € E(Q).
(1i1) T est triangulaire et préserve les bords .

)

(') Si{z,} est une suite dans X telle que (v,,x,+1) € E(G) pour toutn € Netz, —» x € X
quand n — oo, nous avons (z,,z) € E(G) pour tout n € N.

Alors T' a un point fixe.

3.2. Conséquences
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Conclusion

En guise de conclusion, on en déduit que le théoreme de point fixe pour les applications
multivoque joue un réle important dans I'analyse multivoque non telles que I'existence et 'unicité des
solutions de divers problémes mathématiques.

On en déduit également que la combinaison entre les théorémes classiques de point fixe pour les
applications univoques et la notion d'applications multivoque nous permet d'établir plusieurs
nouveaux résultats de maniére similaire.

En outre, on constate que les conditions sur les fonctions et I'espace étudiés restreignent le
nombre de cas auxquels on peut appliquer le théoréme.
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