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 اٌفظً الاٚي
 

 وظرية انمجمىػبت
 

 مقدمة:
 

دساعخ ٔذسط فٟ ٘زا اٌّؾٛس اعبع١بد ؽٛي اٌّغّٛػبد ٚ خظبئظٙب ٚاٌزٟ رؼزجش ضشٚس٠خ فٟ  

 الاؽزّبلاد
 

 :انؼىبصر –انمجمىػبت 
 

 . 

،... أِب ػٕبطش٘ب ثأؽذ اٌؾشٚف A ،B ،C ،X ،Yٔشِض ػبدح ٌٍّغّٛػخ ثأؽذ اٌؾشٚف اٌىج١شح :  

 ،... a ،b ،c ،x ،yاٌظغ١شح : 

٠ٕزّٟ أ٠ضب إٌٝ  A. ٚإرا وبْ وً ػٕظش فٟ اٌّغّٛػخ Aػٕظش ِٓ اٌّغّٛػخ xإرا وبْ    ٚٔىزت : 

 B فٟ ِؾزٛاح Aأْ ٚٔمٛي  Bرغّٝ ِغّٛػخ عضئ١خ ِٓ  Aفئْ    ٠غزٍضَ     أٞ أْ  ، Bاٌّغّٛػخ 
A ٔىزتٚ B. 

A: اؽزٛد اؽذاّ٘ب الأخشٜ ٘زا ٠ؼٕٟ ٚرزغبٜٚ ِغّٛػزبْ إرا   B  ْإرا ٚفمظ إرا وبA B  ٚ

B A. 

aاٌؼلالبد:  ٟٚٔىزت ٔف  A ،A B ،A B  :ثبٌزٛاٌٟ ػٍٝ اٌظٛسح اٌزب١ٌخa A ،A B ،

A B. 

ِغّٛػخ ِب فئٕٔب إِب أْ ٔزوش وً ػٕبطش٘ب أٚ ٔزوش اٌخٛاص اٌزٟ رؾممٙب ػٕبطش ٘زٖ ٌٚزخظ١ض  

 اٌّغّٛػخ.

 : 1مثبل

  1,3,5,7,9A  ْرذي ػٍٝ أA  وّب أْ : 9، 7، 5، 3، 1ٟ٘ اٌّغّٛػخ اٌّىٛٔخ ِٓ الأػذاد ،

15x  ،x  ٌٟٚػذد أ /B x  ْرذي ػٍٝ أB  ٓ15ٟ٘ ِغّٛػخ الأػذاد الأ١ٌٚخ اٌزٟ رمً ػ. 

 

 

 : 2مثبل

 ٠ّىٓ أ٠ضب وزبثزّٙب ػٍٝ اٌظٛسح اٌزب١ٌخ: روشّ٘ب اٌغبثك A  ٚBاٌّغّٛػزبْ 

10x  ٚx  ٞػذد فشد /A x 

 2,3,5,7,11,13B 

 .6A  ٚ6Bٚأ٠ضب  3A  ٚ3Bث١ّٕـب  11Aٌىـٓ  9B  ٚ11Bٌىـٓ  9Aلاؽـع أْ 
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 ػمهيبت ػهى انمجمىػبت
 

A)٠ٚشِض ٌٗ ثبٌشِض  A  ٚBِغّٛػزبْ اخز١بس٠زبْ. ٠ؼشف ارؾبد  A ،Bٔفشع أْ   B ٗٔثأ )

 : Bأٚ  Aِغّٛػخ اٌؼٕبطش اٌزٟ رٕزّٟ إٌٝ 

x B    ٚأ :  A B x x A 

A)٠ٚشِض ٌٗ ثبٌشِض  ٠ٚA  ٚBؼشف رمبطغ   B ِٓ ًثأٔٗ ِغّٛػخ اٌؼٕبطش اٌزٟ رٕزّٟ إٌٝ و )A  ٚ

B : 

x B    ٚ :  A B x x A 

ٚإرا وبْ   A B  ِٓ ًأٞ إرا ٌُ ٠ٛعذ أٞ ػٕظش ِشزشن فٟ وA ،B  ْ٠مبي أA  ٚB 

 ِٕفظٍزبْ.

A\)٠ٚشِض ٌٗ ثبٌشِض  ٠ٚA  ٚBؼشف اٌفشق ث١ٓ   B ٌٝثأٔٗ ِغّٛػخ اٌؼٕبطش اٌزٟ رٕزّٟ إ )A  لا ٚ

 .Bرٕزّٟ إٌٝ 

A\لاؽع أْ   B  ٚB  ِْٕفظٍزبْ أٞ أ( \ ) A B B. 

 : A( ثأٔٗ ِغّٛػخ اٌؼٕبطش اٌزٟ لا رٕزّٟ إٌٝ cA)٠ٚشِض ٌٗ ثبٌشِض  Aٌٍّغّٛػخ  ز٠ُّٚؼشف اٌّ 

x A    ٚ : cA x x U 

 .A ٚاٌّغّٛػخ U٘ٛ اٌفشق ث١ٓ اٌّغّٛػخ اٌى١ٍخ  ٠ٚcAذي ٘زا ػٍٝ أْ 

 

 : 1مثبل
رٛضؼ الأشىبي اٌزب١ٌخ ٚاٌزٟ رغّٝ أشىبي فٟ ػ١ٍّبد اٌّغّٛػبد اٌغبثمخ ٚلذ ِضٍذ اٌّغّٛػبد ٕ٘ب 

 ثبٌّغبؽخ اٌّٛعٛدح داخً اٌّغزط١ً. Uثّغبؽبد ِجغطخ ػٍٝ اٌّغزٜٛ. ِٚضٍذ اٌّغّٛػخ اٌى١ٍخ 
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 : 3مثبل

ٔفشع أْ  1,2,3,4A  ْٚأ 3,4,5,6B  ؽ١ش 1,2,3,...U : ْٛف١ى 

 3,4 A B    ، 1,2,3,4,5,6 A B 

 5,6,7,CA       \ 1,2A B 

خ اٌمٛا١ٔٓ أٚ اٌّزغب٠ٚبد اٌّخزٍفخ اٌزٟ رٛعذ فٟ اٌغذٚي رؾمك اٌّغّٛػبد ثبٌٕغجخ إٌٝ اٌؼ١ٍّبد اٌغبثم 

 اٌزبٌٟ، ٚػٍٝ اٌزؾذ٠ذ فئْ.

 

 اٌزبٌٟ:  رؾمك اٌّغّٛػبد اٌمٛا١ٔٓ اٌّٛضٛػخ فٟ اٌغذٚي

 

 

             
 اٌزغ١ّغ

  (   )  (   )      (   )  (   )    

 اٌزجذ٠ً
                

لٛا١ٔٓ 

 اٌزٛص٠غ
4a. ( ) ( ) ( )     A B C A B A C 4b. ( ) ( ) ( )     A B C A B A C 

لٛا١ٔٓ 

 اٌٛؽذح
5b.

6b.

A U A

A

 

 
 

5a.

6a.

A A

A U U

 

 
 

لٛا١ٔٓ 

 الإرّبَ
7b.

8b. ,

c

c c

A A

U U

 

  
 

7a.

8a. ( )

c

c c

A A U

A A

 


 

لٛا١ٔٓ 

دٞ 

 ِٛسعبْ
9b. ( )  c c cA B A B 9a. ( )  c c cA B A B 

 
 :.1.1وظرية

Aارا وبْ B  :ٗٔفب 

 

A\B 



   8 

(i) (iii) (v)

(ii) (iv)

c c c

c

A B A B A B A U

A B B A B

    

   
 

 : انمجمىػبت انمىتهية وانمجمىػبت انقببهة نهؼد
 

 nرىْٛ اٌّغّٛػخ ِٕز١ٙخ أٚ غ١ش ِٕز١ٙخ أٞ لا ٔٙبئ١خ. ٚرىْٛ اٌّغّٛػخ ِٕز١ٙخ إرا وبٔذ فبسغخ أٚ إرا وبٔذ رؾزٛٞ  

 ػذد طؾ١ؼ ِٛعت ٚإلا رىْٛ اٌّغّٛػخ لا ٔٙبئ١خ. nػٕظشًا ثبٌضجظ ؽ١ش 

 

 :4مثبل

 +       *  ٟ٘ ِغّٛػخ Aٔفشع أْ  

 ِغّٛػخ ِٕز١ٙخ. Mفٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ رىْٛ 

 

 : 5مثبل

Pٔفشع أْ   :x x ٔٙش ِٓ أٔٙبس الأسع ٛ٘  ْٚػٍٝ اٌشغُ ِٓ طؼٛثخ إؽظبء ػذح أٔٙبس الأسع إلا أP 

 ِغّٛػخ ِٕز١ٙخ.

 

 :6مثبل

 ٟ٘ ِغّٛػخ الأػذاد اٌظؾ١ؾخ اٌضٚع١خ )اٌّٛعجخ( أٞ أْ : Yٔفشع أْ   2,4,6,Y  ْٛفزى .Y  ِغّٛػخ

 لأٙبئ١خ.

  

 

 :7مثبل

 

ٟ٘ فزشح طٌٛٙب اٌٛؽذح ِٓ ِغّٛػخ الأػذاد اٌؾم١م١خ ِضلا  Iٔفشع أْ   : 0 1I x x   ػٕذئز .I ِغّٛػخ لأٙبئ١خ 

٠مبي أٔٙب لأٙبئ١خ رؼزجش اٌّغّٛػخ لبثٍخ ٌٍؼذ إرا وبٔذ ِٕز١ٙخ، أٚ إرا أِىٓ رشر١ت ػٕبطش٘ب ػٍٝ طٛسح ِززبثؼخ، ٚفٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ 

ِغّٛػخ لأٙبئ١خ ٚإْ  6لبثٍخ ٌٍؼذ، ٚثخلاف رٌه رؼزجش اٌّغّٛػخ غ١ش لبثٍخ ٌٍؼذ. ٚػٍٝ رٌه رىْٛ اٌّغّٛػخ اٌّزوٛسح فٟ اٌّضبي 

 ِغّٛػخ غ١ش لبثٍخ ٌٍؼذ. 7وبٔذ لبثٍخ ٌٍؼذ ث١ّٕب ٠ّىٓ إصجبد اٌّغّٛػخ اٌّؼشفخ فٟ اٌّضبي 
 

 : مجمىػبت حبصم انضرة
 

Aٚاٌزٟ ٠شِض ٌٙب ثبٌشِض  A  ٚBِغّٛػزبْ فزؼشف ِغّٛػخ ؽبطً ضشة  A  ٚBٔفشع أْ   B  ثأٔٙب اٌّغّٛػخ

a( ثؾ١ش ٠ىْٛ a, bاٌّىٛٔخ ِٓ ع١ّغ الأصٚاط اٌّشرجخ ) A  ٚb B : 

 ( , ) :A B a b a A b B   æ 

٠ٚAشِض ٌؾبطً ضشة ِغّٛػخ فٟ ٔفغٙب ِضً   A  ثبٌشِض
2A. 

 

 :8مثبل

عٛف ٔفزشع أْ اٌمـبسا ػٍـٝ ػٍـُ ثبٌّغزـٜٛ اٌىبسر١ـضٞ  
    ًوّب ٘ٛ ِج١ٓ فٟ اٌشعُ اٌزبٌٟ(. ٚرّض(

a,ٕ٘ب صٚعب ِشرجب ) Pوً ٔمطخ  b.الأػذاد اٌؾم١م١خ ٚثبٌؼىظ ِٓ ) 

  

 

 

 
 :9مثبل

ٔفشع أْ   1,2,3A   ْٚأ ,B a b. 

1     2  a  3  2 

b 

1 
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 ػٕذئز ٠ىْٛ:

 (1, ),(1, ),(2, ),(2, ),(3, ),(3, )A B a b a b a b  

 فزؼشف طج١ؼٟ ػذد ِؾذد ِٓ اٌّغّٛػبد ثشىً ٠ّٚىٓ اٌزٛعغ فٟ رؼش٠ف ِفَٙٛ ِغّٛػخ ؽبطً اٌضشة إٌٝ أٞ 

1اٌّغّٛػبد  اٌضشة ؽبطً ِغّٛػخ 2, , , mA A A  1ٚاٌزٟ رىزت ػٍٝ اٌظٛسح 2 mA A A    ثأٔٙب ِغّٛػخ

1ع١ّغ اٌؼٕبطش اٌّشرجخ راد اٌظٛسح  2( , , , )ma a a  1ؽ١ش 1a A  ًٌىi. 

 :فصىل )أو ػبئلات( مه انمجمىػبت
 

٠ؾذس وض١شا أْ رىْٛ ػٕبطش اٌّغّٛػخ ٟ٘ ٔفغٙب ِغّٛػبد، فّضلا وً خظ فٟ ِغّٛػخ اٌخطٛط ٘ٛ ٔفغٗ ِغّٛػخ  

ٔمظ. ٌٍّٚغبػذح ػٍٝ رٛض١ؼ ِضً ٘زٖ اٌؾبلاد فئٕٔب ػبدح ٔغزؼًّ وٍّخ فظً أٚ ػبئٍخ ٌّضً ٘زٖ اٌّغّٛػخ. ٚرىْٛ ٌىٍّزٟ اٌفظً 

 ؼبئٍخ اٌغضئ١خ ِؼٕٝ ِّبصً ٌىٍّخ اٌّغّٛػخ اٌغضئ١خ.اٌغضئٟ أٚ اٌ
 

 : 11مثبل

ػٕبطش اٌفظً       2,3 , 2 , ٘ـٟ اٌّغّٛػـبد  5,6 2,3  ٚ 2  ٚ 5,6. 
 

 :11مثبل

 A  فزؼشّف ِغّٛػخ أعضاء اٌّغّٛػخ   ِغّٛػخA  ٠شِض ٌٙب ثبٌشِض ٚ(P(A)  ّٔٙب فظً ع١ّغ اٌّغّٛػبد اٌغضئ١خ ( ثأ
 . Aٌٍّغّٛػخ 

 فئْ : +     *  ٚثظفخ خبطخ إرا وبْ 

 ( )  *  * + * + * + *   + *   +*   +  + 

) فئْ اٌفظً  nِٕز١ٙخ ٚػذد ػٕبطش٘ب ِغّٛػخ  Aٚثظٛسح ػبِخ إرا وبٔذ   )AP  ِٓ ْٛ٠2زىn
 ػٕظش. 

 

 : 12مثبل

ؽ١ش :  Xاػزجش فظٛي اٌّغّٛػبد اٌغضئ١خ اٌزب١ٌخ ٌٍّغّٛػخ  1,2, ,8,9X. 

     

     

     

(i) 1,3,5 , 2,6 , 4,8,9

(ii) 1,3,5 , 2,4,6,8 , 5,7,9

(iii) 1,3,5 , 2,4,6,8 , 7,9

  

  

  

 

(i١ٌغذ رغض٠ئ )ٌٍّغّٛػخ  خX  ْ7إر أX  ّٟ7ث١ّٕب لا رٕز ( .إٌٝ أٞ خ١ٍخ. ٚػلاٚح ػٍٝ رٌهii١ٌغذ رغضئ )ٌٍّغّٛػخ  خX 

إٌٝ وً ِٓ  5ث١ّٕب رٕزّٟ  5Xؽ١ش أْ  1,3,5  ٚ 5,  Xإر أْ وً ػٕظش ِٓ  Xٌٍّغّٛػخ  خ( رغضئiii. رؼزجش )7,9

 ٠ٕزّٟ إٌٝ خ١ٍخ ٚاؽذح ثبٌضجظ.

. 
 

 تؼريف:
 عجش - ثغجش اٌّغّٛػبد ) ِٓ اٌّغّٛػبد اٌغضئ١خ ٌٍّغّٛػخ اٌى١ٍخ  A جخ غ١ش خبٌٔغّٟ ِغّٛػخ 

 :ِب ٠ٍٟ  كإرا ؽم( اٌّغّٛػبد

(i )فٟ ِغّٛػخ لأٞ خّزّّاٌ اٌّغّٛػخA ّٟإٌٝ رٕزA. 

(ii )ِغّٛػبد ِٓ( ٌٍؼذ لبثً) ِٕزٗ ػذد أٞ ارؾبد A ّٟإٌٝ ٠ٕزA. 

 .اٌّغّٛػبد ِٓ( ٌٍؼذ لبثً) ِٕزٗ ػذد ٚارؾبد َّبرالإ ٌؼ١ٍّزٟ ثبٌٕغجخ الأغلاق ششط  ٠ؾمك Aاٌفظً أْ أٞ

ٚأٔٗ أ٠ضب ٠ؾمك ششط الأغلاق  ٚػٍٝ   ػٍٝ ٠ؾزٛٞ( اٌّغّٛػبد عجش - ) اٌّغّٛػبد عجش أْ ٔضجذ أْ اٌغًٙ ِٚٓ

 ثبٌٕغجخ إٌٝ رمبطغ ػذد ِٕزٗ )لبثً ٌٍؼذ( ِٓ اٌّغّٛػبد.
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 اٌفظً اٌضبٟٔ
 

 

  
 

 انتىفيقيانتحهيم 

 

 

 أصهي مجمىػة مىتهية:

 ػذد ػٕبطش٘ب. nِغّٛػخ ِٕز١ٙخ ٚ  Eٌزىٓ تؼريف : 

)ٚٔشِض ٌٗ ثبٌشِض  Eثبٌزؼش٠ف أطٍٟ اٌّغّٛػخ  ٠nغّٝ اٌؼذد   )Card E. 

 

 :1مثبل

 . ٛ٘ 0أطٍٟ اٌّغّٛػخ اٌخب١ٌخ   

أطٍٟ اٌّغّٛػخ   3,1,0  ٛ٘3. 
 

 : اتحبد مجمىػتيه مىتهيتيهأصهي 
 

 وتيجة:

Aإرا وبْ :   B  : ْفئ 

 

( ) ( ) ( )Card A B Card A Card B   

 ملاحظبت: 

ّخ  A( إرا وبٔذ 1 ّّ Aفئْ :  Eفٟ  Aِز A   ٚA A E   : ٌٟٚثبٌزب

( ) ( ) ( )Card A A Card A Card A   

:ِٕٗٚ 

( ) ( )Card A Card E Card A  

 ( ثّب أْ:2
B

A B B A   



   11 

 فئْ: 

(1) ( ) ( )Card B A Card B Card A B    

 ٚثّب أْ:

( \ )A B A B A    ٚ( )A B A    

 فئْ: 

(2) ( ) ( )Card A B Card A Card B A    

 ( ٔغذ: 2( ٚ )1( ِٓ )3

( ) ( )Card A B Card A Card B Card A B     

 

 أصهي جداء ديكبرتي:

 

 وتيجة 

)ِغّٛػز١ٓ ِٕز١ٙز١ٓ فئْ اٌّغّٛػخ  A  ٚBإرا وبٔذ   )A B :ٚ ِٕز١ٙخ 

( ) ( ) ( )Card A B Card A Card B   

 

 

  حبنة خبصة: 

Bرا وبْ إ A  
 

 ٚثبٌزشاعغ ٔغذ:

, 1 : [ ]n nn n Card A Card A    
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 ػىصرا: nػىصرا مه مجمىػة ذات  mػدد انقىائم ذات 
 

 

 تؼريف:

 ػذد طج١ؼٟ غ١ش ِؼذَٚ. mػٕظشا ١ٌٚىٓ  nِغّٛػخ راد  Eٌزىٓ 

1وً ػٕظش  Eػٕظشا ِٓ  mٔغّٟ لبئّخ راد  2( , , , )ma a a  ٟاٌغذاء اٌذ٠ىبسر ِٓmE. 

 

 ػدد انقىائم: 

 .mnػٕظشا ٘ٛ nراد  Eػٕظشا ِٓ اٌّغّٛػخ  mػذد اٌمٛائُ راد 

 

 :2مثبل

ػٕبطش اٌزٟ ٠ّىٓ رشى١ٍٙب ِٓ اٌّغّٛػخ:  3٘ٛ ػذد اٌمٛائُ راد  ِب  , , ,E a b c d؟ 

 

 الإعبثخ:
3654 4. 

 

 :3مثبل

 

ػ١ّٓ وً اٌمٛائُ راد ػٕظش٠ٓ ِٓ اٌّغّٛػخ:  , , ,E a b c d. 

 

216ػذد٘ب ٘ٛ :  4 : ٟ٘ٚ 

 

( , ),( , ),( , ),( , )

( , ),( , ),( , ),( , )

( , ),( , ),( , ),( , )

( , ),( , ),( , ),( , )

a a a b a c a d

b a b b b c b d

c a c b c c c d

d a d b d c d d

 
 
 
 
 
  

 

 

 :4مثبل

ؽ١ش ٔؼ١ذ فٟ وً ِشح اٌمش٠ظخ  9إٌٝ  1لش٠ظبد ِشلّخ ػٍٝ اٌزٛاٌٟ ِٓ  ٠9ؾزٛٞ و١ظ ػٍٝ  

اٌّغؾٛثخ إٌٝ اٌى١ظ لجً اٌغؾت اٌّٛاٌٟ ٚٔىزت فٟ وً ِشح ٚؽغت رشر١ت اٌغؾت سلُ اٌمش٠ظخ اٌّغؾٛثخ 

ْ ٘ىزا ػذداً را أسثؼخ أسلبَ. ّٛ  ٚٔى

46561ػذد الأػذاد اٌّخزٍفخ اٌزٟ ٠ّىٓ رشى١ٍٙب ثٙزٖ اٌى١ف١خ ٘ٛ:  - 9. 
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 ( Arrangementsانترتيببت )

 

 

 تؼريف: 

nػذد طج١ؼٟ غ١ش ِؼذَٚ ؽ١ش  mػٕظشا ٚ  nِغّٛػخ راد  Eٌزىٓ  m. 

ثؾ١ش رىْٛ ٘زٖ اٌؼٕبطش ِزّب٠ضح ِضٕٝ  Eػٕظشا ِٓ  mوً لبئّخ راد  Eػٕظشا ِٓ  mٔغّٟ رشر١جخ  

 ِضٕٝ )غ١ش ِزىشسح(.

 : 5مثبل

إرا وبٔذ  , , ,E a b c d  ػٕبطش  3فئْ اٌمٛائُ راد( , , )a b c ،( , , )a c b ،( , , )a c d  ٟ٘

)، ث١ّٕب اٌمبئّخ Eػٕبطش ِٓ  3رشر١جبد راد  , , )a a b  ١ٌغذ رشر١جخ لأْ اٌؼٕظشa .٠زىشس 

 

 

 ػدد انترتيببت :

 

 وتيجة: 

nػذداْ طج١ؼ١بْ غ١ش ِؼذ١ِٚٓ ؽ١ش  ١ٌn ،mىٓ  m. 

mػٕظشا ٘ٛ اٌؼذد اٌطج١ؼٟ  nػٕظشا ِٓ ِغّٛػخ راد  mػذد رشر١جبد 
nA :ٍٟف وّب ٠  اٌّؼشَّ

( 1) ( 1)m
nA n n n m    

 

 

 حبنة خبصة: 

mإرا أخزٔب  n       :ٔغذ 

( 1) 2 1 !n
nA n n n     

 

 

 انتبديلات :

 

 

 تؼريف: 

 Eػٕظشا ِٓ  nػٕظشا ِخزٍفب وً رشر١جخ  nراد  Eٔغّٟ رجذ٠ٍخ ٌّغّٛػخ 

 : 6مثبل

رجذ٠لاد اٌّغّٛػخ  , ,a b c  ٟ٘( , , )a b c ،( , , )a c a ،( , , )b a c ،( , , )b c a ،( , , )c a b ،

( , , )c b a  6ٚػذد٘ب 3!. 
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 وتيجة: 

 ػٕظشا ِخزٍفب ٘ٛ nػذد رجذ٠لاد ِغّٛػخ راد 

 

n!=n (   )  (   )       . 

 

 انتبديلات مغ انتكرار :

 

( ِغّٛػخ ِٓ اٌؼٕبطش ٠ىْٛ ثؼضٙب ِزّبصلا. ٚرٕزظ اٌظ١غخ ٠شاد أؽ١بٔب ِؼشفخ ػذد رجذ٠لاد )رجبد٠ً

 اٌؼبِخ ٌٙزا اٌؼذد ِٓ إٌز١غخ اٌزب١ٌخ :

 

 وتيجة: 

 rnػٕظشا ِزّبصلا ٚ . . . ٚ  2nػٕظـشا ِزّبصـلا ٚ  1nػٕظش ٚاٌزٟ ٠ىْٛ ِٓ ث١ٕٙـب  nػذد رجذ٠لاد 

 ػٕظشا ِزّبصلا ٘ٛ :

1 2

!

! ! !r

n

n n n
 

 

 : 7مثبل

ِب ٘ٛ ػذد الإشبساد اٌّخزٍفخ اٌزٟ ٠ّىٓ رى٠ٕٛٙب ِٓ ِغّٛػخ ِىٛٔخ ِٓ أسثؼخ أػلاَ ؽّشاء ِزّبصٍخ 

 عٟ؟ٚصلاصخ أػلاَ ث١ضبء ِزّبصٍخ ٚػٍُ أصسق. ٚرزشوت وً إشبسح ِٓ رؼ١ٍك صّب١ٔخ أػلاَ فٟ خظ سأ

  اٌؾً:

فٟ ٘زا اٌّضبي ٔجؾش ػٓ رجذ٠لاد صّب١ٔخ أش١بء ِٓ ث١ٕٙب أسثؼخ ِزّبصٍخ )الأػلاَ اٌؾّشاء( ٚصلاصخ ِزّبصٍخ 

 )الأػلاَ اٌج١ضبء(. ِٚٓ إٌز١غخ اٌغبثمخ ٔغذ :

8!
280

4!3!
 إشبسح ِخزٍفخ 

 

 انؼيىبت انمرتبة :

 

رذٚس اٌىض١ش ِٓ ِشبوً اٌزؾ١ًٍ اٌزٛف١مٟ ٚثظفخ خبطخ فٟ ػٍُ الاؽزّبلاد ؽٛي اخز١بس وشح ِٓ ٚػبء 

ِٓ اٌىشاد )أٚ اخز١بس ٚسلخ ِٓ ؽضِخ ِٓ اٌٛسق أٚ اخز١بس شخض ِٓ ِغزّغ(. رغّٝ ػ١ٍّخ اخز١بس وشح  nثٗ 

 .rِٓ اٌّشاد ثؼ١ٕخ ِشرجخ ؽغّٙب  rِٓ اٌٛػبء ػذد 

 ٔذسط ؽبٌز١ٓ ِخزٍفز١ٓ :

(i ))انمؼبيىة مغ الإحلال )الإرجبع : 

طش٠مخ ِخزٍفخ لاخز١بس  nفٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ رؼبد وً وشح إٌٝ اٌٛػبء لجً اخز١بس اٌىشح اٌزب١ٌخ ٚؽ١ش أٔٗ ٠ٛعذ 

ِغ الإؽلاي  rوً وشح فجزطج١ك اٌمبػذح الأعبع١خ ٌٍؼذ )اٌمٛائُ( ٔغذ أْ ػذد اٌؼ١ٕبد اٌّشرجخ ٚاٌّخزٍفخ راد اٌؾغُ 

:ٛ٘ 

 
 

n ِشح 



   15 

(ii ))انمؼبيىة بدون إحلال )إرجبع:  

ٟ اٌؼ١ٕخ فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ لا رؼبد اٌىشح إٌٝ اٌٛػبء لجً اخز١بس اٌىشح اٌزب١ٌخ ٚثزٌه لا رٛعذ رىشاساد ف

ثذْٚ إؽلاي ٟ٘ رجذ٠ٍخ ِٓ الأش١بء اٌّٛعٛدح فٟ اٌٛػبء ِأخٛرح  rاٌّشرجخ أٚ ثؼجبسح أخشٜ فئْ اٌؼ١ٕخ راد اٌؾغُ 

 ِٕٗ ٚثزٌه ٠ٛعذ : 

!
( 1) ( 1)

( )!

r
n

n
A n n n r

n r
    


 

 ِٓ الأش١بء. nثذْٚ إؽلاي ِٓ ِغزّغ ثٗ  rػ١ٕخ ِشرجخ ِخزٍفخ ؽغّٙب 

 

 ( :Combinaisonانتىفيقبت )

 تؼريف: 

nػذدا طج١ؼ١ب ؽ١ش  pػٕظشا ١ٌٚىٓ  nِغّٛػخ راد  Eٌزىٓ  p. 

 ػٕظشا. ٠pشًّ  Eوً عضء و١فٟ )ِغّٛػخ عضئ١خ( ِٓ  Eػٕظشا ِٓ اٌّغّٛػخ  pٔغّٟ رٛف١مخ  

ػٕظش ِؼطبح ٚرٌه ثذْٚ  nػٕظشا ِٓ ث١ٓ  pػٕظشا ٘ٛ اخز١بس و١فٟ ٌـ  pأٚ ثؼجبسح أخشٜ، رٛف١مخ  

 أخز ثؼ١ٓ الاػزجبس رشر١ت ٘زٖ اٌؼٕبطش.

 : 7مثبل

فٟ وً ِشح ٟ٘ :  3ِأخٛرح  a، b ،c ،dرٛف١مبد اٌؾشٚف  , ,a b c ، , ,a b d ، , ,a c d ،

 , ,b c d  :أٚ ثظٛسح أثغظabc ،abd ،acd ،bcd. 

 لاؽع أْ اٌزٛف١مبد اٌزب١ٌخ وٍٙب ِزغب٠ٚخ :

abc ،acb ،bac ،bca ،cab ،cba 

ٚاٌّمظٛد ثٙزا أْ وً رٛف١مخ ٟ٘ ٔفظ اٌّغّٛػخ اٌغضئ١خ  , ,a b c. 

 

 ترميز: 

rػٕظشا فٟ وً ِشح ثبٌشِض  rػٕظشا ِأخٛر ِٕٙب  nٔشِض ٌؼذد رٛف١مبد 
nC : اٌّؼشف ثبٌؼلالخ اٌزب١ٌخ 

!
( ! )

!( )! !

r
r r r n
n n n

n A
r C A C

r n r r
  


 

 

 : 8مثبل

 وُ ٌغٕخ صلاص١خ ٠ّىٓ رى٠ٕٛٙب ِٓ صّب١ٔخ أشخبص؟

 

 انحم:

 وً ٌغٕخ ٟ٘ ثبٌضشٚسح رٛف١مخ ِٓ اٌضّب١ٔخ أشخبص ِأخٛر ُِٕٙ صلاصخ فٟ وً ِشح. 

 إرْ ٠ٛعذ :

3
8

(8)(7)(6)
56

1 2 3
C  

 
 

 رى٠ٕٛٙب.ٌغٕخ صلاص١خ ِخزٍفخ ٠ّىٓ 
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 ( :Partitions ordonnéesانتجزيئبت انمرتبة )

 

. ٔش٠ذ إ٠غبد ػذد اٌطشق اٌزٟ ٠ّىٓ، ثٙب، أٚلا عؾت وشر١ٓ ِٓ 7إٌٝ  1وشاد ِشلّخ ِٓ  7ٔفشع أْ ٚػبء ف١ٗ 

 داٌزغض٠ئباٌٛػبء صُ عؾت صلاس وشاد ٚأخ١شًا عؾت وشر١ٓ ِٓ اٌٛػبء، ٚثؼجبسح أخشٜ ٔش٠ذ ؽغبة ػذد 

1اٌّشرجخ  2 3( , , )A A A  : 1ٌّغّٛػخ اٌىشاد اٌغجغ إٌٝ خلا٠بA  ،ٓ2رؾزٛٞ وشر١A 

د اٌّشرجخ لإٔٔب ١ّٔض ٠ئبضرؾزٛٞ ػٍٝ وشر١ٓ. رغّٝ ٘زٖ اٌؼ١ٍّخ ثبٌزغ 3Aرؾزٛٞ ػٍٝ صلاس وشاد ٚ 

 ث١ٓ :

      6,7 , 3,4,5 , 1,2    َٚ      1,2 , 3,4,5 ,  ِضلا. 6,7

 .Aٚاٌزٟ رؼطٟ وً ِّٕٙب ٔفظ اٌزغضئخ ٌٍّغّٛػخ 

2وشاد فٟ اٌٛػبء فئٔٗ رٛعذ  7ثّب أٔٗ فٟ اٌجذا٠خ رٛعذ  
7C  طش٠مخ ٌغؾت وشر١ٓ الأ١ٌٚز١ٓ ٚرٌه ٌزؾذ٠ذ

3وشاد فٟ اٌٛػبء، إرْ رٛعذ  5، ٠جمٝ ثؼذ رٌه 1Aاٌّغّٛػخ الأٌٚٝ 
5C  طش٠مخ ٌغؾت صلاس وشاد ٚرٌه

2ٚأخ١شًا رجمٝ وشربْ فٟ اٌٛػبء إرْ رٛعذ  2Aٌزؾذ٠ذ اٌّغّٛػخ اٌضب١ٔخ 
2C  3طش٠مخ ٌغؾت اٌخ١ٍخ الأخ١شحA 

 ِٕٚٗ رٛعذ :

2 3 2
7 5 2

7! 7! 5! 2!

2!3! 2! 2!5! 3! 2! 2! 0!
C C C      

 3اٌزٟ رؾزٛٞ ػٍٝ  2Aاٌزٟ رؾزٛٞ ػٍٝ وشر١ٓ ٚ  1Aإٌٝ اٌخلا٠ب  Aرغض٠ئبد ِشرجخ ِٚخزٍفخ ٌٍّغّٛػخ 

 اٌزٟ رؾزٛٞ ػٍٝ وشر١ٓ. ِٕٚٗ: 3Aوشاد ٚ 

 

 وظرية: 

ٟ٘ أػذاد طؾ١ؾـخ ِٛعجـخ ؽ١ـش  1n ،2n،...،rnػٕظشًا ٚأْ  nرؾزٛٞ ػٍٝ  Aٔفشع أْ ِغّٛػخ 

2 1rn n n n    . 

٠ٛعـذ 
1 2

!

! ! !r

n

n n n
,1ػٍٝ اٌظٛسح ) Aرغض٠ئبد ِخزٍفخ ٌٍّغّٛػخ   , rA A ٞٛ1( ؽ١ش رؾزA 

 ػٕظشًا. rnػٍٝ  rAػٕظشا ،...، 2nػٍٝ  2Aػٕظشا  1nػٍٝ 

 : 9مثبل

ٌؼت ػٍٝ أسثؼخ أطفبي ثؾ١ش ٠زٍمٝ اٌطفً الأطغش صلاس ٌؼت ٚوً طفً آخش  9ثىُ طش٠مخ ٠ّىٓ رٛص٠غ 

 ٌؼجز١ٓ؟

 

 

 انحم: 

 

ِٓ  2، 2، 2، 3فٟ ٘زا اٌّضبي ٠شاد ِؼشفخ ػذد اٌغض٠ئبد اٌّشرجخ ٌزغغ ٌؼت إٌٝ أسثغ خلا٠ب رؾزٛٞ ػٍٝ 

 الأٌؼبة ػٍٝ اٌزٛاٌٟ. ِٓ إٌظش٠خ اٌغبثمخ ٔغذ :
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9!
7960

3!2!2!2!
 رغضئخ ِشرجخ 

الاؽزّبي ٘ٛ دساعخ اٌزغبسة اٌؼشٛائ١خ، فئرا سِٟ ؽغش إٌشد فٟ اٌٙٛاء فّٓ اٌّؤوذ أٔٗ عٛف ٠غمظ 

 sعٛف ٠ظٙش. ٌٕفشع إٔٔب وشّسٔب اٌزغشثخ ػذح ِشاد، ١ٌىٓ  6ػٍٝ الأسع ٌٚىٓ ١ٌظ ِٓ اٌّؤوذ ِضلا أْ اٌؼذد 

٘ٛ ػذد س١ِبد ؽغش إٌشد، ٌمذ ٌٛؽع رغش٠ج١ب أْ إٌغجخ  nٚأْ  6ػذد ِشاد إٌغبػ أٞ ػذد ِشاد ظٙٛس اٌشلُ 

s
f

n
  ِب، ٠ؼزجش ٘زا ٚاٌزٟ رغّٝ اٌزىشاس إٌغجٟ رظجؼ ِغزمشح فٟ اٌّذٜ اٌط٠ًٛ أٞ أٔٙب رمزشة ِٓ ٔٙب٠خ

 الاعزمشاس أعبط ٔظش٠خ الاؽزّبي.
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 اٌفظً اٌضبٌش
 

 

 

 

 الاؽزّبلاد
 

 مقدمة 
الاؽزّبي ٘ٛ دساعخ اٌزغبسة اٌؼشٛائ١خ، فئرا سِٟ ؽغش إٌشد فٟ اٌٙٛاء فّٓ اٌّؤوذ أٔٗ عٛف ٠غمظ ػٍٝ 

ػذد  sعٛف ٠ظٙش. ٌٕفشع إٔٔب وشّسٔب اٌزغشثخ ػذح ِشاد، ١ٌىٓ  6الأسع ٌٚىٓ ١ٌظ ِٓ اٌّؤوذ ِضلا أْ اٌؼذد 

٘ٛ ػذد س١ِبد ؽغش إٌشد، ٌمذ ٌٛؽع رغش٠ج١ب أْ إٌغجخ  nٚأْ  6ِشاد إٌغبػ أٞ ػذد ِشاد ظٙٛس اٌشلُ 

s
f

n
  ِب، ٠ؼزجش ٘زا ٚاٌزٟ رغّٝ اٌزىشاس إٌغجٟ رظجؼ ِغزمشح فٟ اٌّذٜ اٌط٠ًٛ أٞ أٔٙب رمزشة ِٓ ٔٙب٠خ

 الاعزمشاس أعبط ٔظش٠خ الاؽزّبي.

 

 : فضبء انؼيىة والأحداث

 
 تؼريف: 

أٞ وً ٔز١غخ  لأٞ رغشثخ ِؼطبح ثفضبء اٌؼ١ٕخ. وً ػٕظش ِٓ  رغّٝ ِغّٛػخ وً إٌزبئظ اٌّّىٕخ 

ِؼ١ٕخ رغّٝ ٔمطخ اٌؼ١ٕخ.

 .اٌؾذس ٘ٛ ِغّٛػخ ِٓ إٌزبئظ أٚ ثؼجبسح أخشٜ اٌؾذس ٘ٛ ِغّٛػخ عضئ١خ ِٓ فضبء اٌؼ١ٕخ  

 ٚاٌفضبء  ٠غّٝ ثؾذس أٌٟٚ. رؼزجش اٌّغّٛػخ اٌخب١ٌخ  اٌّىْٛ ِٓ ٔمطخ ٚاؽذح  اٌؾذس  

 ثبٌؾذس اٌّؤوذ. ثبٌؾذس اٌّغزؾ١ً ٚ  ؽذص١ٓ، ٠غّٝ 

  ْ ِّ ّٛ  أؽذاصب ثبعزؼّبي ػ١ٍّبد ػٍٝ اٌّغّٛػبد اٌّخزٍفخ.٠ّىٕٕب أْ ٔشثظ ث١ٓ الأؽذاس ٌىٟ ٔى

(i )A B  اٌؾذس اٌزٞ ٠مغ ثٛلٛع ٛ٘A  ٚأB .)أٚ ولاّ٘ب( 

(ii )A B  اٌؾذس اٌزٞ ٠مغ ثٛلٛع ٛ٘A  ٚB. 

(iii )cA  ُ ّّ  .A( ٘ٛ اٌؾذس اٌزٞ ٠مغ إرا ٌُ ٠مغ A)ِز

 

 

 تؼريف: 

Aِزٕبف١١ٓ )أٚ ِغزم١ٍٓ( إرا وبٔب غ١ش ِزمبطؼ١ٓ أٞ إرا وبْ :  ٠A  ٚBغّٝ اٌؾذصبْ  B   ٚأ

 ِزٕبف١بْ إرا وبْ ِٓ غ١ش اٌّّىٓ ؽذٚصّٙب ِؼبً. A  ٚBثؼجبسح أخشٜ ٠ىْٛ 

 

 

 

 

 aa
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 :1مثبل

 

٠زىْٛ فضبء اٌؼ١ٕخ ٌٙزٖ اٌزغشثخ ِٓ الأػذاد اٌغزخ اٌّّىٕخ :  .اٌزٞ ٠ظٙش أٌك ؽغش إٌشد ٚلاؽع اٌؼذد 

 1,2,3,4,5,6 . 

 ؽذس ظٙٛس ػذد أٌٟٚ : C٘ٛ ؽذس ظٙٛس ػذد فشدٞ ٚ  B٘ٛ ؽذس ظٙٛس ػذد صٚعٟ،  Aٔفشع أْ  

     2,4,6 , 1,3,5 , 2,3,5A B C   

٠ٚىْٛ :  2,3,4,5,6 A C  .ٌٟٚؽذس ظٙٛس ػذد صٚعٟ أٚ ػذد أ ٛ٘ 

    3,5 B C  .ٌٟٚؽذس ظٙٛس ػذد أ ٛ٘ 

     1,4,6 cC .ٌٟٚؽذس ػذَ ظٙٛس ػذد أ ٛ٘ 

Aِزٕبف١بْ أٞ :  A  ٚBلاؽع أْ  B   ْٚثؼجبسح أخشٜ لا ٠ّىٓ ظٙٛس ػذد صٚعٟ ٚػذد فشدٞ فٟ آ

 ٚاؽذ.

 

 : 2مثبل

 

 (.F( ٚاٌٛعٗ )Pأٌم١ذ لطؼخ ٔمٛد صلاس ِشاد ٚلاؽظٕب رزبثغ ظٙٛس اٌظٛسح )تجربة : 

 ػٕبطش : ٠  ِٓ8زىْٛ فضبء اٌؼ١ٕخ  

 

 , , , , , , ,PPP PPF PFP PFF FPP FPF FFP FFF 
 

 

 3طٛس أٚ  3٘ٛ ؽذس ظٙٛس  B٘ٛ ؽذس ٚلٛع طٛسر١ٓ أٚ أوضش ػٍٝ اٌزٛاٌٟ ٚٔؼزجش  Aٔفشع أْ 

 أٚعٗ.

: ّْ  ٔغذ أ

 

 

, ,

,

A PPP PPF FPP

B PPP FFF




 

 

 :3مثبل

ٍٔمٟ لطؼخ ٔمٛد ؽزٝ رظٙش اٌظٛسح لأٚي ِشح صُ ٔؾغت ػذد ِشاد إٌمبء لطؼخ إٌمٛد. ػٕذئز ٠ىْٛ  

 فضبء اٌؼ١ٕخ ٌٙزٖ اٌزغشثخ ٘ٛ:

  1,2,3, ,    

إٌٝ ؽبٌخ ػذَ ظٙٛس اٌظٛسح أثذا ٌٚزٌه فئْ لطؼخ إٌمٛد رٍمٝ ػذداً لأٙبئ١ب ِٓ اٌّشاد. رؼطٟ  ٠ش١ش اٌشِض 

 ٘زٖ اٌزغشثخ ِضبلاً ٌفضبء ػ١ٕخ غ١ش ِٕزٗ ٚإْ وبْ لبثلا ٌٍؼذ.
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 مسهَّمبت الاحتمبل :
 

 .ربثغ ؽم١مٟ ِؼشف ػٍٝ  Pػبئٍخ ِٓ الأؽذاس ٚ  فضبء ػ١ٕخ،  ١ٌىٓ 

)داٌخ اؽزّبي ٚأْ  Pٔمٛي أْ  )P A  اؽزّبي اٌؾذسA : بد اٌزب١ٌخ  إرا رؾممذ اٌّغٍَّّ

 1P   ٌىً ؽذسA  :0 ( ) 1P A  
 

 2( ) 1P P 
 

 

 3P  ْإرا وبA  ٚB ٟؽذص١ٓ ِزٕبف 

 

  4P   1إرا وبٔذA ،2A،...،nA  :ِْززب١ٌخ ِٓ الأؽذاس اٌّزٕبف١خ ِضٕٝ ِضٕٝ فئ 

 

1 2 1 2( ) ( ) ( )P A A P A P A     

 

 ملاحظة: 

(i  َثبعزخذا ) 3P ٟ1ٚثبلاعزٕزبط اٌش٠بضٟ ٠ّىٓ أْ ٔجش٘ٓ أٔٗ لأٞ أؽذاس  ِزٕبفA ،2A،...،nA  ٕٝح ِض

 ِضٕٝ ٠ىْٛ :

  

(ii خ   ػٍٝ اٌشغُ أْ اٌؼلالخ   طؾ١ؾخ ٌغ١ّغ الأػذاد خ   لا ٠ّىٓ اعزٕزبعٙب ِٓ اٌّغٍَّّ ( ٔؤوذ ٕ٘ب أْ اٌّغٍَّّ

 . ٌٚىٓ إرا وبْ فضبء اٌؼ١ٕخ ِٕز١ٙب فّٓ اٌٛاضؼ أْ اٌّغٍّخ   لا رض١ف ش١ئبً عذ٠ذاً.nاٌظؾ١ؾخ اٌّٛعجخ 

 وتبئج : 

 
 اٌزب١ٌخ :ٔغزٕزظ ِجبششح ِٓ اٌّغٍّبد اٌغبثمخ إٌزبئظ 

 

 : 1ٔز١غخ 

( ) ٟ٘ اٌّغّٛػخ اٌخب١ٌخ فئْ : إرا وبٔذ        

 

 الإصجبد:

ِزٕبف١١ٓ ٚ. ثبعزخذاَ   ٚ  Aأٞ ِغّٛػخ، ف١ىْٛ  Aٌزىٓ  3P  : ٍٝٔؾظً ػ 

 

  
 

 

 

 

 



   21 

 

 

 : 2ٔز١غخ 

 

 فئْ : A٘ٛ اٌؾذس اٌّزُّ ٌٍؾذس   cAإرا وبْ 

  

 

 الإصجبد: 

cA أٞ :  .  A  ٚcAإٌٝ ؽذص١ٓ ِزٕبف١١ٓ   ٠ّىٓ رغضئخ فضبء اٌؼ١ٕخ  A   

 ٔغذ أْ:

 1 ( ) ( ) ( ) ( )c cP P A A P A P A      

 ٚ٘ٛ اٌّطٍٛة إصجبرٗ.

 

 

 : 3ٔز١غخ 

 

Aإذا كان:  B :فإن 

 
( ) ( )P A P B 

 

 الإصجبد: 

Aإرا وبْ:  B   فئْ اٌؾذسB  ٠ّىٓ رغضئزٗ إٌٝ ؽذص١ٓ ِزٕبف١١ٓ ّ٘بA  ٚ\B A . :ْإر . 

 
( ) ( ) ( \ )P B P A P B A  

 لأن: وندتشتج العلاقة السظمؾب
( \ ) 0P B A  

  :4نتيجة 
 حجثيؽ كيفييؽ فإن: A ،Bإذا كان 

( \ ) ( ) ( )P A B P A P A B  
 

 

 

 

 

( ) 1 ( )cP A P A 
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 الإثبات: 
A\إلى حجثيؽ متشافييؽ:  Aيسكؽ تجدئة الحجث  B  وA B :أي 

( \ ) ( )A A B A B   
ومشو حدب  3P  :نجج 

 

 

( ) ( \ ) ( )P A P A B P A B   
 وىؾ السظمؾب إثباتو. 

 

  :5نتيجة
 حجثيؽ كيفييؽ فإن: A ،Bإذا كان 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B     

 الإثبات: 
Aنلاحظ أنو يسكؽ تجدئة الحجث  B  إلى حجثيؽ متشافييؽ\A B  وB :أي أن ،

 
( \ )A B A B B   

إذن باستخجام  3P  :نجج ( ) ( \ ) ( )

( ) ( ) ( )

P A B P A B P B

P A P A B P B

  

   
 

 وىؾ السظمؾب إثباتو.

 بتظبيق الشتيجة الدابقة مخة ثانية نحرل عمى :تعسيم: 
 

  : 6نتيجة 
 حؾادث كيفية. لجيشا: A ،B ،Cلتكؽ 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (

P A B C P A P B P C

P A B P A C P B C P A B C

    

        
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 فزاء الاحتسال السشته:
 

 تعريف

 .:  مشتو عيشة فزاء ليكؽ 
 ىحا ويدسى)  نقظة لكل  حكيقي عجد بتعييؽ وذلػ مشتو احتسال فزاء عمى الحرؾل يسكؽ

 :  التالية الخؾاص تتحقق بحيث(  باحتسال العجد
(i )0غيخ سالبة )  الأعجاد جسيعiP .) 
(ii مجسؾع الأعجاد )  الؾاحج يداوي  : 
 

  تعريف :
)نعخف الاحتسال  )P A  لمحجثA  كسجسؾع احتسالات العشاصخ التي تشتسي إلىA (

    ( )
i

i i
a A

P A P a P a


    ولتبديط الخمؾز نكتب .( )iP a  بجلا مؽ  iP a. 
 

  :4مثال
: ىؾ إذا لقيشا ثلاث قظع مؽ الشقؾد ولاحغشا عجد الرؾر في ىحه التجخبة ، يكؾن فزاء العيشة 

 :التالي بالتخريص الاحتسال فزاء عمى ونحرل 



 .1أن جسيع الاحتسالات غيخ سالبة ومجسؾعيا يداوي  حيث
 أوجو: 3صؾر أو  3ىؾ حجث عيؾر  Bىؾ حجث عيؾر صؾرة واحجة عمى الأقل وأن  Aنفخض أن 

   1,2,3 , 0,3A B  
 إذن بالتعخيف لجيشا:

 

3 3 1 7
( ) (1) (2) (3)

8 8 8 8

1 1 1
( ) (0) (3)

8 8 4

P A P P P

P B P P

      

    

 

 1 2, , , na a a 

iPia

ia

iP

iP1 2 1nP P P   

 0,1,2,3 

1 3 3 1
(0) , (1) , (2) , (3)

8 8 8 8
P P P P   



   24 

 

  :5مثال
واحتسال فؾز  Bىؾ ضعف احتسال فؾز  Aمعا. إذا كـان احتسـال فـؾز  A ،B ،Cتتدابق ثلاثة أحرشة 

B  ىؾ ضعف احتسال فؾزC فسا ىؾ احتسال فؾز كل واحج مشيا أو بعبارة أخخى ما ىي الاحتسالات ،( )P A ،
( )P B  و( )P C؟ 

 
 

  الحـل:
)نفخض أن:  )P C p. 

)يكؾن:  Cىؾ ضعف احتسال فؾز  Bبسا أن احتسال فؾز   ) 2P B p . 
 فإن  Bىؾ احتسال فؾز  Aوبسا أن احتسال فؾز 

( ) 2 ( ) 4P A P B p  
 فيكؾن: 1ولكؽ مجسؾع الاحتسالات يجب أن يداوي 

1
2 4 1 7 1

7
p p p p p       

 وتبعا لحلػ:
2

( ) 2
7

P B p   ،4
( ) 4

7
P A p  

1
( )

7
P C p  

  
 سؤال: 

أي ما ىؾ  Cأو  Bما ىؾ احتسال فؾز   ,P B C؟ 
 الجؾاب: 

 مؽ التعخيف نجج:

  
2 1 3

, ( ) ( )
7 7 7

P B C P B P C     
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 :الفزاء السشته ذو الاحتسالات الستداوية
 بأن نتائج فزاء العيشة ليا نفذ الاحتسال.كثيخا ما تؾحي الخؾاص الظبيعية )الفيديائية( لتجخبة ما 

 الاحتسالات ذي بالفزاء الاحتسال نفذ نقظة لكل تكؾن  عشجما وفي ىحه الحالة يدسى فزاء العيشة السشتو 
 نقظة فإن n عمى يحتؾي   الفزاء كان إذا الخرؾص وجو وعمى السشتغؼ، الفزاء أو الستداوية

1احتسال كل نقظة ىؾ 

n
نقظة فإن احتسالو ىؾ  rعمى  Aوبالإضافة إلى ذلػ إذا احتؾى الحجث  

1 r
r

n n
  :أي أن 

 
 

 )أو(

  
 

 
 

 ملحهظتان: 

)الدابقة للاحتسال  ( الريغة1 )P A  لا تدتخجم إلا في حالة فزاء ذي احتسالات متداوية ولا يسكؽ
 استخجاميا في الحالة العامة.

 احتسالات متداوية. ( ندتخجم التعبيخ "بظخيقة عذؾائية" في حالة الفزاء ذي2 
  :6مثال

 Aوحجات معيبة وأن :  4وحجة مؽ بيشيا  12نفخض أنشا اختخنا وحجتيؽ بظخيقة عذؾائية مؽ صشجوق بو 
 =الؾحجتان السختارتان معيبتان. 

 .الؾحجتان السختارتان سميستانB  =وَ           
)أوجج  )P A  و( )P B. 

 

  الحل:
 اختيار بيا يسكؽ التي الظخق  عجد وىي طخيقة : عجدىا بظخق  يقع أن يسكؽ نعمؼ أن 

 وحجة. 12 بيؽ مؽ وحجتيؽ

2
12 66C 

 

 Aػذد ػٕبطش 

 ػذد ػٕبطش 

 

 

 Aػذد اٌطشق اٌزٟ ٠ّىٓ أْ ٠مغ ثٙب اٌؾذس 

 ػذد اٌطشق اٌزٟ ٠ّىٓ أْ ٠مغ ثٙب فضبء اٌؼ١ٕخ 
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A  : مؽ معيبتيؽ وحجتيؽ اختيار بيا يسكؽ التي الظخق  عجد وىي طخق   يسكؽ أن تقع بظخق عجدىا 
 وحجات معيبة. 4 بيؽ
B مؽ سميستيؽ وحجتيؽ اختيار بيا يسكؽ التي الظخق  عجد وىي طخيقة :  عجدىا بظخق  تقع يسكؽ أن 

 وحجات سميسة. 8 بيؽ
 إذن:

2
4
2

12

6 1
( )

66 11

C
P A

C
        َو

2
8
2

12

28 14
( )

66 33

C
P B

C
   

 سؤال: 
 ما ىؾ احتسال اختيار وحجة معيبة عمى الأقل؟

 الجؾاب: 
 .وحجة معيبة عمى الأقلC  =الحجث :   Cنعخف 

cCأي أن :  Bىؾ الحجث السكسل لمحجث  Cالحجث  B  نجج:2باستعسال الشتيجة ) 
14 19

( ) ( ) 1 ( ) 1
33 33

cP C P B P B      

 فزاء العيشة الغير مشته )اللانهائي(:
 

 : مثلا لمعج قابل ولكشو مشتو غيخ  الفزاء أن نفخض
  نقظة لكل  حكيقي عجد بتعييؽ احتسال فزاء عمى الحرؾل يسكؽ السشتو الفزاء حالة في كسا

 : يكؾن  بحيث(  باحتسال ويدسى)

    وَ    

 .Aىؾ مجسؾع احتسالات العشاصخ السشتسية إلى   A لمحجث  الاحتسال ويكؾن 
 

 
 : 7مثال

اعتبخ فزاء العيشة  1,2,3,    والخاص بتجخبة إلقاء قظعة نقؾد حتى عيؾر الرؾرة لأول
 لعجد مخات إلقاء قظعة الشقؾد. nمخة. ىشا تخمد 

 يسكؽ الحرؾل عمى فزاء احتسال بالتخريص التالي : 

2
4 6C 

2
8 28C 

 1 2, ,a a 

iPia 

ia

1

(ii) 1i
i

P




(i) 0iP 

( )P A
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1 1 1
(1) , (2) , , ( ) , , ( ) 0

2 2 2n
P P P n P     

 
 ملاحعة هامة: 

)في حالة فزاءات عيشات غيخ قابمة لمعج نعتبخ تمػ التي يكؾن ليا مكياس ىشجسي محجود  )m  
كالظؾل أو العخض أو السداحة أو الحجؼ وبفخض أو شخط أن نختار الشقط فيو بظخيقة عذؾائية وفي ىحه الحالة 

)ىؾ الشدبة بيؽ السكياسيؽ  Aأي احتسال أن تشتسي الشقط السختارة إلى  Aالأخيخة يكؾن احتسال الحجث  )m A 
)وَ  )m   :أي 

  

 

 
 

 )أو( 

 
 

 )أو(
 
 

 ويدسى فزاء العيشة في ىحه الحالة بالفزاء السشتغؼ.
 

  :8مثال
0 بحيث بظخيقة عذؾائية عمى الخط الحكيقي  a ،bاختيخت نقظتان  3a ، 2 0b  . 

 .3أكبخ مؽ  bو  a بيؽ dبحيث تكؾن السدافة  p الاحتسال اوجج
 الحل: 

0 بحيث  السختبة الأزواج مؽ يتكؾن فزاء العيشة  3a ، السشظقة يكؾّن  فيؾ ولحلػ 
 :التالي الذكل في السبيشة السدتظيمة
 
 
 

( , )a b

 

 Aؽغُ 

 ؽغُ 

 

 

 Aِغبؽخ 

 ِغبؽخ 

 

 

 Aطٛي 

 طٛي 
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 مؽ تتكؾن   الذخط تحقق التي السكؾنة مؽ الشقظة  A السجسؾعة فإن أخـخى  جية ومؽ 

 : ومشو. الذكل في السغممة السداحة تكؾن  إذن وىي  الخط تحت تقع التي  مؽ نقظة
  

2 1

6 3
  

 ملاحعة: 
الاحتسال الغيخ مشتو والقابل لمعج بالفزاء الستقظع، أما فزاء يدسى فزاء الاحتسال السشتو أو فزاء 
 الاحتسال الغيخ قابل لمعج بالفزاء الغيخ متقظع.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( , )a b3d a b  

3x y 

 Aِغبؽخ 

 ِغبؽخ 

 

 
 

   1     2     3 -1 

 

-2 

 

-3 

x-y=3 
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 الفرل الرابع 

 

 الاحتسال الذرطي

 تعريف: 

 . بحيث حجث كيفي في فزاء العيشة  Eليكؽ 
قج وقع أو بعبارة أخخى الاحتسال الذخطي )السذخوط(  Eبفخض أن  A الحجث وقؾع احتسال يعخّف 
A\( )ويكتب E)إذا وقع  Eعشج وقؾع  Aلمحجث  E: كسا يمي ) 

( )
( / )

( )

P A E
P A E

P E


 

 حالة خاصة: 

 فإن: A الحجث في السؾجؾدة العشاصخ لعجد يخمد  وكان مشتيي ا مشتغسا فزاء   إذا كان 

( )
( / )

( )

A EP A E
P A E

P E E


  

 لأن:

( )
A E

P A E


 


)وَ       )
E

P E 


 
 

 
 نتيجة : 

 حجثان.  Eو  A وليكؽ مشتو مشتغؼ( احتسالي) فزاء ليكؽ 
 لجيشا:

 
 
 

 
 

( ) 0P E 

A

 

 ػذد ػٕبطش 

 Eػذد ػٕبطش 
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 )أو(
 

  
 

 : 1مثال

فأوجج  6نفخض أنشا ألقيشا زوج مؽ زىخة نخد مشتغستيؽ، إذا كان مجسؾع الخقسيؽ الغاىخيؽ مداوي ا 
 .2احتسال أن يكؾن الخقؼ الغاىخ في إحجى الدىختيؽ ىؾ 

 إذا كان :أو بعبارة أخخى 
{ (1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1) } =  السجسؾع6 E = 

 .في زىخة نخد واحجة عمى الأقل 2عيؾر الخقؼ A = وكان : 
)فأوجج :  / )P A E. 

 

 الحل: 
)و  (2,4)مؽ خسدة عشاصخ اثشان مشيا فقط  Eتتكؾن  4 , 2 . وبالتالي : Aيشتسيان إلى  (

 (2,4),(4,2) A E . 
 

 و عميو:
2

( / )
5

P A E  

 عشرخ ا: 11يتكؾن مؽ  Aمؽ ناحية أخخى، بسا أن 
 (2,1), ,(2,6),(1,2),(3,2),(4,2),(5,2),(6,2)A  

 عشرخ ا، فإن: 36 مؽ يتكؾن  و 
11

( )
36

P A  

 نعرية الجداء للاحتسال الذرطي:
 

مؽ السعادلة التي تعخّف الاحتسال الذخطي، إذا ضخبشا الظخفيؽ في الؾسظيؽ نحرل عمى  انظلاقا
 العلاقة التالية السفيجة.

 
 

 

 A  ٚEػذد اٌطشق اٌزٟ ٠مغ ثٙب 

 Eػذد اٌطشق اٌزٟ ٠مغ ثٙب 
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  نعرية: 
( ) ( ) ( / )P E A P E P A E   

 يسكؽ تعسيؼ الشغخية بالاستشتاج الخياضي التالي:تعسيم: 

 نعرية : 
 فإن: 1A ،2A ،...،nAلأي مجسؾعة مؽ الأحجاث 

1 2

1 2 1 3 1 2 1 2 1

( )

( ) ( / ) ( / ) ( / )

n

n n

P A A A

P A P A A P A A A P A A A A 

   

   
 

 

 : 2مثال

وحجات معيبة، اختيخت عذؾائيا ثلاث وحجات مؽ ىحا  4وحجة إنتاج مؽ بيشيا  12صشجوق يحتؾي عمى 
 الرشجوق وحجة تمؾ الأخخى. 

 أن تكؾن الثلاث وحجات سميسة. Pأوجج الاحتسال 
 

 الحل: 
8احتسال أن تكؾن الؾحجة الأولى سميسة ىؾ 

12
 وحجة. 12وحجات سميسة مؽ بيؽ  8لأن ىشاك  

7إذا كانت الؾحجة الأولى سميسة فإن احتسال أن تكؾن الؾحجة الثانية سميسة ىؾ  

11
وحجات  7لأن ىشاك  

 وحجة باقية. 11فقط سميسة مؽ بيؽ 
6إذا كانت الؾحجة الأولى والثانية سميستيؽ فإن احتسال أن تكؾن الؾحجة الأخيخة سميسة ىؾ  

10
لأن ىشاك  

 وحجات باقية. 10وحجات فقط سميسة مؽ بيؽ  6
 إذن، باستخجام نغخية حاصل الزخب نجج: 

8 7 6 14

12 11 10 55
P     

 بؾضع:أو بريغة أخخى 
 1A ،"الؾحجة الأولى السدحؾبة سميسة" 
 2A ،"الؾحجة الثانية السدحؾبة سميسة" 
 3A :الؾحجة الثالثة السدحؾبة سميسة" يكؾن لجيشا" 
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1 2 3 1 2 1 3 1 2( ) ( ) ( / ) ( / )

8 7 6 14

12 1110 55

P A A A P A P A A P A A A   

  

 

 البيانيةالعسليات العذهائية والأشجار 
 

 تعريف: 
تدسى أية متتالية مؽ التجارب بحيث يكؾن لكل تجخبة عجد مشتو مؽ الشتائج مع احتسالات معظاة بعسمية 

 عذؾائية. 
العسميات ولحداب احتسالات أي حجث ندتعسل طخيقة الأشجار مؽ بيؽ الظخق السشاسبة لؾصف مثل ىحه 

( وتدتخجم نغخية حاصل الزخب السحكؾرة سابقا لحداب احتسال عيؾر أية 3البيانية السؾضحة فيسا يمي )مثال
 نتيجة مسثمة في مدار معظى في ىحه الذجخة.

 

 : 3مثال

 ليكؽ لجيشا ثلاثة صشاديق كسا يمي :
 معيبة. 4مرابيح إضاءة مؽ بيشيا  I  10بالرشجوق 
 معيبة. 1مرابيح إضاءة مؽ بيشيا  II  6بالرشجوق 

 معيبة. 3مرابيح إضاءة مؽ بيشيا  III  8بالرشجوق 
ا، ما ىؾ الاحتسال  أن  Pاختيخ صشجوق بظخيقة عذؾائية وبعج ذلػ سحب مرباح مشو بظخيقة عذؾائية أيز 

 يكؾن السرباح معيب ا.
 الحل: 

 في ىحا السثال نكؾّن متتالية مؽ تجخبتيؽ: 
(i.نختار صشجوق مؽ الثلاثة صشاديق ) 
(ii( نختار مرباحا ويحتسل أن يكؾن معيبا )D( أو سميسا )N.) 

 تسثل الذجخة البيانية التالية ىحه العسمية وتعظي الاحتسال لكل فخع أو مدار الذجخة.
 
 
 

D 
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ويكؾن احتسال حجوث أي مدار خاص في ىحه الذجخة وفق نغخية حاصل الزخب مداويا لحاصل ضخب 
 ثؼ اختيار مرباح معيب ىؾ:  Iالاحتسالات لكل فخع مؽ ىحا السدار، فسثلا احتسال اختيار الرشجوق 

1 2 2
( ) ( / ) ( )

3 5 15
P I P D F P I D     

وبسا أنو تؾجج ثلاثة مدارات متشافية )مدتقمة( مثشى مثشى تؤدي إلى مرباح معيب فإن مجسؾع  
 احتسالات ىحه السدارات الثلاثة وىؾ الاحتسال السظمؾب يكؾن:

13 2 1 1 1 3 113

3 5 3 6 3 8 360
P        

 

 : 4مثال
2صشعت قظعة نقؾد بحيث يكؾن احتسال عيؾر الرؾرة : 

( )
3

P F   1والؾجو
( )

3
P P . 

ا عذؾائي ا مؽ  . أما إذا عيخ Fإذا عيخت الرؾرة  9إلى  1ألقيت ىحه القظعة مخة واحجة، نختار بعج ذلػ عجد 
ا مؽ  Pوجو   .5إلى  1نختار بظخيقة عذؾائية عجد 

 أن يكؾن العجد السختار زوجيا؟ P)*( ما ىؾ الاحتسال 
 

 الحل: 
 الاحتسالات السخفقة ىي : الذجخة البيانية مع

 
 
 
 

3/5 

2/5 

2/3 

1/3 

F 

P 

5/9 

4/9 

I 

I 

 صٚعٟ = 

 صٚعٟ= 

1/6 

5/6 

3/8 

5/8 

2/5 

3/5 

1/3 

1/3 

1/3 

I 

II 

II

D 

N 

D 

N 

D 

N 
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4ىؾ  9إلى  1نلاحظ أن احتسال اختيار عجد زوجي مؽ بيؽ الأعجاد  

9
لأنو يؾجج أربعة أعجاد زوجية  

2ىؾ  5إلى  1مؽ بيؽ ىحه الأعجاد التدعة، بيشسا احتسال عيؾر عجد زوجي مؽ الأعجاد 

5
حيث أنو يؾجج  

 عجدان زوجيان مؽ بيؽ ىحه الأعجاد الخسدة.
FP,يؾجج مداران يؤديان إلى عجد زوجي :  PP . 

 وبالتالي:
2 4 1 2

( )
3 9 3 5

58

135

P P P    



 

 ( أو بريغة أخخى، بؾضع:Pأو  Fالدؤال )*( يعشي إيجاد احتسال )اختيار عجد زوجي مع عيؾر 

 A ،"الحجث: "اختيار عجد زوجي 

 B  الحجث: "عيؾر صؾرةF،" 

 " يكؾن السظمؾب ىؾ إيجاد:Pالحجث: "عيؾر وجو  Cو  
( ( ))P A B C  

 لجيشا:
 

( ( )) (( ) ( ))

( ) (( )

( ) ( / ) ( ) ( / )

2 4 1 2

3 9 3 5

58

135

P A B C P A B A C

P A B P A C

P B P A B P C P A C

     

   

 

   


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   Partitions et théorème de Bayesجزيئات ونعرية باييز تال

 متشافية  الأحجاث أن أي ،تسثل تجدئة لفزاء العيشة  1A ،2A ،...،nAنفخض أن الأحجاث 
 . ىؾ واتحادىؼ مثشى مثشى
 حجث آخخ كيفي فيكؾن : B ليكؽ

1 2

1 2

( )

( ) ( ) ( )

n

n

B B A A A B

A B A B A B

     

      
 

iAحيث أن الأحجاث  B :متشافية مثشى مثشى، وبالتالي 

1 2( ) ( ) ( ) ( )nP B P A B P A B P A B       
 (*)باستخجام نغخية حاصل الزخب نجج :

1 1 2 2( ) ( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )n nP B P A P B A P A P B A P A P B A      
 ىؾ: Bعشج وقؾع  iAيكؾن الاحتسال الذخطي لمحجث  iمؽ ناحية أخخى، مؽ أجل كل  

( )
( / )

( )

i
i

P A B
P A B

P B


  (**) 

)بتعؾيض عبارة  )P B  ( نحرل عمى:**في العلاقة ) 
 

 : نعرية باييز
 أي حجث. B و تجدئة لفزاء العيشة  1A ،2A ،...،nAليكؽ 

 : ، يكؾن لجيشاiلكل 

1 1 2 2

( ) ( / )
( / )

( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )

i i
i

n n

P A P B A
P A B

P A P B A P A P B A P A P B A


  
 

 

 : 5مثال

مؽ الإنتاج الكمي لسرشع. ندبة  %20و  %30، %50عمى التؾالي  Cو  A ،Bتُشتج ثلاث ماكيشات 
 عمى التؾالي. %5 و %4، %3الإنتاج السعيب ليحه الساكيشات ىي 

 إذا اختيخت بظخيقة عذؾائية قظعة واحجة، ما احتسال أن تكؾن معيبة؟ 
 
 
 

iA
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 ىؾ الحجث : "القظعة السختارة معيبة". Xنفخض أن الحل: 

 ( نجج :*مؽ العلاقة )

( ) ( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )

(0,50)(0,03) (0,30)(0,04) (0,20)(0,05)

0,37

P X P A P X B P B P X B P C P X C  

  



 

 
 

 :  6مثال
في السثال الدابق، إذا اختيخت قظعة بظخيقة عذؾائية ووجج أنيا معيبة، فسا ىؾ الاحتسال أن تكؾن مؽ 

)أي :  Aإنتاج الساكيشة  / )P A X. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

0,04 

 

0,05 

 

0,03 

 

0,50 

0,30 

 

A 

B 

C 

D 

N 

D 

N 

D 

N 

0,20 
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 الحل: 
 

 مؽ نغخية باييد نجج:

( ) ( / )
( / )

( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )

(0,50)(0,03)

(0,50)(0,03) (0,30)(0,04) (0,20)(0,05)

15

37

P A P X A
P A X

P A P X A P B P X B P C P X C


 


 



 

أي أنو قج و ججنا حاصل قدسة احتسال السدار السظمؾب عمى احتسال فزاء العيشة السختدل وىؾ احتسال 
 السدارات التي تؤدي إلى قظعة معيبة.
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 الاحداث السدتقلة
 

أو عجم حجوثو.  Aلا يتأثخ بحجوث  Bإذا كان احتسال حجوث  Aمدتقل عؽ الحجث  Bيقال أن الحجث 
أي :  Aعشج وقؾع  Bيداوي الاحتسال الذخطي لمحجث  Bإذا كان احتسال  Aمدتقل عـؽ  Bوبسعشى آخخ، 

( ) ( / )P B P B A :بتعؾيض ىحه العلاقة في نغخية حاصل الزخب .( ) ( ) ( / )P A B P A P B A  
 نحرل عمى:

( ) ( ) ( )P A B P A P B   
 

 تعريف: 
 مدتقلان إذا تحقق :  Bو  Aنقؾل أن الحجثان 

( ) ( ) ( )P A B P A P B   
 وإذا لؼ يتحقق ىحا الذخط نقؾل أنيسا مختبظان.

 

 : 7مثال

1اليجف ىؾ  Aاحتسال أن يريب 

4
2اليجف ىؾ  Bواحتسال أن يريب  

5
. ما ىؾ احتسال إصابة 

 نحؾ اليجف مخة واحجة؟ Bو  Aاليجف إذا صؾّب كل مؽ 
 

 الحل: 

1لجيشا فخضا : 
( )

4
P A   2و

( )
5

P B   :السظمؾب إذن إيجاد 

( )P A B 
اليجف"  يريب Aاليجف لا يتأثخ بشتيجة الآخخ، ىحا يعشي أن الحجث " Bأو  Aبسا أن احتسال أن يريب 

)يريب اليجف" وبالتالي:  Bمدتقل عؽ الحجث " ) ( ) ( )P A B P A P B   

 إذن:
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 11

4 5 4 5 20

P A B P A P B P A B

P A P B P A P B

    

   

  
     

  
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 تعريف: 
 مدتقمة إذا تحقق: Cو  A ،Bنقؾل أن ثلاثة أحجاث 

(i    )( ) ( ) ( )P A B P A P B      ،( ) ( ) ( )P A C P A P C   
)و  ) ( ) ( )P B C P B P C   

 مدتقمة مثشى مثشى. Cو  A ،Bأي أن الأحجاث 

(ii    )( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C     
 

 ملاحعة: 
(، أو بعبارة أخخى تؾجج ثلاثة أحجاث مدتقمة مثشى مثشى i( مؽ الذخط )iiلا يسكؽ استشتاج الذخط )

ا.  ولكشيا غيخ مدتقمة مع 
 

 : 8مثال
 ألقيت قظعة نقؾد مشتغسة مختيؽ. فزاء العيشة ليحه التجخبة ىؾ:

 , , ,FF FP PF PP  
 عمى الشحؾ التالي: Cو  A ،Bوىؾ فزاء مشتغؼ، نعخّف الأحجاث 

A  =الخمية الأولى تعظي صؾرة  ,FF FP  
B  =الخمية الثانية تعظي صؾرة  ,FF PF  
C  =عيؾر الرؾرة مخة واحجة بالزبط  ,FP PF  

 إذن : 
2 1

( ) ( ) ( )
4 2

P A P B P C    

 كحلػ :

  
1

( )
4

P B C P PF   

 (، أي ىحا يعشي أن الأحجاث مدتقمة مثشى مثشى.iوبحلػ يتحقق الذخط )
 ولكؽ :

( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( )A B C A B C        
 لأحجاث الثلاثة ليدت مدتقمة مع ا( غيخ محقق. ومشو اiiأن الذخط ) أي
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  الاستقلال والسحاولات السدتقلة أو الستكررة
 

 تعريف: 
السكؾّن  Tمؽ التجارب السكخرة أو السدتقمة فزاء الاحتسال  n بعجد نقرج. مشتو احتسال فزاء ليكؽ 
 (.) الذكل عمى السختبة مؽ عشاصخ 

 بالتعخيف ىؾ حاصل ضخب احتسالات مكؾنات ىحا العشرخ: T مؽ عشرخ أي احتسال ويكؾن 
 1 2 1 2( , , , ) ( ) ( ) ( )n nP S S S P S P S P S  

 : 9مثال

1فإن احتسال فؾز كل مشيا عمى التؾالي ىؾ :  A ،B ،Cعشجما تتدابق ثالثة أحرشة 

2
  ،1

3
  ،1

6
. 

 أو بسعشى آخخ: 

 , ,A B C   1حيث
( )

2
P A  ،1

( )
3

P B  ،1
( )

6
P C  

 إذا تدابقت ىحه الأحرشة مختيؽ فإن فزاء العيشة لمدباق السكخّر مختيؽ ىؾ:

 , , , , , , , ,T AA AB AC BA BB BC CA CB CC 

 (.A, Cمثلا لمجلالة عمى الدوج السختبة ) ACولمتبديط استخجمشا الخمد 
 ىؾ: Tاحتسال عشرخما في 

1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 4
P AA P A P A     ،1

( ) ( ) ( )
6

P AB P A P B  ، 
1

( ) ( ) ( )
12

P AC P A P C   ،1
( ) ( ) ( )

6
P BA P B P A   ،1

( )
9

P BB   ،1
( )

18
P BC   ،

1
( )

12
P CA   ،1

( )
18

P CB  ، 
1

( )
36

P CC . 

1بالدباق الثاني ىؾ :  Aبالدباق الأول و  Cوبحلػ يكؾن احتسال فؾز 
( )

12
P CA . 

عذؾائية تكؾن لذجختيا البيانية الخؾاص  عسمية ىي السكخرة التجارب عسمية فإن أخخى، نغخ ومؽ وجية
 التالية، كل فخع يؤدي إلى نفذ الشتيجة لو نفذ الاحتسال، كل نقظة تفخع ليا نفذ الشتيجة. 

 

1 2, , , nS S S
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 الفرل الخامس 

 
 الستغيرات العذهائية

 مقدمة: 

 

ا بالزخورة ليدت  العيشة نقط أي التجخبة، نتائج أن سبق فيسا رأيشا. ما لتجخبة عيشة فزاء نفخض  . أعجاد 
 نخد، زىختا رمي عشج الغاىخيؽ العجديؽ مجسؾع فسثلا. نتيجة لكل معيؽ عجد تخريص في نخغب ما كثيخ ا ولكؽ
 .عذؾائي بستغيخ التخريص ىحا مثل يدسّى. بالداعات كيخبائي مرباح عسخ طؾل

 : أوضح وبرؾرة
 

 تعريف: 

 الحكيكية، الأعجاد مجسؾعة في قيسيا وتأخح  عمى معخفة دالة ىؾ عمى فزاء عيشة  Xالستغيخ العذؾائي 
 . في حجثا  مؽ مجال يلأ العكدية الرؾرة تكؾن  بحيث

 

 ملاحعة: 
 عمى حكيكية دالة كل فإن حجثا، جدئية مجسؾعة كل تعخف حيث متقظعا فزاء   يجب التشبيو عمى أنو إذا كان 

 عذؾائي متغيخ ىي. 
 ليدت  عمى الحكيكية الجوال بعض فإن لمعج، قابل غيخ فزاء    كان إذا أنو إثبات يسكؽ أخخى  ناحية ومؽ

 .عذؾائية بستغيخات
 

 تعريف: 
 ،  ،  ، : فإن متغيخيؽ عذؾائييؽ معخفيؽ عمى نفذ فزاء العيشة  Yو  Xإذا كان 

 عجد حكيقي(  h حيث) 

 

 

 

X yX khX

Xy
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 : يمي كسا ىي دوال معخفة عمى 
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

X Y s X s Y s hX s hX s

X h s X s h XY s X s Y s

   

   
 

sلأي  . 
 يسكؽ إثبات أن ىحه الجوال متغيخات عذؾائية )وىحا بجييي في الحالة التي يكؾن فييا كل جدء مؽ  

 (.حجثا
 

 ترميز: 
 

)ندتعسل الخمد السخترخ  )P X a  و( )P a X b  " لشجل عمى احتسال الحجث السكؾّنX  يأخح الكيسة
a" و "x  يأخح قيستو في السجال. 

 أي :
  

  

( ) / ( )

( ) / ( )

P X a P s X s a

P a X b P s a X s b

   

      
 

 ويسكؽ إعظاء الخمؾز التالية معاني مذابية : 
 

( ) , ( , ) , , ( , )P X a P X a Y b P a X b c Y d        ...الخ 
 

 

 
 
 
 
 
 

 ,a b
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 دالة تهزيع متغير عذهائي مشته وتهقعه الرياضي:
 

 :مثلا مشتيية قيسو مجسؾعة متغيخ عذؾائي معخّف عمى فزاء عيشة  Xليكؽ 
 

 

 الذكل عمى نكتبو والحي  أنو عمى  احتسال بتعخيف احتسالي فزاء  مؽ نكؾّن 
. 

 

 تعريف: 
 :  يمي كسا السعخفة عمى  fتدسى الجالة  

 
 وتعظى عادة عمى صؾرة ججول:، X لمستغيخ الاحتسالي التؾزيع أو الاحتسال بجالة أو التؾزيع بجالة 
 

nx . . . 2x 1x 

( )nf x . . . 2( )f x 1( )f x 
 

 الذخوط التالية:  fوتحقق دالة التؾزيع 
( ) 0 ,if x i   (i) 

و   
1

( ) 1
n

i
i

f x


  (ii) 
 

 تعريف: 
متغيخ عذؾائي لو دالة التؾزيع الدابقة فإن الستؾسط أو التؾقع الخياضي )أو الكيسة الستؾقعة( لمستغيخ  Xإذا كان 

X  والحي يخمد لو بالخمد( )E X  أوx  أو اخترارا يمي كسا يعخّف: 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1 2( ) , , , nX x x x 

( )X ix( )iP X x

( )iP x

( )X 

( ) ( )i if x P X x 

1 1 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( )

( )

n n

n

i i

E X x f x x f x x f x

x f x

   


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 ملاحعة: 

)يسكؽ إعظاء  )E X  :السعشى التالي( )E X  ىؾ الؾسط السخجّح لمكيؼ السسكشة لمستغيخ العذؾائي حيث تخجّح
 كل قيسة مؽ الستغيخ باحتسال.

 

 : 1مثال
زوجا مخكبا مؽ  36 مؽ السكؾن  إذا ألقيشا زىختا نخد متّدنتيؽ مخة واحجة فإنشا نحرل عمى الفزاء السشتغؼ 

 .6إلى  1الأعجاد 
 .a ،b لمعجديؽ العغسى الكيسة ( مؽ a, bتخرص لكل نقظة ) Xنفخض أن 

)ىحا يعشي أن  , ) ( , )X a b Max a b وبحلػ يكؾن .X  :متغيـخ ا عذؾائي ـا مجسؾعة قيسو ىي 
 ( ) 1,2,3,4,5,6X   

  
1

(1) ( 1) (1,1
36

f P X P    

  (2) ( 2) (2,1),(2,2),(1,2)

3

36

f P X P  


 

  (3) ( 3) (3,1),(3,2),(3,3),(2,3),(1,3)

5

36

f P X P  


 

 
  (4) ( 4) (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (3,4), (2,4), (1,4)

7

36

f P X P  


و   

 
11

(6) ( 6)
36

f P X  
 

9
(5) ( 5)

36
f P X   

 عمى صؾرة ججول كسا يمي :ويسكؽ وضع ىحه السعمؾمات 

 

 6 5 4 3 2 1 ix 

1 
11

36
 

9

36
 

7

36
 

5

36
 

3

36
 

1

36
 ( )if x 
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 ىؾ:  Xويكؾن تؾقّع 
161

( ) ( ) 4.47
36

i i
i

E X x f x   

دالة  Y. ): أي العجديؽ مجسؾع ( مؽ a, bيخرص لكل نقظة ) Yنفخض الآن أن 
 ( مجسؾع مخكباتيا(.a, bتخفق لكل نقظة )

 : ىي قيسو مجسؾعة متغيخا عذؾائيا معخفا عمى  Yيكؾن 
 

 كسا يمي : yلمستغيخ  g التؾزيع ويكؾن 
 

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 iy 

1

36
 

2

36
 

3

36
 

4

36
 

5

36
 

6

36
 

5

36
 

4

36
 

3

36
 

2

36
 

1

36
 ( )ig y 

 

3نحرل مثلا عمى 
(4)

36
g  ( : ىي نقط 1 ,3( و )2 ,2(، )3 ,1مؽ حكيقة أن ) مجسؾع يكؾن  التي 

 حيث : 4 مكؾناتيا

 
3

(4) ( 4) (1,3),(2,2),(1,3)
36

g P y P      

 ىؾ: Yويكؾن تؾقع 
1

( ) ( ) 2 7
36

i i
i

E Y y g y     

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ( , )Y a b a b 

 ( ) 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12Y  
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 ويسثل الخسؼ البياني التالي التؾزيعيؽ الدابقيؽ : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2    3    4    5   6    7    8    9    10  11 12  

6 

 

 

4 

 

 

2 

 

11 

10 

9 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

 
1      2      3      4      5      6 
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 ملاحعة:

( عمى اللاعب وتدسى المعبة ملائسة بالشدبة إلى gainعائج المعبة ) xEفي ألعاب السخاىشة يسثل التؾقع  
0xEسالبا وإذا كان  xEمؾجب وغيخ ملائسة إذا كان  xEاللاعب إذا كان    سسيت المعبة عادلة أو

 نديية.
 

 
 : 2مثال

يمقي لاعب زىخة نخد إذا عيخ عجد أولي فإنو يكدب مثل ىحا العجد بالجيشارات وإذا عيخ عجد غيخ أولي فإنو 
 الجيشارات.يخدخ مثل ىحا العجد مؽ 

)ليحه المعبة واحتسالاتيا  ixالشتائج السسكشة   )if x : مسثمة كسا يمي 
 

6 4 1 5 3 2 ix 

1

6
 

1

6
 

1

6
 

1

6
 

1

6
 

1

6
 ( )if x 

 

 1,2,3,4,5,6

:

(1) 1 , (2) 2 , (3) 3

(4) 4 , (5) 5 , (6) 6

X

X X X

X X X

 

 

   

    

 

 عجد غيخ أولي ويخدخ اللاعب. الأعجاد الدالبة تسثل الحالات عشجما يغيخ
 تكؾن الكيسة الستؾقعة ليحه المعبة ىي :

1 1 1 1 1 1 1
2 3 5 1 4 6

6 6 6 6 6 6 6
E               

 ولحلػ فإن المعبة غيخ ملائسة للاعب حيث أن الكيسة الستؾقعة سالبة.

 تخبط الشتائج التالية بيؽ التؾقع الخياضي والعسميات السعخفة عمى الستغيخات العذؾائية.
 

 : 1نتيجة

 عجد حكيقي. kمتغيخ عذؾائي وأن  Xنفخض أن 
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 لجيشا: 

 

(i      )( ) ( )E hX h E X 

 و:

 (ii  )( ) ( )E X k E X k   
 

 إثبات 
 .Xالتؾزيع )أو دالة الاحتسال( لمستغيخ  دالة fلتكؽ 

 بالتعخيف نجج:
( ) ( ) ( )

( )

i i i i
i i

E hX h x f x h x f x

h E X

 



 
 

 كحالػ: 

hXE

xfhxfxxfhxhXE
i i

iii
i

ii

+=

+=+=+ ∑ ∑∑

)(

)()()()()(
 

 

 : 2نتيجة
 .متغيخان عذؾائيان معخفان عمى نفذ فزاء العيشة  Yو  Xنفخض أن 

 : لجيشا 
( ) ( ) ( )E X Y E X E Y    (2) 

 

 البرهان: 
 يسكؽ بالاستشتاج الخياضي أن نحرل عمى:

 

 

 :3نتيجة

 .متغيخات عذؾائية معخفة عمى نفذ الفزاء  1X ،2X،...،nXنفخض أن 
 :لجيشا 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )n nE X X X E X E X E X        (3) 
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 التباين والانحراف السعياري:
 

"انتذار" أو  X، ويكيذ تبايؽ الستغيخ العذؾائي X، بظخيقة ما، متؾسط قيؼ Xيكيذ تؾقع الستغيخ العذؾائي 
 .X"تذتت" أو "امتجاد" 

 متغيخا عذؾائيا لو دالة التؾزيع التالية : Xليكؽ 
 

nx . . . 3x 2x 1x 

( )nf x . . . 3( )f x 2( )f x 1( )f x 
 

 تعريف: 
)ويخمد لو بالخمد  Xيُعخّف تبايؽ  )Var X : كسا يمي 

 

 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( )
n

i i
i

Var X x f x E X


    
 

بأنو الجحر التخبيعي )السؾجب(  X. ويعخّف الانحخاف السعياري والحي يخمد لو بالخمد X تؾقع ىؾ حيث 
 أي: Xلتبايؽ 

 

( )X Var X  

 .Xتعظيشا الشتيجة التالية صيغة أخخى قج تكؾن أكثخ فائجة لحداب تبايؽ متغيخ عذؾائي 

 

 
 

 نتيجة: 

2 2 2 2

1

( ) ( ) ( )
n

i i
i

Var X x f x E X


    

 

 الإثبات:

)باستعسال التعخيف   ) ( )i i
i

E X x f x  و( ) 1i
i

f x  :نحرل عمى 
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2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

( ) ( ) ( 2 ) ( )

( ) 2 ( ) ( )

( ) 2

( )

i i i i i
i i

i i i i i
i i i

i i
i

i i
i

x f x x x f x

x f x x f x f x

x f x

x f x

     

   

    

 

 

  





 

 وىؾ السظمؾب إثباتو.
 

 
 : 3مثال

 السحكؾر في السثال الدابق )وىؾ الحي Xاعتبخ الستغيخ العذؾائي 

 
 يخرص الكيسة العغسى لمعجديؽ الغاىخيؽ إلى أعمى عشج رمي زىختي الشخد(.

 : Xمؽ ججول التؾزيع الاحتسالي لمستغيخ العذؾائي 
 

 6 5 4 3 2 1 ix 

1 
11

36
 

9

36
 

7

36
 

5

36
 

3

36
 

1

36
 ( )if x 

 نجج:
161

( ) ( ) 4.47
36

i i
i

E X x f x   

 و:
2 2 791

( ) ( ) 21.97
36

i i
i

E X x f x   

 و عميو يكؾن لجيشا:

2 2 2 2

1

2

( ) ( ) ( )

21.97 (4.47) 1.99 2

n

i i
i

Var X x f x E X


   

   

 
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 خهاص التباين :
 

 قزية: 
 عجد حكيقي. hمتغيخ عذؾائي و  Xنفخض 

 لجيشا: 
 

(i )( ) ( )Var h X Var X  
(ii )2( ) ( )Var hX h Var X 

 وبالتالي:
X h X     وhX Xh   

 

 الإثبات 
 لجيشا:

(i )

  
  
 

2

2

2

( ) ( )

( )

( ( ) ( )

Var h X E h X E h X

E h X h E X

E X E X Var X

    

   

  

 

(ii )

     
     

2 2

2 22 2

2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

Var hX E hX E hX E hX hE X

E h X E X h E X E X

h Var X

   

   


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 ملاحعات:
 

 
 عمى محؾر ix( يسكؽ إعظاء التؾقع والتبايؽ السعشى الظبيعي التالي: نفخض أنو عشج كل نقظة 1 
)وضعت كتمة مقجارىا  ox الفؾاصل )if x التؾقع ىؾ مخكد ثقل ىحا الشغام والتبايؽ ىؾ عدم  عشجئح . يكؾن

 القرؾر الحاتي لمشغام. )لعجيج مؽ الستغيخات العذؾائية نفذ التؾزيع الاحتسالي(.

( تؤدي متغيخات عذؾائية مختمفة إلى نفذ التؾزيع )ليا نفذ التؾزيع الاحتسالي( ولحلػ نتحجث غالبا 2 
 لسعياري لمتؾزيع بجلا مؽ الستغيخ العذؾائي.عؽ الستؾسط الحدابي والتبايؽ والانحخاف ا

 العذؾائي الستغيخ يعخّف.  السعياري  وانحخافو متغيخ عذؾائي تؾقعو الخياضي  X( نفخض أن 3 
 كسا يمي: X لمستغيخ السشاعخ  السعياري 

* X
X





 

 ونبخىؽ أن:
*( ) 0E X     و*( ) 1Var X  

 

 
 
 
 
 
 
 
 

*X
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 التهزيع الاحتسالي السذترك:
 

 

 :حيث متغيخان عذؾائيان معخّفان عمى نفذ فزاء العيشة  Yو  Xنفخض أن 
 

   و  
 

 تعريف:
 نحؾّل مجسؾعة حاصل الزخب : 

 
 

 

 :يمي كسا  زوج لكل احتسال بتعخيف وذلػ احتسالي فزاء إلى

 . ذلػ ونكتب  
)السعخفة عمى مجسؾعة حاصل الزخب  h الجالة تدسى  ) ( )X Y    بالتؾزيع السذتخك أو بجالة الاحتسال

 . وتعظى عادة عمى صؾرة الججول التالي:Yو  Xالسذتخكة لمستغيخيؽ 

 

Y 
X 1y 2y . . . my السجسؾع 

1x 1 1( , )h x y 1 2( , )h x y . . . 1( , )mh x y 1( )f x 

2x 2 1( , )h x y 2 2( , )h x y . . . 2 2( , )h x y 2( )f x 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

nx    ( , )n mh x y ( )nf x 

)1 السجسؾع )g y 2( )g y . . . ( )mg y 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1 2( ) , , , nX x x x  1 2( ) , , , nY y y y 

 1 1 2 2( ) ( ) ( , ),( , ), ,( , )n nX Y x y x y x y   

( , )i ix y

( , )i jP X x Y y ( , )i jh x y
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 الدابق ذكخىا كسا يمي: gو   fوتعخّف الجوال 

 

1

( ) ( , )
n

j i j
i

g y h x y


   

و  
1

( ) ( , )
m

i i j
j

f x h x y


 

)أي أن  )if x  ىؾ مجسؾع مكؾنات الدظخ رقؼi و ( )jg y  ىؾ مجسؾع مكؾنات العسؾد رقؼj تُدسى ىحه .
 عمى التؾالي. Yو  Xالتؾزيعات بالتؾزيعات اليامذية وىي في الؾاقع التؾزيع الخاص لكل مؽ 

 الذخوط التالية : hيُحقق التؾزيع السذتخك 
 
 

(i  )
1 1

( , ) 1
n m

i j
i j

h x y
 

   

 
,(  iiو  ) , ( , ) 0i ji j h x y  
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 التغاير:
 

 تعريف: 
)متغيخيؽ عذؾائييؽ ليسا التؾزيع السذتخك )الكثافة السذتخكة( الدابق  Yو  Xإذا كان  , )h x y  وكان تؾقع كل

)والحي يخمد لو بالخمد  Yو  X، فإن التغايخ بيؽ Yو Xمشيسا عمى التؾالي  , )Cov X Y :يعخّف كسا يمي 

 

,

( , ) ( )( )

( )( ) ( , )

X Y

i X j Y i j

i j

Cov X Y E X Y

x y h x y

  

  
 

 نتيجة:

,

( , ) ( )

( , )

X Y

i j i j X Y
i j

Cov X Y E XY

x y h x y

  

    

 .Yتؾقع  Yو  Xتؾقـع  Y ،Xو  Xىي الكثافة السذتخكة لمستغيخيؽ العذؾائييـؽ  hحيث 
 البرهان: 

 بسا أن:

,

( , ) ( , ) ( )Y j i j j i j j j
i j j i j

y h x y y h x y y g y       

 

 و:

,

( , ) ( )X i i j i i
i j i i

x h x y x f x     

و 
,

( , ) 1i j
i j

h x y  

 فإن:
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,

,

, , ,

,

,

,

( )( ) ( , )

( ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , )

( , )

( , ) ( ) ( ) ( )

i X j Y i j
i j

i j X j Y i X Y i j
i j

i j i j X j i j Y i i j
i j i j i j

X Y i j
i j

i j i j X Y y x X Y
i j

i j i j X Y
i j

x y h x y

x y y x h x y

x y h x y y h x y x h x y

h x y

x y h x y

x y h x y E XY E X E Y

 

     

  

  

       

     





  







 

 معامل الارتباط:
 

 تعريف: 
)يُعخّف معامل الارتباط بيؽ متغيخيؽ عذؾائييؽ والحي يخمد لو بالخمد  , )X Y  أو اخترار ا يمي كسا: 

 

 
 : التالية الخؾاص ولو تسييد بلا ندبة  ويعتبخ

 

 :خهاص
 

(i    ) 
(ii)  
(iii)  ،  
(iv)  إذا كان, 0a c   : فإن( , ) ( , )aX b cY d X Y     

 

 ملاحعة: 
( وفي Covاليامذية لكشيا تختمف في التغايخ )تؾجج أزواج مؽ الستغيخات العذؾائية التي ليا نفذ التؾزيعات 

 .Yو  X بيؽ التجاخل يكيدان  و  فإن وليحا ،الارتباط 

 
 

( , )
( , )

X Y

Cov X Y
X Y   

 

( , ) ( , )X Y Y X  

1 1 

( , ) 1X X ( , ) 1X X   

( , )Cov X Y( , )X Y
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 : 4مثال
زوج مختب مؽ الأرقام السحرؾرة بيؽ  36إذا ألقيشا زىختي نخد متدنتيؽ نحرل عمى الفزاء السشتغؼ السكؾن مؽ 

 .6و  1
 (1,1),(1,2), ,(6,6)  

ىؾ الحي  X أي الدابق السثال في والسحكؾران متغيخان عذؾائيان معخّفان عمى الفزاء  Yو  Xنفخض أنّ 
 .ىؾ الحي يعظي مجسؾع العجديؽ الغاىخيؽ لأية نقظة مؽ  Yيُعظي الكيسة العغسـى لمعجديـؽ الغاىخيؽ و 

 كسا يمي: Yو  X تؾزيعيسكؽ حداب  إذن

 
Y 

X 
 السجسؾع 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2

1 
1

36
 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1

36
 

2 0 
2

36 

1

36
 0 0 0 0 0 0 0 0 

3

36
 

3 0 0 
2

36
 

2

36
 

1

36
 0 0 0 0 0 0 

5

36
 

4 0 0 0 
2

36
 

2

36
 

2

36
 

1

36
 0 0 0 0 

7

36
 

5 0 0 0 0 
2

36
 

2

36
 

2

36
 

2

36
 

1

36
 0 0 

9

36
 

6 0 0 0 0 0 
2

36
 

2

36
 

2

36
 

2

36
 

2

36
 

1

36
 

11

36
 

1 السجسؾع

36
 

2

36
 

3

36
 

4

36
 

5

36
 

6

36
 

5

36
 

4

36
 

3

36
 

2

36
 

1

36
  

 

 مكؾّنات الججول يسكؽ حدابيا كسا يمي:
2مثلا 

(3,5)
36

h   و  (3,2)نتيجة لأن( 2 ,  نيايتيسا تكؾنان المتان ىسا الشقظتان الؾحيجتان مؽ  (3

 إذن: 5و مجسؾعيسا  3 العغسى

  
2

(3,5) ( 5, 5) (3,2),(2,3)
36

h P X Y P     

 ويسكؽ إيجاد بكية عشاصخ الججول بشفذ الظخيقة.
 .Yو  Xلشحدب الآن التغايخ والارتباط لمستغيخيؽ 

)نحدب أولا   )E XY: 
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,

1 2 1
( ) ( , ) 1 2 2 3 2 4

36 36 36

1 1232
6 12 34,2

36 36

i j i j
i j

E XY x y h x y         

     


 

 

 مؽ جية أخخى لجيشا:
( ) ( ) 4,47, ( ) ( ) 7X i i j j

i j

E X x f x E Y y g y       

 و:

 
22 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

791
( ) (4,47)

36

21,97 19,98 1,99 1,4 2,4

X i i X
i

i i X
i

Y

E X E X x f x

x f x

    

   

     



:كحلػ 

 
22 2 2( ) ( ) ( ) 2.4Y i i Y

i

E Y E Y y g y      

 و مشو:
( , ) ( ) 2,9X YCov X Y E XY    

 و: 
( , ) 2,9

( , ) 0,86
(1,4)(2,4)X Y

Cov X Y
X Y   

 
 

 

 : 5مثال
X ،Y ،Xنفخض أن   ،Y  :متغيخات عذؾائية ليا التؾزيعات السذتخكة التالية 

 
 

Y’ 

X’ 4 10 
  Y 

X 4 10 
 السجسؾع

1 0 
1

2
 

1

2
  1 

1

4
 

1

4
 

1

2
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3 
1

2
 0 

1

2
  3 

1

4
 

1

4
 

1

2
 

 1

2
 

1

2
 السجسؾع   

1

2
 

1

2
 

 

 

Xو  X ل نلاحظ أن  ثؼ لY  وY   نفذ التؾزيع.  
 

ix 1 3  iy 4 10 

( )if x 1

2
 

1

2
 

 1

2
 

1

2
 ( )ig y 

Xو  Xتؾزيع                   تؾزيعY  وY  

 نبخىؽ أنو )بالخغؼ مؽ ذاك(: 

( , ) ( , )Cov X Y Cov X Y  
 ومؽ ثؼ: 

( , ) ( , )X Y X Y    
) لشحدب أولا )E XY  و( )E X Y . 

 اديشا:
1 1 1 1

( ) 1 4 1 10 3 4 3 10 14
4 4 4 4

1 1
( ) 1 4 0 1 10 3 4 3 10 0 11

2 2

E XY

E X Y

            

              

 

 
 وبسا أن:

2X X    
 :و 

7Y Y    
 فإن: 

( , ) ( ) 0X YCov X Y E XY    
 و:

( , ) ( ) 3X YCov X Y E X Y          
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 ملاحعة: 

 
بظخيقة مساثمة.  X ،Y ،...،Zإلى أي عـجد محـجود مؽ الستغيخات العذؾائية  hيسكؽ تعسيؼ فكخة التؾزيع السذتخك 

 تكـؾن دالة عمى مجسؾعة حاصل الزخب hوىحا يعشي أن 
  

 :( ) ( ) ( )X Y Z       
 

 معخفة كسا يمي :
( , , , ) ( , , , )i j h i j hh x y z P X x Y y z z    
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 الستغيرات العذهائية السدتقلة
 

 تعريف:
 :كان إذا مدتقمة السعخّفة عمى فزاء العيشة  X ،Y،...،Zنقؾل أن عجدا مشتييا مؽ الستغيخات العذؾائية  

 

 

 
 

 . ،...،  ، قيؼ لجسيع
 مدتقميؽ إذا تحقق: Yو  X يكؾن  خاصة وبرفة

 

  (*) 

( يسكؽ كتابتيا *فإن السعادلة الدابقة ) hوالتؾزيع السذتخك ىؾ  gو  fعمى التؾالي ىؾ  Yو  Xوإذا كان تؾزيع 
 عمى الذكل:

 

 
 

 لواليامذيؽ الحجيؽ ضخب حاصل ىؾ مدتقلان إذا كان كل الحج  Yو  X أن أي
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( , , , )

( ) ( ) ( )

i j h

i j h

P X x Y y Z z

P X x P y y P Z z

  

    

ixjyhz

( , ) ( ) ( )i j i jP X x Y y P X x P Y y    

( , ) ( ) ( )i j i jh x y f x g y

( , )i jh x y
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  الدادس الفرل
 

 الطبيعي التهزيع – الحدين ذو التهزيع

 يهاسهن  تهزيع
 

 تهزيع ذو الحدّين )أو تهزيع برنهلي( 
  .فذلا والآخخ نجاحا الشاتجيؽ أحج وأسسيشا ناتجيؽ ذات لتجخبة مدتقمة محاولات كخّرنا أنشا نفخض 

1q : الفذل احتسال عشجئح يكؾن   .الشجاح احتسال p ليكؽ P  . 
 .تظبيقيا يسكؽ التالية الشغخية فإن الشجاح وقؾع تختيب وليذ الشجاح مخات عجد ييسّشا كان فإذا 

 

 نعرية:

 :ىؾ السكخّرة السحاولات مؽ n في الشجاحات مؽ h وقؾع احتسال

( ; , ) ,0h h n h
nB h n P C P q h n    

h العجد يدسى
nC  .الحجيؽ ذو معامل 

 

 ملاحعة:

0 )أي السحاولات كل في الفذل احتسال أن نلاحظ h) ىؾ:nq، الأقل عمى واحج نجاح احتسال فإن وليحا 
1 : ىؾ nq . 

 

 :1مثال
 .واحجة مخة الشقؾد مؽ قظع 6 ألقيت مكافئة بظخيقة أو مخات 6  نقؾد قظعة ألقيت 

6n : إذن الشجاح ىي (F) الرؾرة أن نفخض  1  و  

2
p q  . 

(i) 2 : أن أي( بالزبط صؾرتيؽ وقؾع احتسالh   : ىؾ )
2 4

2
6

1 1 1 15
2 ; 6 ,

2 2 2 64
B C
     

      
     
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(ii) 4 : أن )أي الأقل عمى صؾر أربع وقؾع احتسال h  : ىؾ (6 أو 5 أو 

4 2 5 6

4 5 6
6 6 6

1 1 1
4 ; 6 , 5 ; 6 , 6 ; 6 ,

2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

15 6 1 11

64 64 64 32

b b b

C C C

     
      

     

           
             

           

   

 

(iii) ىؾ السحاولات( جسيع في الفذل )أي الرؾرة وقؾع عجم احتسال: 
6

6 1 1

2 64
q

 
  
 

 

 : ىؾ الأقل عمى واحجة صؾرة وقؾع احتسال إذن
6 1 63

1 1
64 64

q     

 :2مثال
7n :إذن .رمية أية في 6 أو 5 الخقؼ عمى الحرؾل ىؾ الشجاح أن نفخض .مخات 7 نخد زىخة ألقيت ، 

  
1

5,6
3

P P ، 2
1

3
q P   

(i) 3 )أي بالزبط مخات ثلاث 6 أو 5 الخقؼ عمى الحرؾل احتسالh ) ىؾ:  
3 4

3
7

1 1 2 560
3;7,

3 3 3 2187
b C
     

      
     

 

(ii) ىؾ السحاولات( جسيع في الفذل أي) 6 أو 5 عمى الحرؾل عجم احتسال: 
7

7 2 128

3 2187
q

 
  
 

 

 :ىؾ الأقل عمى واحجة مخة 6 أو 5 عمى الحرؾل احتسال وبالتالي
7 2059

1
2187

q   
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 تعريف:

 

) الجالة فإن ثؾابت p و n أن اعتبخنا إذا ) ( ; , )P h B h n P  : متقظعا احتسالا تؾزيعا تكؾّن  
 

n . . . 2 1 0 H 
nP  . . . 2 2 2n

nC P q   1 1n
nC Pq   nq  ( )P k  

 

,0,1,2 لكيؼ الاحتسالات لأن وذلػ (n ، p) الحجيؽ ذي بتؾزيع التؾزيع ىحا يُدسى  ,h n  ىي 
 : الحجيؽ ذي مفكؾك في الستتالية الحجود

0

1 1 2 2 2

( )
n

n k k n k
n

k

n n n n
n n

q p C p q

q C q p C q p p





 

 

    

 

 .بخنؾلي بتجارب أيزا الشاتجيؽ ذات السدتقمة التجارب وتدسى .بخنؾلي بتؾزيع التؾزيع و يدسى أيزا ىحا 

  برنهلي تهزيع خهاص
) الاحتسالي تؾزيعو عذؾائي متغيخ X ليكؽ  ; , )B h n P  : لجيشا 

  :نعرية

 الحجيؽ ذو التؾزيع
nP   التؾقع 

2 nPq   التبايؽ 
nPq   السعياري  الانحخاف 

  البرهان:
  لجيشا:
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0 0 0

1 1

1 1

1 1
1 1 1

1

0 0

1 1

( ) ( ) ( ; , )

! ( 1)!

!( )! ( 1)!( )!

( 1)!
( )

!( 1)!

( ) (1)

n n n
k k n q
n

h k k

n n
k n k k n k

k k

n n
s n s s s n s n

n

s s

n n

E X hP X k hB h n p hC p q

n n
h p q np p q

k n k k n k

n
np p q np C p q np p q

s n s

np p q np np



  

   

 

 
    



 

 

   


 

  


   

 

   

  

 

 

2 2 2

0 0

2

1

1

1

1
1

0

1
1

1

0

1

0

( ) ( )

!

!( )!

( 1)!

( 1)!( )!

( 1)!
( 1)

!( 1)!

( 1)

( 1) ( ; 1, )

( ; 1,

n n
k k n k

k k

n
k n k

k

n
k n k

k

n
s n s

s

n
s s n s
n

s

n

s

E X k P X k k C p q

n
k p q

k n k

n
np k p q

k n k

n
np s p q

s n s

np s C p q

np s s n p

np sB s n p



 





 




 




 









  







 


 

 

 

  

 

 











n

B

 

1 1

0 0

1 1

0 0

2

) ( ; 1, )

( ) ( )

( 1) 1 ( 1 )

( ) ( )

n n

s s

n n

s s

B s n p

np sP X s P X s

np n p np np p

np np q np npq

 

 

 

 

 
  

  

 
    

  

     

   

 

 
 

 و:

 
22 2 2( ( ) ( ) ( )X E X E X nP nPq nP nPq       

 3 مثال

 ىؾ: 6 الخقؼ عمى الحرؾل مخات عجد تؾقع يكؾن عشجئح .مخة 180 نخد حجخ ألقي 

1
180 30

6
nP    
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 : ىؾ السعياري  الانحخاف و يكؾن 
1 5

180 5
6 6

nPq      

  الطبيعي التهزيع - 2
 

 تعريف:
 : يمي كسا غؾص( – تؾزيع لبلاص )أو الظبيعي التؾزيع يُعخّف

2 21
( ) /

2
1

( )
2

x

f x e
  


 

 

0 و  حيث   اختياريان. ثابتان 
2 وتبايشو  تؾقعو الحي الظبيعي لمتؾزيع نخمد .السدتسخة الاحتسالية التؾزيعات أىؼ مؽ الجالة ىحه تعتبخ  بالخمد 

2( , )   . 
)2 يتبع X كان إذا أنو أي , )    :فإن السعياري  انحخافو  و X تؾقع  حيث 

2 21
( ) /

2
1

( ) ( )
2

x

P X x f x e
  

  
 

 
 

 ملاحعة:
 شبيية السشحشيات ىحه أن نلاحظ فإنشا خاصة وبرفة و  تغيخت كمسا f في التغيخ التاليان السشحشيان يبيؽ

x السدتكيؼ حؾل متساثمة وأنيا الجخس لذكل  . 
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 :الطبيعي التهزيع خهاص
 

)2 الاحتسالي تؾزيعو مدتسخ عذؾائي متغيخ X ليكؽ , )   . 
 

  :نعرية

 الظبيعي التؾزيع
 التؾقع 

2  التبايؽ 
 السعياري  الانحخاف 

 

  :ملاحعة

x : التالي التغييخ أجخيشا إذا
t





)2 الظبيعي لمتؾزيع الدابقة الريغة في  , )    التؾزيع عمى نحرل .

 :التالي )السعياري( الكياسي الظبيعي
21

2
1

( )
2

t

t e


 


 

0 : تؾقعو الحي  2 : وتبايشو  1  .  
 الخظيؽ وبيؽ السشحشى تحت الؾاقعة السداحة أن إثبات يسكؽ حيث يمي، فيسا مخسؾم التؾزيع ىحا مشحشى

1t   1t و    السشحشى تحت الؾاقعة السداحة وأن السشحشى تحت الؾاقعة الكمية السداحة مؽ %68,2 تسثل 
2t الخظيؽ بيؽ   2t و    .السشحشى تحت الؾاقعة السداحة مؽ %95,4 تسثل 
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) حداب )P a X b   : 
 

 .طبيعيا( تؾزيعا مؾزع X أن عادة يقال طبيعي) تؾزيعو مدتسخ عذؾائي متغيخ X أن نفخض 
) لو يخمد والحي b و a قيستيؽ بيؽ X  الستغيخ يقع أن احتسال لحداب  )P a X b   b و a نغيخّ  

 : بؾضع وذلػ قياسية وحجات إلى
a

a


 


b   و   
b


 


 

 :وبالتالي
*( ) ( )P a X b P a X b       

a بيؽ الكياسي الظبيعي السشحشى تحت الؾاقعة تداوي السداحة b و   . 
X* الستغيخ ويكؾن  X* فإن ومشو X   لمستغيخ السشاعخ )السعياري( الكياسي العذؾائي الستغيخ ىؾ   تؾزيعو 
(0,1) قياسي طبيعي . 

 

 
 :4مثال

 . قياسي طبيعي الاحتسالي تؾزيعو عذؾائي متغيخ X ليكؽ 
 احدب:

  (i)   (0 1,42)P X  
 (ii)  ( 1,79 0,54)P X    

 

  :الحل
 

   -3        -2        -1         0         1         2         3 
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(i) (0 1,42)P X   .42 ,1 و 0 بيؽ الكياسي الظبيعي السشحشى أسفل السؾجؾدة السداحة تداوي  
 : نجج مباشخة الججول مؽ

(0 1,42) 0,4222P X    
(ii)  

( 1,79 0,54) (0,54 1,79)

(0 1,79) (0 0,54)

0,4633 0,2054 0,2579

P X P X

P X P X

      

     

  

 

 

 :5مثال
  قياسي طبيعي الاحتسالي تؾزيعو عذؾائي متغيخ X ليكؽ 

 : أن عمسا t قيسة احدب
(i)  (0 ) 0,4236P X t   
(ii)  ( 2) 0,1000P t X   

 

  : الحل
 

(i)  1,43 : مباشخة نجج الججول مؽt  
(ii)  

(0 ) (0 2) ( 2)

0,4772 0,1000 0,3772

P X t P X P t X       

  
 

1,16t : نجج الججول ومؽ  . 

 
 السركزيةالشزعة  نعرية – الحدين ذي للتهزيع الطبيعي التقريب

 

) : الحجيؽ ذي تؾزيع تقخيب يسكؽ ) ( ; , )P h h n PB  كبيخة n كانت إذا الظبيعي التؾزيع بؾاسظة جيجا تقخيبا 
 .الرفخ مؽ قخيبة q أو  pمؽ أي تكؽ ولؼ
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8n : لكيؼ السشاعخ الحجيؽ ذي تؾزيع اختخنا حيث الخاصية ىحه التالي الذكل يبيؽ  1 و 

2
p q  . 

( ) ( ; , ) k k n k
nP h h n p C p q  B  

 

8 7 6 5 4 3 2 1 0 H 

1

256
 8

256
 28

256
 56

256
 70

256
 56

256
 28

256
 8

256
 1

256
 ( )P h  

 

 
8n تكؾن  عشجما ذو الحجيؽ تؾزيع   1 و 

2
p q  
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 : التالية السخكدية دعةالش بشغخية الظبيعي لمتؾزيع الدابقة الخاصية تعسيؼ يسكؽ
 
 

  السركزية زعةالش نعرية
 

 نعرية:
2 والتبايؽ  والتؾقع التؾزيع نفذ ليا وأن مدتقمة عذؾائية متغيخات مؽ متتالية ،...،1X، 2X أن نفخض . 

 : ليكؽ
1 2 n

n

X X X n
Z

n

    



 

 )مجال( فتخة لأي عشجئح يكؾن  a x b   : 
2

2
1

lim ( ) ( )
2

u
b

n an
P a Z b P a b e du

n




         

 .الكياسي الظبيعي الستغيخ ىؾ  حيث
 

 ملاحعة:
1 سسيشا أنشا ىشا نحكّخ  2 n

n

X X X
S

n

  
 1X،...،nX العذؾائية الستغيخات عيشة بستؾسط   أن أي 

nZ )و بالتالي(  السخكدية الشياية نغخية فإن تقخيبي وبذكل لمعيشة. الكياسي الستؾسط ىؾ الدابقة الشغخية في 
 السشحشى مؽ الكياسي العيشة متؾسط يقتخب السكخرة السحاولات أو التجارب مؽ متتالية أي في أنو عمى تشص

 .السحاولات عجد زادت كمسا الكياسي الظبيعي
 

 
 :6مثال
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ا الرؾرة عمى نحرل أن P الاحتسال عيّؽ .مخة 12 مشتغسة نقؾد قظعة نمقي   و 4 بيؽ يتخاوح السخات مؽ عجد 
 باستخجام: 7 و 4 ذلػ في بسا 7

: (i) الحجيؽ، ذي التؾزيع (ii) الحجيؽ ذي لمتؾزيع الظبيعي التقخيب. 
 

 الحل:
 : (i) 12 مع الدابقة الشغخية مؽ n 1 و 

2
P q   : نجج 

4 8

4
12

1 1 495

2 2 4096
C

   
    

   
 )Pصؾر (4 

5 7

5
12

1 1 792

2 2 4096
C

   
    

   
 )Pصؾر (5 

6 6

6
12

1 1 924

2 2 4096
C

   
    

   
 )Pصؾر (6 

7 5

7
12

1 1 792

2 2 4096
C

   
    

   
 )Pصؾر (7 

 : ومشو
495 792 924 792 3003

0,7332
4096 4096

P
  

    

(ii) ىشا لجيشا :  
1

12 6
2

nP     1 و  1
12 1,73

2 2
nPq      

4) عؽ: إذن نبحث .الرؾرة عيؾر مخات عجد يسثل X أن نفخض 7)P X   القخاءات أن فخضشا فإذا 
3,5) : نجج أن يجب الظبيعي التقخيب تظبيق يسكششا لكي مدتسخة 7,5)P X   الخسؼ في مبيؽ ىؾ كسا 
 : أن وحيث الدابق البياني

3,5 الكياسية بالؾحجات 3,5 6
1,45

1,73


   

7,5 الكياسية بالؾحجات 7,5 6
0,87

1,73


  

 : إذن نجج
*(3,5 7,5) ( 1,45 0,87)

0,4265 0,3078 0,7343

p P X P X     

  

 
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  بهاسهن  تهزيع -3
 

 تعريف:
 : يمي كسا بؾاسؾن  تؾزيع يعخف 

( ; ) , 0,1,2,
!

h

P h e h
h


    

0 حيث    الياتفية السكالسات عجد مثل الظبيعية الغؾاىخ مؽ كثيخ في التؾزيع ىحا ويغيخ اختياري. ثابت 
 التي ألفا جديسات عجد أو كبيخ، كتاب مؽ الرفحة في السظبعية الأخظاء عجد أو ىاتفي، مخكد في الجقيقة في

 .إشعاعي ا نذيط مخكب يظمقيا
 

 : بهاسهن  تهزيع خهاص
 

 
 نعرية

) بؾاسؾن  تؾزيع تؾزيعو عذؾائي متغيخ X ليكؽ ; )P h  . 
 

 بؾاسؾن  تؾزيع
 التؾقع    
2 التبايؽ   

 السعياري  الانحخاف    
 

 
 ملاحعة:

ا تقخيب ا أيزا يعظيشا أنو إلا الخاصة فؾائجه لو بؾاسؾن  تؾزيع أن مؽ بالخغؼ   يكؾن  عشجما الحجيؽ ذي لتؾزيع جيج 
h أن وبفخض كبيخ ا p وأن صغيخ: np  . 
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 تسارين على السجسهعات
 
 

 التسرين الأول:
}نفخض     } { } { }, , , , , , , , , ,U a b c d e B b d e A a b d= =  

 أوجج: 
( ) , ( ) , ( ) , ( ) \ ,

( ) ( ) , ( ) , ( ) \

c

c c c c c c

i A B ii A B iii B iv B A

v A B vi A B vii A B viii B A
 

 

 التسرين الثاني:
 : يكؾن  B,Aأثبت أنّو لأي مجسؾعتيؽ   
\ا(   cB A B A=  
)ب(   )A B C A C A B  
Aج(   B  إذا كان و فقط إذا كانA A B=  

 

 التسرين الثالث:
}نفخض أنّ:  (1 } { } { }3,4,5 , 2,4 , 1,2,3C B A= =  . أوجج: =

A B C× ×  
}نفخض أنّ:  (2 } { } { }3,4 , 2,3 , ,C B A a b= =  . أوجج: =

)ا(  )A B C×  )ب .( ) ( )A B A C× ). ج(  × )A B C× . 
 فإنّ: C,B,A( أثبت أنّو لأي السجسؾعات 3 

)ا(  ) ( ) ( )A B C A B A C× = × ×  
)ب(  ) ( ) ( )A B C A B A C× = × ×  
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 التسرين الرابع:
}أوجج كل تجديئات السجسؾعة:   }, , ,Y a b c d= 
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 تسارين على التحليل التهفيقي
 

 التسرين الأول:
 حفل أن يختّبؾا أنفديؼ بحيث يجمدؾن:بكؼ طخيقة يسكؽ لسجسؾعة مؽ سبعة أشخاص في  

(i)   مقاعج؟ 7في صف بو 
(ii) حؾل مائجة مدتجيخة؟ 

 

 التسرين الثاني:
 بكؼ طخيقة يسكؽ أن يجمذ ثلاثة أولاد و بشتان في صف؟ (1
 بكؼ طخيقة يسكؽ أن يجمدؾا في صف إذا جمذ الأولاد معا و البشات معا؟ (2

 البشتان فقط معا؟بكؼ طخيقة يسكؽ أن يجمدؾا في صف إذا جمدت  (3

 التسرين الثالث:
 بكؼ طخيقة يسكؽ اختيار لجشة تتكؾن مؽ ثلاثة رجال و سيّجتيؽ مؽ بيؽ سبعة رجال و خسذ سيجات؟

 التسرين الرابع:
 يختار كل عام في إحجى الكميات وفج مكؾّن مؽ أربعة طمبة لتسثيل الكمية في الاجتساع لشقابة الظمبة. 

 ؟12الؾفج إذا كان الظمبة الحيؽ تتؾفّخ فييؼ الذخوط بكؼ طخيقة يسكؽ اختيار  (1
بكؼ طخيقة يسكؽ اختيار الؾفج إذا كان إثشان مؽ الظمبة السلائسيؽ لؽ يدتظيع حزؾر الاجتساع  (2

 معا؟

بكؼ طخيقة يسكؽ اختيار الؾفج إذا كان ىشاك طالب و طالبة متدوّجيؽ و لا يدتظيع أحجىسا  (3
 حزؾر الاجتساع مشفخدا؟
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 على مقدمة في الاحتسالتسارين 
 التسرين الأول:

}عشاصخ  4نكؾن مؽ  نفخض أن فزاء العيشة   }1 2 3 4, , ,a a a a= أي مؽ الجوال التالية تعخّف .
 ؟فزاء احتسال عمى

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 1 1 1
( ) ( ) , ( ) , ( ) , ( )

2 3 4 5

1 1 1 1
( ) ( ) , ( ) , ( ) , ( )

2 4 4 2

1 1 1 1
( ) ( ) , ( ) , ( ) , ( )

2 4 8 8

1 1 1
( ) ( ) , ( ) , ( ) , ( ) 0

2 4 4

i P a P a P a P a

ii P a P a P a P a

iii P a P a P a P a

iv P a P a P a P a

= = = =

= = = - =

= = = =

= = = =

 

 التسرين الثاني
}نفخض أنّ   }1 2 3 4, , ,a a a a=  ّو أنP  دالة احتسال معخّفة عمى. 

)1أوجج  (1 )P a  4إذا كان 3 2

1 1 1
( ) , ( ) , ( )

9 6 3
P a P a P a= = = 

)1أوجج  (2 )P a  2و( )P a  3أذا كان 4

1
( ) ( )

4
P a P a= 1و كان  = 2( ) 2 ( )P a P a=. 

)1أوجج  (3 )P a   :إذا كان{ } { }2 4 2 3

1 2
( , ) , ( , )

2 3
P a a P a a=  و كان: =

2

1
( )

3
P a =. 

 التسرين الثالث:
 لكل مؽ الأحجاث التالية:  p عيّؽ الاحتسال 

 أن يغيخ عجد زوجي عشج رمي زىخة نخد متّدنة. (1
 الأقل مخّة واحجة عشج رمي ثلاث قظع متّدنة مؽ الشقؾد.عمى  (F)أن تغيخ الرؾرة  (2

 كخات زرقاء. 5كخات حسخاء و  3كخات بيزاء و  4عيؾر كخة بيزاء عشج سحب كخة مؽ وعاء فيو  (3



   78 

 سلدلة تسارين حهل 
 الستغيرات العذهائية –الاحتسالات الذرطية 

 والتهزيعات الاحتسالية
 

 التسرين الأول:
 

مؽ الظمبة في امتحان  15%مؽ الظمبة في امتحان الخياضيات ورسب  25%في إحجى الكميات رسب  
 في امتحان الخياضيات والكيسياء. اختيخ أحج الظمبة بظخيقة عذؾائية. 10%الكيسياء ورسب 

 ( إذا كان راسبا في الكيسياء فسا ىؾ احتسال أن يكؾن راسبا في الخياضيات ؟1
 احتسال أن يكؾن راسبا في الكيسياء ؟( إذا كان راسبا في الخياضيات فسا ىؾ 2
 ( ما ىؾ احتسال أن يكؾن راسبا في الخياضيات أو في الكيسياء ؟3

 

 التسرين الثاني :
 

الستغيخ العذؾائي الحي يسثل ضعف العجد السحرل عميو، و  Xألقيت زىخة نخد مشتغسة مخة واحجة. ليكؽ  
Y  حدبسا يكؾن العجد الغاىخ فخديا أو زوجيا عمى التختيب. 3أو  1الستغيخ العذؾائي الحي يأخح الكيسـة 

 أوجج دالة التؾزيع الاحتسالي، التؾقع الخياضي، التبايؽ والانحخاف السعياري لكل مؽ : 

(i  )X  ،  (ii  )Y  (  ،iii  )X Y  (  ،iv  )XY 
 التسرين الثالث :

 

 متغيخ عذؾائي وأن لو التؾزيع التالي: Xاعتبخ أن  
 

2 1 1 2 X 

1

4
 

1

4
 

1

4
 

1

4
 ( )f x 

 

2Yواعتبخ أن  X: أوجج . 
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 ، Yلمستغيخ  g( التؾزيع الاحتسالي 1
 ، Yو  Xلمستغيخيؽ  h( التؾزيع السذتخك 2
3 )( , )Cov X Y  وأيزا معامل الارتباط( , )X Y. 

 التسرين الرابع :
 

ىؾ "بالعائمة ولج واحج  Bىؾ "بالعائمة أطفال مؽ الشؾعيؽ )ذكخ وأنثى(" والحجث  Aنفخض أن الحجث  
 عمى الأكثخ".

 مدتقلان إذا كان بالعائمة ثلاثة أطفال. Bو  A( أثبت أن الحجثيؽ 1
 غيخ مدتقلان إذا كان بالعائمة طفلان. Bو  A( أثبت أن الحجثيؽ 2

 التسرين الخامس :
 

واحتسال  0.3( مداويا Dواحتسال الانيدام ) 0.6( في مباراة مداويا Vفؾز )لفخيق كخة القجم احتسال ال 
 . إذا لعب ىحا الفخيق ثلاث مباريات.0.1( مداويا Nالتعادل )

)وىؾ فؾز الفخيق مختيؽ عمى الأقل وعجم ىديستو ثؼ أجج  A( حجد عشاصخ الحجث 1 )P A. 
)وىؾ فؾز الفخيق وىديستو وتعادلو ثؼ أوجج  B( حجد عشاصخ الحجث 2 )P B. 

 

 التسرين الدادس :
 

تمقى قظعة نقؾد متدنة حتى تغيخ الرؾرة لأول مخة أو يغيخ الؾجو خسذ مخات متتالية، أوجج الكيسة  
 لعجد مخات إلقاء القظعة. Eالستؾقعة 

 

 التسرين الدابع :
 

 الستغيخ العذؾائي الحي يسثل السجسؾع السحرل عميو مؽ خلال إلقاء زىختي نخد مشتغستيؽ. Xليكؽ  
 ثؼ ارسؼ مشحشاىا. X( أوجج دالة التؾزيع الاحتسالي لمستغيخ 1
)( عيؽ الجالة التخاكسية 2 )F x  لمستغيخ العذؾائي الستقظعX .ثؼ ارسؼ بيانيا 

 

 التسرين الثامن :
 

 ىي : Xإذا كانت الكثافة الاحتسالية لستغيخ عذؾائي  

2
( )

1

c
f x

x



xحيث    
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 .c( أوجج قيسة الثابت 1
1محرؾر بيؽ  2x( أوجج احتسال أن يكؾن 2

3
 1و  

 .fالسخفقة لمكثافة الاحتسالية  F( أوجج الجالة التخاكسية 3
 

 التسرين التاسع :
 

 :أوجج. متغيخ عذؾائي وأن لو التؾزيع الظبيعي الكياسي  Xنفخض أن  
(i   )    (ii  )   
(iii  ) (iv ) 
(v   ) (vi ) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

(0 1,42)P X ( 0,73 0)P X  

( 1,37 2,01)P X  (0,65 1,26)P X 

( 1,79 0,54)P X   ( 1,13)P X 
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