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Résumé

Le but de cette these est de développer la méthode de gradient conjugué
pour résoudre les problémes d’optimisation sans contraintes Tout en trouvant
un novelle formule que assurée la convergence globale et vérifie la condition
suffisante de descente sous la recherche linéaire exact et la recherche linéaire
inexacte de Wolfe-Powell forte. cette nouvelle formule donne d’excellents ré-
sultats numériques en les comparant & certaines méthodes traditionnelles

Mots clés :
optimisation sans contraintes, gradient conjugué , convergence globale,
Wolfe-Powell forte,



TABLE DES MATIERES

Abstract

The purpose of this thesis is to develop the conjugate gradient method
for solving large-scale unconstrained problems. while finding a new formula
that ensured global convergence and verifies the sufficient descent condition,
under the exact linear search and the inexact linear search of Strong Wolfe-
Powell. this new formula gives excellent numerical results by comparing them
to some traditional methods.

Mots clés :
unconstrained optimization, conjugate gradient , global convergence,Strong]
Wolf Line Search,
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Introduction

Le probléeme d’optimisation trouve des applications dans plusieurs do-
maines, tels que la physique classique du continuum, la physique théorique, la
physique mathématique et numérique, la physique des particules et nucléaire,
la physico-chimie, les mathématiques pures, la physique mathématique, la dy-
namique des fluides, la science actuarielle, I’économie de I'information appli-
quée, l'astrostatistique, la biostatistique, statistiques des entreprises,routage
du trafic dans les systémes de télécommunication (64.), sécurité cybophysique
(65.), systemes de transport intelligents (66.)et réseaux intelligents (67.).

La résolution de problemes d’optimisation est devenue un sujet centra-
len recherche opérationnelle, le nombre de problémes d’aide & la décision
pouvant étre formalisés sous la forme d’un probléme d’optimisationétant en
forte croissance [72]. Les problémes d’apprentissage de réseaux de neurones,
de planification des taches ou encore d’identification sont, par exemple, des
problémes communs d’optimisation. En outre, ’'Homme cherche & amélio-
rer sa vie quotidienne, ’'Homme aime la perfection! Et sans qu’il se rend
compte, il essaye a minimiser ses chargesson loyer ou la consommation de
sa voiture....I1 tente toujours a vrai dir & optimiser que se soit minimiser ses
dépenses etmaximiser ses biens. Le mathématicien vient pour concrétiser le
voeux de ’Homme en modélisantles problémes de la vie sous des fonctions
colits en utilisant les différentstypes d’optimisation. De nos jours 'optimisa-
tion est devenue un domaine indispensable pourrésoudre plusieurs problémes
que se soit dans l'industrie ou d’autres secteurs [73].En effet nous avons as-
sisté ces derniéres années a une croissance trés rapidedes travaux utilisant les
méthodes d’optimisation. Cette tendance peut étre observée dans tous les
domaines de la science.

Optimiser : rendre optimal, donner a quelque chose les meilleures condi-
tions d’utilisation, de fonctionnement ou de rendement au regard de certaines
circonstances. (Déf. du larousse).

Les gens optimisent :

Des compagnies aériennes établissent les horaires des équipages et des
avions avant de minimiser le cotlit. Des investisseurs cherchent a constituer
des porte-feuilles boursiers qui évitent des risques excessifs tout en donnant
un bon rendement. Des fabricants visent le maximum d’efficagacité dans la
conception et 'opération de leurs processus de production.

La nature optimise :

Des systémes physiques tendent vers un état d’énergie minimale. Des mo-
lécules dans un systéme chimique réagissent entre eux jusqu’a ce que ’éner-
gie potentielle totale de leurs électrons soit minimisée. Des rayons de lumiere
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suivent des trajectoires qui minimisent leur temps de trajet. L’optimisation
est un outil important dans la théorie des décisions et dans ’analyse des
systémes physiques. Avant de ['utiliser, nous devons d’abord identifier un
objectif. Ceci est une mesure quantitative de la performance du systéme. Cet
objectif pourrait étre : bénéfice, temps, énergie potentielle, ou toute autre
quantité ou combinaison des quantités qui peut étre représentée par un seul
nombre. L’objectif dépend de certaines caractéristiques du systéme, appe-
lées des variables ou des inconnues. Notre but est de trouver des valeurs de
variables qui optimisent 1’objectif. Souvent les variables sont restreintes, ou
contraintes, d’une certaine maniere. Par exemple, la densité ou ’énergie ou
le taux d’intérét ne peuvent pas étre négatifs. Le processus de l'identifca-
tion de l'objectif, variables et contraintes pour un probléme donné est ap-
pelé la modélisation. La construction d’un modeéle approprié est la premiére
étape. Parfois c’est I’étape la plus importante du processus d’optimisation.
Si le modeéle est simpliste, il ne donnera pas d’informations utiles concer-
nant le probléme pratique. Par contre, si le modéle est trop complexe, il
pourra devenir trop diffcile a résoudre. Une fois que le modeéle a été formulé,
un algorithme d’optimisation peut étre utilisé avant de trouver sa solution.
Ceci est fait, normalement, par un ordinateur. Il n’existe pas un algorithme
universel d’optimisation. Plutot, il existe de nombreux algorithmes, chacun
étant adapté & un type particulier de probleme d’optimisation. Il est sou-
vent de la responsabilité de 1'utilisateur/programmeur /modeleur de choisir
un algorithme approprié pour ’application spécifique. Ce choix est trés im-
portant puisqu’il déterminera si le probléme est résolu rapidement ou pas
et effectivement, méme si la solution est déja trouvée. Aprés Iapplication
d’un algorithme d’optimisation au probléme, on doit étre capable de recon-
naitre si I’on a réussi a trouver une solution. Dans certains cas, il existe des
expressions mathématiques, les conditions d’optimalité, pour vérifier si ’en-
semble des variables obtenu est bien la solution du probleme. Si les conditions
d’optimalité ne sont pas vérifiées, elles peuvent donner des indications sur la
maniére d’améliorer notre estimation actuelle. Finalement, le modele peut
étre amélioré par I'application de techniques comme ’analyse de sensibilité
qui révele la sensibilité de la solution aux changements dans le modele et
dans les données. En résumé, voici les étapes principales :

1- identifier un objectif et des variables.

construire un modele approprié;

choisir un algorithme d’optimisation ;

vérifier les conditions d’optimalité ;

faire éventuellement une analyse de sensibilité..

Nous divisons les problémes d’optimisation en plusieurs familles et caté-
gories (voir la Figure 0.0.1)
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FIGURE 0.0.1. L’arbre d’optimisation
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1- optimisation continue.

optimisation discrete ;

optimisation stochastique.

Parmi les problémes pratiques en optimisation continue, nous pouvons
citer les suivants :

trouver le trajectoire optimal pour un avion, une navette spatiale ou le
bras d’un robot ;

identifier les propriétés sismiques de 1’écorce terrestre en ajustant un mo-
dele a un ensemble d’enregistrements pris sur le terrain (en fait, un probléme
inverse) ; composer une porte-feuille d’investissements afin de maximiser le
retour tout en gardant un niveau de risque acceptable;

controler un processus chimique ou un dispositif mécanique afin d’opti-
miser la performance ;

calculer la forme optimale d’une voiture, un voilier ou un avion

D’un point de vue mathématique, [‘optimisation consiste & rechercher le
minimum ou le maximum d’une fonction avec ou sans contraintes. L’optimi-
sation possede ses racines au 18iéme siecle dans les travaux de :

-Taylor, Newton , Lagrange, qui ont élaboré les bases des développements
limités.

- Cauchy fut le premier a mettre en oeuvre une méthode d’optimisation,
méthode du pas de descente, pour la résolution de problémes sans contraintes.

Il faut attendre le milieu du vingtiéme siécle, avec I’émergence des calcu-
lateurs et surtout la fin de la seconde guerre mondiale pour voir apparaitre
des avancées spectaculaires en termes de techniques d’optimisation. A noter,
ces avancées ont été essentiellement obtenues en Grande Bretagne.

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre cet probléme
du type , (P)

Soit f : R® — R. On cherche a résoudre le probléme de minimisation
sans contraintes suivant :

(P): min{f (z):z € R"} (0.1)

on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout
utilisée pour les problémes de grande taille.Cette méthode a été découverte en
1952 par Hestenes et Steifel , pour la minimisation de fonctions quadratiques
strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non li-
néaire. Ceci a été réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher et Reevese
(méthode de Fletcher-Reeves) puis en 1969 par Polak, Ribiére et Ployak (mé-
thode de Polak-Ribiére-Ployak). Une autre variante a été étudiée en 1987

10
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par Fletcher (Méthode de la descente conjuguée). Une nouvelle variante a été
proposée en 1991 par Liu et Storey (Méthode de Liu et Storey). Une Autre
variente a été étudiée en 1999 par Dai et Yuan (Méthode de Dai et Yuan)
Récemment, Wei et al. (2006) ont proposé une nouvelle formule.

Le but de cette thése est donc d’ameliorer le travaille de Wei et al. (2006),
pour cella nous proposons une novelle formule de méthode du gradient conju-
gué pour I'optimusation sans contraintes dans laquelle

T _ _llgrll
Ik (f”f Tgk—1]] dk*)
g;f_lng

nous présentons La preuve de la condition suffisante de descente de la
méthode de gradient conjugué de (WY LM) sous la recherche linéaire exacte
et inexacte de Wolfe-Powell forte et la convergence globale

BVYLM — : (0.2)

Plan de thése

Cette thése comporte une introduction, quatre chapitres, des simulations
numériques et une conclusion

Chapitre 1

Ce chapitre contient des remarques préliminaires et des notions essen-
tielles nécessaires pour notre travail. On insiste surtout sur les notions de
direction de descente, la notion de convexité ainsi que les notions de condi-
tions d’optimalité des problémes de minimisation sans contraintes.

Chapitre 2

Ce chapitre comporte les grandes lignes des méthodes d’optimisation sans
contraintes basées sur les directions de descente et les recherches linéaires. Ces
méthodes générent des suites {zy } wen de la fagon suivante : zp1 = zp + agdy,
On suppose connaitre la direction de descente dj au point x;. La recherche
linéaire consiste & trouver oy de fagon a diminuer la fonction [ suffisamment
le long de cette direction

Chapitre 3

Dans ce chapitre, on étudie tout d’abord la contribution de la recherche
linéaire & la convergence des algorithmes a direction de descente. Ce n’est
qu’une contribution. parce que la recherche linéaire seule ne pourra pas assu-
rer la convergence des itere. il est claire que le choix de la direction de descente
joue aussi un role. Cela se traduit par une condition dite de Zoutendijk que
assure la convergence des méthodes du gradient conjugué. Puis on donne les
principes des méthodes de descente et du gradient ainsi qu’une description
des méthodes utilisant des directions conjugués notamment la méthode du
gradient conjugué. puis on étudie la convergence de quelques méthodes de

11
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gradient conjugué avec la recherche linéaire inexacte de Wolf. On s’intéressera
spécialement sur les méthodes de FR. WY L. PRP. DY .

Chapitre 4. est la partie la plus importante de ce travail, car il contient
une nouvelle famille de coefficient By de la méthode de gradient conjugué
pour résoudre les problémes d’optimisation sans contrainte & grand taille
et démontrons que ce Bj assurée la condition sufficent de descente et la
problémes de convergence sous la recherche linéair exacte et inexacts de Wolf
fort, et on termine par des résultats numérique avec quelque fonctions test
et on compare le nouveau By avec les méthodes de WY L. PRP. DY, FR

Les résultats numériques montrent que cette méthode est efficace pour
les problémes des tests données

Enfin, le manuscrit se termine par une conclusion générale

12



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Chapitre 1

Optimisation sans contraintes

1.1 Rappels de pré-requis Mathématiques

Nous allons ici rappeler briévement les définitions de quelques notions
importantes auxquelles nous ferons appel par la suite.

1.1.1 Espace normé

L’espace euclidien R”

Soit R™ L’espace vectoriel réel de dimension n € N. On notera sa base
canonique ey, ...., e,. On munit R” du produit scalaire usuel < .,. > et de
la norme associée ||.||,. C’est ‘a dire que si dans la base canonique de R™ les
vecteurs U ; V' € R™ s'écrivent U = (uq, ug, ..., u,) et V = (v1, 02, ..., v,),
alors :

< U,V >=UTV = w1 + ugvs + ....un0,

.| =< U,V >1/2= \/u% +ud+ ... +ul
On parle alors de I'espace euclidien (R™; <, >) de dimension n. On y vérifie
I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

<O,V > <|[U[V]
Normes de R*

Une norme ||.|| sur R" est une application de R" dans R vérifiant :
VX, YER"VIER:

(separation) | X||=0= X =0.

(homogénéité) IAX|| = || X -

(sous-additivité)  ||X + Y| < | X||+|IY]-

13



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Lorsque I'on munit R™ d’une norme |.||, on parle de l’espace normé
(R™,|I-I)- Voici plusieurs exemples de normes sur R™ :

n
la norme 1: || X||; = > |zi.
i=1

1
la norme 2 : || X||, = (Z xf) :
i=1

la norme p : || X||p = <me)p :
i=1

la norme p : || X|| = max(|zi|, ... |2,])

Sur R™ toutes les normes sont équivalentes, c’est ‘a dire si ||.||, et ||.]|,
désignent deux normes de R™ | il existe ¢; , co > 0 tels que V X € R* :
I, < el et I, < el

L’espace normé (R™,]|.]|). est un espace complet : toute suite de Cauchy
est convergente.

1.1.2 Normes matricielles

Définition 1.1 Définition 1.2 :Soit ||.| une norme quelconque sur R™ ,
on appelle norme matricielle subordonnée de la matrice carrée A d’ordre n

AX .
1A]| = maxxx iz Uil = maxx g | AX | st | X[ =1
Proposition 1.1 (a) Une norme matricielle subordonnée vérifie les pro-
priétés sutvantes

|A|l =0 <= A =0 pour tout A,

IAA] = [A|A]] pour tout A, A € R,
|A+ B < ||A|| + ||B|| pour tout A, B,
[AB[| < [[Al[| Bl pour tout A, B,

(b) Soit A = (a;;) une matrice carrée réelle, pour les normes vectorielles
j=n
usuelles on a les normes matricielles subordonnée : | X, = max ) |a;]
J=1
et 1<i<n,
j=n

HXlemaXZ |aij| et 1<75<n,

=1
1X1l, = /p(ATA) = || A7,

ou p(ATA) est le rayon spectral de la matrice symétrique AT A

14



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

1.1.3 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 1.3 Le nombre complexe \ est valeur propre de la matrice carrée
A si la matrice (A — NI) est singuliére, autrement dit s’il existe un vecteur
X non nul tel que : AX = \X

Proposition 1.2 Toute matrice carrée A d’ordre n a n valeurs propres com-
plexes, qui sont les racines du polynome caractéristique det(A — XI). On a :

d@t(A) = )\1)\2/\3)\71
et
t’l“(A) =AM+ A+ A3....+ A\,

1.1.4 Matrices symétriques

Définition 1.4 La transposée d’une matrice A € My, (k) est la matrice
notée AT € M, (k) obtenue en inter changeant les lignes et les colonnes.
Soit A = (a;j) et B = AT = (b;;), on a donc bjj = aj;.

Définition 1.5 Une matrice carrée A est symétrique si : A= AT

Proposition 1.3 On suppose ici que | est un anneau commutatif. L’ appli-
cation « transposition » est linéaire :

(A+ B)T = AT 4+ BT,

(. A)" = a.AT.

(AB)T = BTAT .

Si une matrice carrée A est inversible, alors sa transposée 1’est aussi, et
la transposée de 'inverse de A est égale a 'inverse de sa transposée :

(AT = (AT

Si A désigne une matrice carrée de taille n et B sa transposée, alors A et
B ont la méme diagonale principale (et par conséquent la méme trace) :

Vie {1, ..... ,TL} s bi,i = Q-

En particulier, toute matrice diagonale est symétrique, c’est-a-dire égale
a sa transposée. Plus généralement, deux matrices carrées transposées I'une
de 'autre ont méme polynoéme caractéristique donc mémes valeurs propres,
comptées avec leurs multiplicités (en particulier, non seulement méme trace
mais aussi méme déterminant), et méme polyndéme minimal. Mieux : sur un
corps, elles sont semblables. Cela se montre en remarquant qu’elles ont les
mémes invariants de similitude.

15



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Théoréme 1.1 Toute matrice symétrique a des valeurs propres réelles et des
vecteurs propres réels. Elle est diagonalisable. De plus, les vecteurs propres
forment une base orthonormée

Définie positivité

En algebre linéaire, la notion de matrice définie positive est analogue &
celle de nombre réel strictement positif : une matrice définie positive est une
matrice positive inversible.

Définition 1.6 (Matrice symétrique réelle définie positive) Soit M
une matrice symétrique réelle d’ordre n. Elle est dite définie positive si elle est
positive et inversible, autrement dit si elle vérifie ['une des quatre propriétés
équivalentes suivantes :

1. Pour toute matrice colonne non nulle z & n éléments réels, on a 27 Mz >
0 (autrement dit, la forme quadratique définie par M est strictement positive
pour z # 0) :

2. Toutes les valeurs propres de M (qui sont nécessairement réelles) sont
strictement positives.

3.La forme bilinéaire symétrique R® R® — R, (z;y) — a7 My est un
produit scalaire sur R".

4.11 existe une matrice N € M, (R) inversible telle que M = NTN (au-
trement dit : M est congruente & la matrice identité).

Intérét des matrices définies positives

Les problémes de résolution de systémes linéaires les plus faciles a traiter
numériquement sont ceux dont les matrices sont symétriques définies posi-
tives.

Nous allons exposer dans ce premier chapitre quelques concepts clés
concernant ’optimisation, 'effort définitionnel portera surtout sur la mé-
thode du gradient conjugué, ot les questions suivantes seront prises en consi-
dération les problémes proposés comportent-ils des contraintes ?

- les fonctions en jeu sont-elles quadratiques 7 sont-elles convexes ?

- les domaines de définition des fonctions sont-ils continus ou discrets ?

Chaque probleme posséde sa structure spécifique et demande donc d’étre
traiter de maniére particuliére. Le présent projet ne se focalisera que sur les
problémes d’optimisation sans contraintes et non linéaires.

Ce probléme sera formulé comme suit :

(P) min f(z) ze€R" (1.1)

oi f:R" — R
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La majorité des méthodes de résolution d’optimisation qu’on étudie par
la suite sont de nature itérative, c’est a& dire qu’a partir d’un point initial
x1, elles engendrent une suite infinie x, o, ....., Ty, ..dont on espére qu’elle
converge vers la solution optimale.

Pour construire des algorithmes de minimisation sans contraintes on fait
appel & des processus itératifs du type :

Tet1 = Tk + Oék;dk, (1.2)

ou dj détermine la direction de déplacement a partir du point x; et tj
est solution optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel suivant
Tig”af (x) + ady,) , c’est a dire que ay, vérifié :

>

f (e + awdy) < f (v + ady) Vo > 0 (1.3)

1.2 Rappel de quelques définitions

Nous introduisons ici les principales définitions de base qui seront utilisées
par la suite

1.2.1 Convergence des algorithmes.

Définition 1.7 Un algorithme de résolution est un procédé qui permet, &
partir d’une point initial x1, d’engendrer la suite x1,To ..., T, . ...

Un algorithme est parfaitement défini par la donnée de I'application A
qui associée & zy le point xp1 € A(xy). Ceci permettra de confondre un
algorithme et 'application A qui lui est associée.

Définition 1.8 Nous dirons qu’un algorithme décrit par une application
multivoque A, est globalement convergent (ou encore : posséde la propriété
de convergence globale) si, quelque soit le point de départ xi choisi, la suite
{zx} engendrée par xy1 € A(xy) (ou une sous suite) converge vers un point
satisfaisant les conditions nécessaires d’optimalité(ou solution optimale).

17



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

1.2.2 Vitesse de convergence

Il est bien entendu trés important de garantir la convergence d’un algo-
rithme sous certaines hypothéses, mais la vitesse de convergence et la com-
plexité sont également des facteurs a prendre en compte lors de la conception
ou de l'utilisation d’un algorithme ; en effet, on a tout intérét a ce que la mé-
thode choisie soit & la fois rapide, précise et stable. Pour cela, on introduit
les notions de vitesse (ou taux) de convergence qui mesurent I’évolution de
Perreur commise lxe — il

Définition 1.9 Soit {z}}, .y une suite dans R" convergeant vers ..

¢ Si

|-zl

=7<1,
[

lim sup

On dit que {x}},. converge vers z, linéairement avec le taux 7.

¢ Si

k1]

— 0 quand £ — oo,
[z — 2|

on dit que la convergence est super linéaire.
Plus précisément si dp > 1 tel que :

[ zrs1 — 2.

lim sup P

< 400,

on dit que la convergence est super linéaire d’ordre p.
En particulier si

k+1

|="+t — .|

lim sup

< +00
oo |2k — .| ’

on dit que la convergence est quadratique super linéaire d’ordre 2
1.2.3 Fonctions convexes
Ensemble convexe

Définition 1.10 Soit L’ensemble C C R™.C est conveze si seulement si
Vo,y e C2VA € [0,1], a4+ (1 =Ny e C

18
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objet convexe objet non convexe

FiG. 1.1 — Objet convexe et non convexe

Objet convexe et non convexe

Fonction convexe

Définition 1.11 Soit C' C R™ un ensemble convexe non vide. Une fonction
f:C — R est convexe si seulement si

Yo,y e C?, VA e [0,1], fAz+(1—=Ny) < Af(x)+ (1 -Nf(y)

Une fonction f est concave si —f est convexe. On dira que f est stricte-
ment convexe dans C si seulement si

Vao,y € C?,x #y, VA€ [0,1], fOax+(1—Ny) <Af(x)+(1-Nf(y)
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ChbCESE CoL el fed Bom pom-[oavELE

Fic. 1.2 — Fonction convexe et non convexe

1.2.4 Fonctions convexes différentiable

Définition 1.12 (Fonction convere différentiable),

Soit C C R™ non vide et f : R" — R et = € int(C) f est dite
différentiable au point ¥ s’il existe un vecteur A € R"™ et une fonction t :
R™ — R telles que

f(x) = f(@) + Ale =) + ||z =zl (2, 2 = 7),

ou :t(Z,x — =) — 0 On peut note le vecteur A comme suit

A= Vi@ = (8535?), agg))( | (1.4)

le gradient de f au point © = (x1,.,2,)

Ezample 1.2 f(7) = 2] + 25 — 4x129
Gradient : V f(2)T = (423 — 4dxy, —4x; + 423)
Valeur du gradient en T = (1, —1) . V@) =(8,-8)

Définition 1.13 (Fonction convere deux foix différentiable).

Soit C' C R™ non vide et f : R" — R est dite deux foix différentiable
au point T € int(C) s’il existe un vecteur V f(Z) et une matrice symétrique
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H(Z) d’ordre (n,n) appelée matrice hessienne, et une fonction o : R" — R
telles que

Ve € O f(x) = FEAVIE (0=0) 43 (0-2) HE) @8 Hla — 21 13, 2-)|

(1.5)
ou :t(x,x — ) — 0.0n peut écrire la matrice hessienne H(Z) comme
suit :
[O2f(&)  *f(%) 0°f(#) ]
0x10x1 0Ox10%9 0210,
0*f(&) 0*f(%) 0*f(2)
H(i’) — 81’2'8.1'1 81’2'8.%'2 o 833‘281’n
0’f(&) 0*f(2) 0’f (&)
L0z, 01 O0x,0% 0x,0x,, ]

Example 1.3 Fonction f(Z) = x} + x5 — 47175
Gradient : V f(7)T = (423 — 4wy, —4x; + 423)

2
Matrice Hessienne H (T) = (1221 12;)
- 2

Définition 1.14 - on dite que & est un point stationnaire de f si V f(Z) =0
- soit M,, DUanneau des matrices carrées n x n dans R Une matrice He
M,

¢ La matrice H (%) est dite semi-définie positive si

Vo € R" : o' H(#)x >0

¢ La matrice H (%) est dite définie positive si

Ve € R", 2 #0: 2" H(&)z >0

Théoréme 1.4 soit H(&) la matrice hessienne, on note par {o;} ses

( i=1..n
valeurs propres ( réelles ) on a les équivalences suivantes :

¢ H2)>0<=0,>0
®HZ)>0<=0;,>0
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1.3 Conditions d’optimalité des problémes de
minimisation sans contraintes :

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P)

(P) min f(z)

zER™
oi f:R" — R

1.3.1 Minima locaux et globaux

Définition 1.15 1) & € R" est un minimum local de (P) si et seulement
si il existe un voisinage V.(T) tel que

f(@) < f(x) : Vo € Vo(2) (1.6)

2) & € R™ est un minimum local strict de (P) si et seulement si il existe un
voisinage V.(T) tel que

f@) < flx) Ve e Vo(Z),x # & (1.7)
3) & € R™ est un minimum global de (P) si et seulement si

f(@) < fla): Yz eR" (1.8)

Remarque 1.1 Dans le cas d’une fonction objectif conveze, il n’y a pas de
distinction entre minimum local et global : tout minimum local est également
global, comme [’établit le théoréme suivant.

Théoréme 1.5 . Soit f : R" — R une fonction convexe définie sur l’en-
semble convere X. Alors, tout minimum local de [ est également un mini-
mum global. Si f est strictement convexe, alors il existe au plus un minimum

global de f
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floct- —\—\c’:

Fic. 1.1 — Optimum global et optimum local

1.4 Direction de descente

Principes généraux : Considérons le probléeme d’optimisation sans
contraintes (P) : (P) gel]%f(a:),

ou'f : R" — R est supposé réguliére.

On note aussi Vf(x) et V>f(z) le gradient et le hessien de f en x pour
le produit scalaire euclidien sur R".

On s’intéresse ici & une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion
de direction de descente.

Définition 1.16 Soit d un vecteur non nul de R™. On dit que d est une
direction de descente de f en x € R" si

Vf(x)'d <o. (1.9)
Ou encore que d fait avec l'opposé du gradient —V f(x) un angle 6 strictement

plus petit que 90° :

0 = arccos (1.10)

~Vf(x)'.d . [0 ’/T|:'

V@I lal ~ L2

L’ensempble des directions de descente de f en x est le demi espace suivant{d eR":Vf(x)l.d< 0}
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demi-espace des dir

de desoente de fenx
||-lll-|

b _|‘ = ronstante

F1a. 1.3 — Demi-espace des directions de descente d de f en .

On voit que si d est une direction de descente, f(z + ad) < f(z), pour
tout a > 0 suffisamment petit, et donc que f décroit strictement dans la
direction d. De telles directions sont intéressantes en optimisation car, pour
faire décroitre f, il suffit de faire un déplacement le long de d. Les méthodes
a directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser une fonction .
Elles construisent la suite des itérés {x;},~, , approchant une solution x;, du
probléme (1.1) par la récurrence : -

Tpy1 = T + agdg, pour k > 1
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Ou a4 est appelé le pas et dji la direction de descente de f en zj.Pour
définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses :

¢ Dire comment la direction dj, est calculée, la maniére de procéder donne
le nom a l'algorithme ;

¢ Dire comment on détermine le pas «y, c’est ce que 'on appelle la
recherche linéaire.

Remarque 1.2 Par la suite l’angle 0}, entre la direction dy, et — g jouera un
role important dans le processus de la convergence. Pour 0 on a la relation
classique suivante :—gl'dy = || gk || ||dx|| cos Oy

Définition 1.17 Soit f:x CR" — R, 2 € R" ,d € R" est une direction
de déscente au point T si et seulement si il existe § > 0 tel que

f(@+ad) < f(2): Yael0d, (1.11)

Donnons maintenant une condition suffisante pour que soit d une direction
de déscente.

Théoréme 1.6 Soit f:R" — R différentiable au point & € R™ et d € R"
une direction vérifiant la condition suivante :

!

f(@,d) =Vf@)".d<o.

Alors d est une direction de déscente au point T.
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Proof. f est différentiable au point z.Donc
f(@+ad) = f (@) +aVf (@) d+alda(@d),

avec a (Z,d) — 0 ceci implique que

a—0

o flitad = (@)
f (z,d) =lim o

a—0

= V(&) .d<o. (1.12)

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro V'(0)

tel que
f &+ ad) — f(2)
a

<0, Yo € V(0). (1.13)

La relation (1.11) est particulierement vraie pour tout a € ]—d,+0[. On
obtient le résultat cherché en multipliant la relation (1.11) par >0 m

1.4.1 Schéma général des algorithmes d’optimisation
sans contraintes

Supposons que dj soit une direction de déscente au point x;.Ceci nous
permet de considérer le point .1, successeur de xj, de la maniére suivante :

Tpt1 = Tk + Oékdk, o € ]0, +5[

Vu la définition de direction de déscente,on est assuré que

f(@ry1) = fag + ardy) < f(ag).

Un bon choix de di et ap permet ainsi de construire une multitude d’algo-
rithme d’optimisation.

Exemple de choix de direction de descente :

Par exemple si on choisit d, = —V f(xy) et si Vf(zx) # 0, on obtient la
méthode du gradient. Dans le cas dy = —(H(z;)) "V f(x;), on obtient La
méthode de Newton, ot la matrice hessienne H(xy,) est définie positive.

Exemple de choix de pas oy :

On choisit en général . de fagon optimale, c’est a dire que «y, doit vérifier

flog 4+ apdy) < f(og + ady) : Ya € [0, +00].

En d’autres temps on est ramené a étudier & chaque itération un probléme
de minimisation d’une variable réelle. C’est ce qu’on appélle recherche linéaire

26



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

1.4.2 Conditions nécessaires d’optimalité

Etant donné un vecteur z, nous souhaiterions étre capables de déterminer
si ce vecteur est un minimum local ou global de (P). La propriété de diffé-
rentiabilité de f fournit une premiére maniere de caractériser une solution
optimale. Enoncons tout d’abord un théoréeme, pour établir une premiere
condition nécessaire d’optimalité.

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 1.7 Soit f : R" — R différentiable au point & € R".Si & est
un minimum local de (P), alors V f(z) = 0.

Proof. C’est une conségence directe du théoréme (1.2) .En effet, suppo-
sons que V f (&) # 0. Puisque la direction d = —V f(Z) est une direction de
descente, alors il existe § > 0 tel que :

f(Z+ ad) < f(): Va €10, 4].

Ceci est contradiction avec le fait que & est une solution optimale locale de

(P). m

Remarque 1.3 si f est convexe, la condition nécessaire du premier ordre
est également suffisante pour que T soit un minimum global. Dans le cas ot f
est deux fois différentiable, une autre condition nécessaire est donnée par le
théoréme (1.4). Elle est appelée condition nécessaire du second ordre car elle
fait intervenir la matrice hessienne de f (que nous noterons V2 f(x), dont
les éléments sont ses secondes dérivées partielles).

Example 1.8 f(7) = ]+ x5 — 41129
Gradient : V f(Z)T = (423 —4xo, —4ax1+423) Points stationnaires vérifient

Vf(@) =0 Trois solutions ! = < 8 ) , 1 = ( 1 ) , 20 = < _1 )

Remarque 1.4 22 et 2@ sont des minimum alors que =™V ne Uest pas .
Remarque 1.5 tout point stationnaire n’est pas forcément un minimum

Nécessite d’une autre condition comment s’assurer qu’un point station-
naire est un minumum

27



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Conditions nécessaires d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.9 Soit f : R" — R deux fois différentiable au point & €
R™.Si & est un minimum local de (P), alors Vf(Z) = 0 et H(Z) est semi
définie positive.

Proof. Soit x € R" quelconque, étant f deux foix différentiable au point
Z, on aura pour tout a # 0

1
f@+ax) = f(z)+ §a2.rTH(§:)a: +a? | z|]® i, ax), oz, ar) - 0.

Ceci implique

f(@+ a;cZ) —f&) _ %xTH(ﬁ)x +|lz))? a(z, az). (1.14)

Z est un optimum local, il existe alors 6 > 0 tel que

flo+an) - 1)

= Y
()é2

Va € | =6, +4].

Si on prend en considération (1.13) et on passe a la limite quand o — 0,
a # 0,on obtient :

+TH(2)x >0, Vx € R™.

1.4.3 Conditions suffisantes d’optimalité

Les conditions données précédemment sont nécéssaires (si f n’est pas
convexe), c¢’est-a-dire qu’elles doivent étre satisfaites pour tout minimum lo-
cal ; cependant, tout vecteur vérifiant ces conditions n’est pas nécessairement
un minimum local. Le théoréme (1.5) établit une condition suffisante pour
qu’un vecteur soit un minimum local, si f est deux fois différentiable.

Condition suffisante d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.10 Soient f : R® — R deux fois différentiable au point T €
R™ SiVf(z) =0 et H(Z) est définie positive, alors & est un minimum local
strict de (P).
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Proof. f étant deux foix différentiable au point Z, on aura pour tout
reR”

fla) = f(f)%(x—ff)tH(f)(x—f)Hlx —@|* t(@,2-7), a@, (+-7)) = 0,(Vf(@) = O)I

(1.15)

Supposons que T n’est pas un optimum local strict. Alors il existe une suite
{@1} pen- telle quexy, # 7 : VE et

xp 7 : Vk, r, — T et flxg) < f(2). (1.16)

k—o0

Dans (1.14) prenons © = z;, divisons le tout par ||z, — Z||* et notons dj, =

M, on obtient
T — T

f(zp) _Afgi’) _ 1d£H(£>dk +a(Z, (v — 2), o(Z,(zx,—7) — 0. (1.17)
[z — 2| 2 o

(1.15) et (1.16) impliquent
1
5d{H(:&)dk +a(z, (zp, — 7)) <0, Vk.

D’autre part la suite {dy},.y est bornée (||dy|| = 1,Vn). Donc il existe une
sous suite {dj},cy, o telle que d, —  d.Finalement lorsque k& — oo on

k—oo
obtient

1. -
S0k H(@)di < 0.

La derniére relation et le fait que d #0 (HJ H = 1) impliquent que la ma-

trice hessienne H () n’est pas définie positive. Ceci est en contradiction avec
I’hypothése. m

Remarque 1.6 La matrice H est définie positive ssi toutes ses valeurs propred]
sont positives

Remarque 1.7 Dans le cas scalaire, z€R, cette condition revient a dire qu’a
un minumum la dérive de la fonction est nulle et sa dirivée second est positive

Remarque 1.8 Dans le cas ot f est convexe, alors tout minimum local
est aussi global. De plus si f.est strictement

convexe, alors tout minimum local devient non seulement global mais aussi
UNIQUE.
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F1G. 1.2 — Graphe de z= f(z,y) = 2® + y* .

Example 1.11 Soit la fonction  f(x,y) = 2>+ 19> .
Les candidats au extrema s obtiennent en résolvant les systéme d équationd]

o —o,a 2L —o

ox ) € oy
g =2r=0=2=0
7

— =2y=0=9y=0
Ay

ce point est forcément un minimum puisque f(z,y) = 2> +y?> >0 Vz #
0,Vy # 0 comme la figure 3.6
of . Pf 0 f

022 T oy ’8x8y:
2 0

La matrice hessienne est donc définie par : H= 0 2

0

Ici, Ay = 2 et Ay =4 Par conséquent, f posséde un minimum en (0;0)
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Chapitre 2

Recherche linéaire

2.0.4 Introduction

Nous venons de présenter les algorithmes les plus fréquemment utilisés
pour estimer une direction de déplacement (dj) dans 'espace de la paramé-
trisation locale du modele. Mais ces algorithmes ne s’attachent pas a calculer
la norme (ou 'amplitude) du déplacement & réaliser dans la direction (dj).
C’est ce que proposent de faire les techniques de recherche linéaire (line search
en anglais) en tentant de déterminer I’amplitude optimale du déplacement,
qui minimise le plus efficacement possible la fonction objectif du probléme.
Cela permet a 'algorithme de minimisation de converger vers la solution du
probléeme en moins d’itérations. Une illustration d’une étape de la minimi-
sation par recherche linéaire est présentée en figure 2.1. Pour résoudre ce
probléme, il existe deux types de recherche linéaire : les méthodes exactes et
inexactes.

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes P.

(P): minf (x). (2.1)
ou f:R" — R.

Les algorithmes qu’on étudie par la suite suivent les schémas généraux
suivants.
Te+1 = Tk -+ Oékdk (22)

ol ¢y, est solution optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel sui-
vant :

rtn>151f (x), + ady) ,
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c’est a’ dire que «y, vérifie
f ok + apdy) < f(z + ady) ,Va > 0,

Tk, di sont fixes et la fonction a minimiser est une fonction d’une variable
réelle définie comme suit :

a— p(a)=f(xp+adyg). (2.3)

Il faut noter que dans les probléeme d’optimisation sans contraintes on a
besoin de résoudre a chaque Itération . x;, un probléme d’optimisation dans
R

Dans ce chapitre nous allons décrire les différentes maniéres de déterminer
un pas oy > 0 le long d’une direction de descente dj.. C’est ce que 'on appeélle
faire de la recherche linéaire. Il existe deux grandes classes de méthodes qui
s’intéressent a’ I’optimisation unidimensionnelle :

» les recherches linéaires exactes.

» les recherches linéaires inexactes.

2.0.5 Objectifs de la recherche linéaire

Il s’agit de réaliser deux objectifs :

Le premier objectif, faire décroitre f suffisamment, et pour cela on
cherche a vérifier I'inégalité :

flze + ardy) < f(xg) + “un terme négatif” (2.4)

Le terme négatif joue un roéle-clé dans la convergence de 1’algorithme.

Le second objectif, on choisit le pas a; > 0 d’étre trop petit, pour
assurer la convergence d’algorithme au point stationnaire .

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car l'inégalité (2.4) est
en général satisfaite par des pas ap > 0 arbitrairement petit. Or ceci peut
entrainer une “fausse convergence”, c’est-a- dire la convergence des itérés
vers un point non stationnaire, comme le montre I’observation suivante

Si on prend

la suite {zy} générée par (2.4) est de Cauchy, puisque pour 1 <[/ < k on a

k—1 k—1 c
RN D )
i=l =l

|2k — 2] =
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lorsque [ — oo.

Donc {x} converge, disons vers un point Z. En prenant [ = 1 et k — oo
dans 'estimation ci-dessus, on voit que Z € B(x1, €) et donc Z ne saurait étre
solution s’il n’y a pas de solution danc B(z1,¢). On a donc arbitrairement
forcer la convergence de {x)} en prenant des pas trés petits.

Pour simplifier les notations, on définit la restriction de f a la droite
{zr + ady : @ € R} comme la fonction

o:Ry =R, ar— p(a) = f(zr + ady).

2.0.6 But de la recherche linéaire

Dans le cas non-quadratique les méthodes de descente (2.2), nécéssitent
la recherche d’une valeur de «y, > 0 optimale ou non, vérfiant :

flxy + axdy) < (). (2.5)

Rappellons que si f est différentiable, le pas optimal a* peut étre carac-
térisé par

(o) < p(a), pour 0 < a < o,

autrement dit, o* est un minimum local de ¢ qui assure de plus la décrois-
sance de f. En fait, dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes,
on ne fait jamais de recherche linéaire exacte, car trouver o* signifie qu’il va
falloir calculer un grand nombre de fois la fonction ¢, et cela peut étre dis-
suasif du point de vue du temps de calcul. En pratique, on recherche plutét
une valeur de o qui assure une décroissance suffisante de f. Cela conduit a
la notion d’intervalle de sécurité.

2.0.7 Intervalle de sécurité

Définition 2.1 On dit que [a,b] est un intervalle de sécurité s’il permet de
classer les valeurs de o de la fagon suivante :

¢ Si a < a alors « est considéré trop petit.
¢ Sib> «a > a alors « est satisfaisant.
¢ Si a > b alors « est considéré trop grand.
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Le probléme est de traduire de facon numérique sur ¢ les trois conditions
précédentes, ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer
a et b. L’idée est de partir d’un intervalle suffisamment grand pour conte-
nir [a, b], et d’appliquer une bonne stratégie pour itérativement réduire cet
intervalle.

2.0.8 Algorithme de base

Etape O : (initialisation)
a = b = 0,choisir a; > 0, poser k =1 et aller a I’étape 1;
Etape 1 :
Si a4, convient, poser a* = q;, et on s’arréte.
Si «ay est trop petit on prend ag.1 = g, bgr1 =0,
et on va a ’étape 2 .
Si . est trop grand on prend by, = g, ari1 = a,
et on va a I’étape 2 .
Etape 2 :
Si by 1 = 0 déterminer oy €lag 1, +00].
Si bry1 # 0 déterminer oy €|akt1, brrils
remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.
Il faut maintenant préciser quelles sont les relations sur ¢ qui va nous per-
mettre de caractériser les valeurs de a convenables, ainsi que les techniques
utilisées pour réduire I'intervalle.

2.1 Recherches linéaires exactes

Les techniques de recherche linéaire exacte tentent de résoudre a chaque
itération de la minimisation I’équation suivante

ar = argmin f(zg + agdy) , ap >0 (*)

Comme on cherche & minimiser f, il semble naturel de chercher a mini-
miser le critére le long de dj. et donc de déterminer le pas «; comme solution
du probléme

e )

C’est ce que I'on appélle la régle de Cauchy et le pas déterminé par
cette régle est appelé pas de Cauchy ou pas optimal Dans certains cas, on
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préférera le plus petit point stationnaire de ¢ qui fait décroitre par cette
fonction :

ap =1inf{a > 0: ¢'(a) =0,¢p(a) < p(0)}.

On parle alors de régle de Curry et le pas déterminé par cette regle est
appelé pas de Curry. De maniére un peu imprécise, ces deux régles sont
parfois qualifiées de recherche linéaire exacte. Elles ne sont utilisées que

dans des cas particuliers, par exemple lorsque ¢ est quadratique, la solu-
tion de la recherche linéaire s’obtient de fagon exacte et dans un nombre fini
d’itérations.

Lorsque la fonction objectif est quadratique :

fz) = %xTH(x)x — b

la solution exacte de ce probléme est la suivante [Nocedal1999, Frandsen1999, Higham2001] |

_vf(xk)Tdk

=TT T HG,
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F(x%) 4 k) "Ji"').):‘ Lo~a®”

Minimum local

Minimum global

Fi1G. 2.1 — Recherche linéaire : estimation de la norme B du déplacement
. Exemple sur une fonction objectif & deux variables. Deux longueurs sont
proposées (Hloc et W), qui correspondent & deux solutions : xloc est un
minimum local et * est le minimum global dans la direction du déplacement

Inconvénients : Pour une fonction non linéaire arbitraire,

» il ne peut pas exister de pas de Cauchy ou de Curry,

» la détermination de ces pas demande en général beaucoup de temps de
calcul et ne peut de toutes fagons pas étre faite avec une précision infinie,

» lefficacité supplémentaire éventuellement apportée a un algorithme
par une recherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de compenser le
temps perdu & déterminer un tel pas,

» les résultats de convergence autorisent d’autres types de régles, moins
gourmandes en temps de calcul.

Au lieu de demander que o minimise ¢, on préfére imposer des condi-
tions moins restrictives, plus facilement vérifiées, qui permettent toutefois de
contribuer a la convergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus
un unique pas (ou quelques pas) vérifiant ces conditions mais tout un inter-
valle de pas (ou plusieurs intervalles), ce qui rendra d’ailleurs leur recherche
plus facile.

C’est ce que 'on fait avec les régles d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe
décrites ci-dessous.

Malheureusement la majorité des problémes de vision par ordinateur pos-
seéde des fonctions objectives F'(x) non-linéaires et I'équation (x) devient alors
difficile a résoudre. Dans ces conditions, il est beaucoup plus intéressant de
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faire appel aux algorithmes de recherche linéaire inexacte.

2.2 Recherches linéaires inexactes

On considére la situation qui est typique pour 'application de la tech-
nique de recherche linéaire & I'intérieur de la méthode principale multidimen-
sionnelle. Sur une itération k& de la derniére méthode nous avons l'itération
courante xp € R" et la direction de recherche dp € R™ qui est direction de
descente pour notre objectif : f : R" — R

VTf(ZL‘k)dk < 0.

Le but est de réduire “de fagon importante”la valeur de I'objectif par un
pas Ty — Trpi1 = T+ aidy de xp dans la direction dj. Pour cela de nombreux
mathématiciens (Armijo, Goldstein, Wolfe, Albaali, Lemaréchal, Fletcher...)
ont élaboré plusieurs régles.

Schéma des recherches linéaires inexactes

Elles reviennent a déterminer, par tatonnement un intervalle [a ,b], ou
a* € [a ,b], dans lequel :

Le schéma de I’algorithme est donc :

Algorithme (Schéma général des recherches linéaires inexactes)

Etape 0 : (initialisation)

a1 = by = 0, choisir oy > 0, poser k = 1 et aller & I’étape 1 :

Etape 1 :

Si ay, est satisfaisant (suivant un certain critére) : STOP(a* = ay).

Si ay est trop petit (suivant un certain critére) : nouvel intervalle :
[ag1 = g, b = 0],

et aller a ’étape 2.

Etape 2 :

Si by = 0 déterminer a1 € Jagy1, +00[.

Si apy1 # 0 déterminer a1 € |agy1, brit],

remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.

11 nous reste donc a décider selon quel(s) critére(s) est trop petit ou trop
grand ou satisfaisant
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2.2.1 Caractérisation de ’intervalle de sécurité
la régle d’Armijo

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu'une
portion 0 € ]0,1[ de ce que ferait le modele linéaire de f en xj. Cela conduit
a l'inégalité suivante, parfois appelée condition d’Armijo ou condition de
décroissance linéaire :

Elle est de la forme (2.4), car ¢ devra étre choisi dans |0, 1[. On voit bien
a la figure (2.1) ce que signifie cette condition. Il faut qu’en «y, la fonction
prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction affine

a — f(xy) + 6V f(zx)dy. (2.8)

Reégle d’Armijo

¢ Sip(a) < p(0) +0¢'(0)a, alors o convient.

¢ Sip(a) > p(0) + ¢’ (0)a, alors av est trop grand.
On peut noter que 'on a

ola) = fxg + ady)

90(0) = f(xk)u

p!(0) = V f(xx)"dy.

[Algorithme 2.1 (Régle d’Armijo)
Etape 0 : (initialisation)

a; = by = 0, choisiray > 0, § € ]0, 1] poser k =1 et aller a I’étape 1.
Etape 1 :

Si () < @(0) 4 69 (0)ay : STOP (o = ay,).

Si p(ag) > ©(0) + 6 (0)ay, , alors

b1 =0, ap1 = oy et aller a ’étape 2.
Etape 2 :

Si b1 = 0 déterminer a1 €] agy1, +00 [

Si bry1 # 0 déterminer a1 €] agr1, bgrals

remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.
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o' 2 A

Fic. 2.1 — La régle d"Armijo

Remarque 2.1

1) En pratique, la constante ¢ est prise trés petite, de maniére a satisfaire
(2.6) le plus facilement possible. Typiquement, § = 10~%.Notons que cette
constante ne doit pas étre adaptée aux données du probléme et donc que 1’on
ne se trouve pas devant un choix de valeur délicat.

1
2) Dans certains algorithmes, il est important de prendre § < §pour que

le pas ay soit accepté lorsque x est proche d’une solution.

3) I est clair d’aprés la figure (2.1) que I'inégalité (2.6) est toujours vérifiée
si ay > 0 est suffisamment petit.
On a vu qu’il etait dangereux d’accepter des pas trop petits, cela pouvait
conduire a une fausse convergence. Il faut donc un mécanisme supplémen-
taire qui empéche le pas d’étre trop petit. On utilise souvent la technique de
rebroussement due a Armijo [60, 1966] ou celle de Goldstein.

La régle de Goldstein et price

La régle de Goldstein remédie a cet inconvénient (le pas a4, doit étre trop
petit ). Dans celle-ci, en ajoutant une deuxiéme inégalité a la régle d’ Armijo
on obtient la régle de Goldstein.

f(l’k) + (SOévaf(l'k)dk > f (HZk + Oékdk) > f(l'k) + O'Oévaf(CCk)dk, (28)

ol J et o sont deux constantes vérifiant 0 < 6 < o < 1, cette inégalité qui
empéche le pas d’étre trop petit.
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@A)

\a’f_ 0}%

Fic. 2.2 — La régle de Goldesten

wz @' (0)

Régle de Goldstien

Si p(a) < (0) + ¢’ (0)a : alors « est trop petit

Si o(a) > ¢(0) + d¢ (0)ar , alors a est trop grand

Si p(0) > d¢ (0)ar > () > ©(0) + ¢’ (0)a , alors convient
On peut noter que 'on a

p(a) = f(zp + ady)

e(0) = f(z),
Algorithme 2.2 (Régle de Goldstein et price)|
Etape 0 : (initialisation)
a; = by =0, choisira; > 0,6 €10,1[, 0 € ]0,1] poser k =1 et aller
a I'étape 1.
Etape 1 :
Si p(0) + 09’ (0)a < p(ax) < ¢(0) + ¢’ (0)ay, : STOP (a* = ay).
Si @(ag) > p(0) + ¢ (0)ay , alors byi1 = g, apy1 = ag et aller
I’étape 2.
Si (ax) < ©(0) + 0 (0)ag, alors byi1 = by, arp1 = oy, et aller &
I’étape 2.
Etape 2 :
Si b1 = 0 déterminer a1 €] agy1, +00 [
Si bry1 # 0 déterminer a1 €] agr1, bgrals
remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.
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la régle de Wolf :

les conditions de la régle de Goldstein et price peuvent executer un mi-
nimum ce qui peut étre un incovient. La régle de Wolfe fait appel au calcul
de ¢/(«), elle est donc en théorie plus cotiteuse que la régle de Goldstein.
Cependant dans de nombreuses applications, le calcul du gradient V f(x) re-
présente un faible cotit additionnel en comparaison du cotit d’évaluation de
f(z), c’est pourquoi cette régle est trés utilisée.

Nous allons présenter les conditions de Wolfe faibles sur a > 0 :

Reégle de wolf faible

fxy + ady) < fzg) +6aV f(ap)".dy. (wl)

avec 0 <d<o<1.
Pour expliquer ces conditions posons

l() = 6(0) + (0¢/(0))o.

Regle de Wolfe faible
¢ Si o(a) < ¢(0) + dpr(0)a et pl(a) > opr(0), alors o convient.
¢ Si ¢(a) > ¢(0) 4+ 0¢/(0)a, alors «r est trop grand.
¢ Si @/(t) < op!(0), alors « est trop petit.
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pas de Wolfe (L)

} ~— /

pente o9 (0)

A

pente m;p' (D)

Fic. 2.3 — La régle de Wolfe

[Algorithme 2.3 (Régle de Wolfe))
Etape 0 : (initialisation)
a; = by =0, choisir oy > 00 €]0,1[,0 € |0, 1], poser k = 1 et aller
a I'étape 1.
Etape 1 :
Si ¢(ar) < ¢(0) 4+ 06" (0)ag et ¢'(a) > 0¢'(0) : STOP(a* = ay.).
Si ¢(ag) > ¢(0) + 6¢'(0)ay , alors
bri1 = ay ,apr1 = ayg, et aller a ’étape 2.
Si ¢'(a) < 0¢'(0) , alors
b1 = by a1 = ay et aller a ’étape 2.
Etape 2 :
Si byy1 = 0 déterminer oy €|agy 1, +00].
Si bry1 # 0 déterminer a1 €|agt1, bgral-

Reégle de Wolfe Forte On obtient des contraintes plus fortes si ’'on rem-
place (WW2) par

|V f (), + adi)".dy,| < =0V f(zi)".dy. (W3)

Les (W1) et (1W3) sont les conditions de Wolfe fortes. La contrainte (173)
entraine que 0¢'(0) < ¢'(a) < —0¢'(0) c-a-d.¢'(a) n’est pas“trop” positif.
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1) On voit bien que les conditions de Wolfe fortes impliquent les condi-
tions de Wolfe faibles,en effet :

‘VTf(iEk + Oékdk)dk‘ < —O'va(aﬁk)dk
= O'va(JTk)dk S VTf({L‘k + O_/kdk)dk S —O'va(l‘k>dk
= oV f(zn)de < VT f(x) + ardy)dy. (W2)

2) L’existence de valeurs a de vérifiant les conditions de
Wolfe faibles et fortes. est donnée par la Proposition suivante.

Proposition 2.1 [20].S0it f € C! et d une direction de descente de f en
x ,on suppose que [ est minorée . Alors, si 0 < § < o < 1, il existe des
intervalles dans Ry qui vérifient les conditions de Wolfe faibles et fortes.

La régle de Wolfe relaxée Proposée par Dai et Yuan [1996], cette régle
consiste a choisir le pas satisfaisant aux conditions :

flay+ady) < f(xy) +6aVT f(xy)dy, (wd)
GV  flap)dy < VT f(p + apdy)dy < =6V f(21)dy, (wh)

onl0<d<d<letd>D0.

Remarque 2.2 .

1) On voit bien que les conditions de Wolfe relaxée impliquent les condi-
tions de Wolfe fortes. Effectivement (w4) est équivalente a (wl), tandis que
pour le cas particulier ¢ = & = o, (wh) est équivalente & (w3). En effet :

= Ova(ﬂﬁk)dk S VTf(xk + Oékdk)dk § —O’VTf(LEk)dk
= |V f(@r + owdi)di| < =0V f () dy. (w3)
2) Les conditions de Wolfe relaxée impliquent les conditions de Wolfe

faibles. Effectivement (w4) est équivalente a (wl), tandis que pour le cas
particulier 6 = o et & = 400, (Wh) est équivalente a (w2). En effet :

GV f(xy)dy, VT f(op + candy)dy < =6V f(x1)dy,

<
= oV f(zr)dy < VT f(zr + cndy)dy. (w2)
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2.3 Condition de Zoutendijk

Dans cette section on va étudier la contribution de la recherche linéaire
inexacte a la convergence des algorithmes a directions de descente. On dit
qu'une régle de recherche linéaire satisfait la condition de Zoutendijk s’il
existe une constante C' > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on ait

Flonan) < F(ox) — C IV ()| cos? 6y, (2.9
ou 0y est 'angle que fait dj, avec —V f(xy), défini par
V7 f () dy
cosl = ————"—.
gl Il |

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendijk.

Proposition 2.2 . Sila suite {x}} générée par un algorithme d’optimisation
vérifie la condition de Zoutendijk (2.1) et si la suite { f(xy)} est minorée, alors

Z IV £ () ||* cos® B, < 0. (2.10)

k>1
Proof. En sommant les inégalités (2.1), on a

SVl co by < = (F(on) — Flannn))-

k>1

La série est donc convergente puisqu’il existe une constante C’ telle que pour
tout k, f(xr) > C".Il ya des propositions précisent les circonstances dans
les quelles la condition de Zoutendijk (3.1) est vérifie avec les regles de la
recherche linéaire exacte (Cauchy, Curry) et aussi les régles de la recherche li-
néaire inexacte (Armijo, Wolfe).

qui concernant la proposition qui est vérifie la condition de Zoutendijk avec
la regle de Wolfe. m

Proposition 2.3 Soit f:R" — R une fonction continument différentiable
dans un voisinage de Q = {x € R": f(x) < f(x1)}.On considére un algo-
rithme & directions de descente dy, qui génére une suite {x} en utilisant
la recherche linéaire de Wolfe (wl)-(w2).
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Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout & > 1, la condition

de Zoutendijk (3.1) est

Proof. Noton g, =

=

vérifiée.
Vf(zk) et gry1 = Vf(zg + apdy).D’apres (W2)
91:5+1dk > ogfdy

(ges1 — gr)" di > (00— 1) gL dy,
—(1—0) gidy = (1—0) |gf di|

(1—0)|grdi| < (grs1 — g1)" dy,

et du fait que f est continuement différentiable :

(L—=0)|grde] = (1—=0)lgll ldi]l cos by

< Ngr+1 — gl Nl
= (1 —0)|lgrll cos O < Lay ||di||
=

(1-0
L

a [|dill < 1gxll cos O,

en utilisant (wl), on aura :

[, + agdy)

R A VA

f
f
f

fzr) + dangl dy
(xr +ady) < f
(x + adk) S f
(x +ady) < f
f( )

xr) + dagid, < f(xr) + |5agk dk}
xy) + o !g,fdﬁ < f(aw) — dagi dy
k) — 6o [|gil| [l dx|| cos O

) —

( o(1-0)

flag + ady) < f(zg

~—~~ o~ —~

lgx[I* cos® 0.

On en déduit (3.1). =
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Chapitre 3

La méthode du gradient
conjugué

3.1 La méthode du gradient conjugué linéaire

En analyse numérique, la méthode du gradient conjugué est un algo-
rithme pour résoudre des systémes d’équations linéaires dont la matrice est
symétrique définie positive. Cette méthode, imaginée en 1950 simultanément
par Cornelius Lanczos et Magnus Hestenes, est une méthode itérative qui
converge en un nombre fini d’itérations (au plus égal a la dimension du sys-
téme linéaire)[14]. Toutefois, son grand intérét pratique du point de vue du
temps de calcul vient de ce qu’une initialisation astucieuse (dite « pré condi-
tionnement ») permet d’aboutir en seulement quelques passages a une es-
timation trés proche de la solution exacte, c’est pourquoi en pratique on se
borne & un nombre d’itérations bien inférieur au nombre d’inconnues.

3.2 Meéthodes itératives d’optimisation sans
contraintes

Au travers du présent chapitre et du suivant, on s’attachera dorénavant
a la description plus spécifique des algorithmes itératifs (ou méthodes itéra-
tives) qui ont été implémentés et qui permettent la résolution des problémes
d’optimisation non linéaire.

Il convient de souligner que la plupart des algorithmes d’optimisation sans
ou avec contrainte fonctionnent selon un schéma général consistant, a chaque
itération, & se rapprocher du minimum par la résolution d’un sous-probleme
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de minimisation. Nous considérons ici les méthodes permettant de résoudre
un probléme d’optimisation sans contraintes, soit le probléme (P)

(P)min {f(z) : z € R"},

pour lequel nous allons commencer par décrire les méthodes suivantes :

#Les méthodes de gradient

¢ Les méthodes utilisant des directions conjuguées

¢ Les méthodes de Newton et quasi-Newton.

Ces méthodes utilisent des dérivées (et donc la propriété de différentia-
bilité de f ) a lexception des méthodes de directions conjuguées (sauf dans
le cas particulier de la méthode du gradient conjugué) basée elle, sur des pro-
priétés plus géométriques.
les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes du type (P),
on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode est surtout
utilisée pour les problémes de grande taille.

Apres les avoir décrites, nous donnons la définition d’une forme quadra-
tique et Principe des méthodes de descente et de gradient.

Définition 3.1 . Soit H une matrice symétrique n x n et b € R* On
appelle forme quadratique la fonction f:R™ — R définie par

fla) = %ajTH(:c)x Ty (3.1)

Lorsque la matrice H est définie positive (resp. semi-définie positive), on
dira que f(x) est une forme quadratique définie positive (resp. semi-définie
positive).

3.2.1 Principe des méthodes de descente

Le principe d’'une méthode de descente consiste a faire les itérations sui-
vantes
Tpy1 = T + apdy, ay, > 0,tout en assurant la propriété

f(r) < f(a). (3.2)

Le vecteur dj est la direction de descente en zj. Le scalaire «j est appelé
le pas de la méthode a l'itération k. On peut caractériser les directions de
descente en 1z, a ’aide du gradient.
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3.2.2 Principe des méthodes de gradient(méthodes de
la plus forte descente)

On cherche a déterminer la direction de descente qui fait décroitre ¢(a)
= f(xr + agdy) le plus vite possible (au moins localement). Pour cela on va
essayer de minimiser la dérivée de ¢(a) en 0. On a ¢'(0) = V f(z)7d, et on
cherche d solution du probléme

min ¢'(0).

deR™,||d||=1
La solution est bien sir

g—_ Y@
IV f ()]l
En vertu de I'inégalité de Schwartz. Il y a ensuite de nombreuses facon d’uti-
liser cette direction de descente. On peut par exemple utiliser un pas fixé a

priori a, = a > 0, Vk.On obtient alors la méthode du gradient simple :

Tyl = T + ady.

Sous certaines hypotheses de régularité (f deux fois différentiable) cette mé-
thode converge si « est choisi assez petit. Ou bient consiste a faire les itéra-
tions suivantes

Thy1 = Tk + Oékdk.

Ou a4, est choisi de maniére a ce que

f(l‘k + Oékdk) < f(l‘k + Oédk),VOé > 0. (35)

On obtient alors la méthode du gradient a pas optimal, cette méthode posséde
une propriété interessante :
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Soit @ minimiser F(x,y) (dessin ci-dessous)
Imaginons que nous sommes dans une « vallée » étroite.
La fléche est la direction de - gradient.

Pour les points jaune et orange le gradient n'est pas
la meilleure direction !

mirimum

=> gradient conjugué

o1



CHAPITRE 3. LA METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

Proposition 3.1 Soit f : R"™ — R une fonction différentiable. Les direc-
tions de descente dj, générées par la méthode (2.15) et (2.16) vérifient

di . dy = 0. (3.6)

Proof. Si on introduit la fonction

p(a) = f(r + ady),

on a

¢ (o) = V f(zp + ady) d,

et puisque ¢ est dérivable on a nécessairement

donc
Vf(xk + Oékdk)Tdk = Vf($k+1)Tdk = _dg—i-ldk =0.

» Calcul du pas optimal dans le cas quadratique :
1
On a f(z) = §xTHx — bz avec H > 0 et on note () = f(x), + ady,).
Le pas optimal oy, est caractérisé par

¢'(a) =0,

on a donc

Vf(xk + akdk)Tdk = (H(.I‘k + Oékdk) — b)Tdk = 0,

soit

on obtient donc
o Vf($k>Tdk
dedk ’

qui est bien positif car d est une direction de descente et

. =

d} Hdj, > 0(car H > 0).
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La méthode du gradient & pas optimal peut donc s’écrire(dans le cas
quadratique)

dk = b—HQZk,
dZdj,

T THA
k k

Tpr1 = Ik—i-Oékdk.

Example 3.1

» Méthode du gradient simple dans le cas quadratique
Dans le cas ou f(z) = 32" H(z)z — b"z la méthode du gradient simple
peut s’écrire

dk = b—HSL’k,

Tpp1 = Tp + ady,

ol & > 0 est fixé a priori. Il existe bien stir des conditions sur pour que la
méthode converge.

» Méthode du gradient a pas optimal dans le cas quadratique

Dans le cas ou f(z) = ;2" H(z)z — b"z la méthode du gradient a pas
optimal peut s’écrire :
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04

oz

oo

Gradionl 3 pas opimal @r ke pobiene quadialigue

Algorithmes de gradient a pas fixe et a pas optimal.

dy,
(6773

Th+1

b— Hl’k,
drdy
d'Hd,’

T + Oékdk.
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Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Etape initiale :
Choisir un € > 0.
Choisir un point unitial z;.
Poser k =1 et aller a ’étape principale.
Etape principale :
Si|Vf(z)]| <e stop.
Si non poser d, = — V f(zg) et soit ay la solution optimale de la
recherche linéaire

min { f(x + ady);a > 0} .

Poser zj11 = xp + agd.
Remplacer & par k + let répéter 1’étape principale.

Inconvénients de la méthode de la plus forte pente

» Lenteur de la méthode au voisinage des points stationnaires.

» Cette méthode travaille de facon performante dans les premiéres étapes
de ’algorithme. Malheuresement, dés qu’on s’approche du point stationnaire,
La méthode devient trés lente. On peut expliquer intuitivement ce phénomeéne
par les considérations suivantes

fzp +ady) = f(zr) + aVf(a)'d+ a|d]| a(zy; ad),

ol a(xy; ad) — 0 quand ad — 0.
Si dy = — V f(x1), on obtient : xp11 = 2, — aV f(xx) et par conséquent

f (@) = (@) = a [= V(@) P + IV f ()] alar; aV £ ()] -

D’aprés I'expression précedente, on voit que lorsque x; s’approche d’un
point stationnaire, et si f est continument différentiable, alors ||V f(z)|| est
proche de zéro.Donc le terme & droite s’approche de zéro, indépendemment
dea, et par conséquent f(zj,1) ne s’éloigne pas beaucoup de f(x;) quand
on passe du point x; au point xyy;.
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3.2.3 Les méthodes utilisant des directions conjuguées
Description de la méthode

Ces méthode sont basées sur 'important concept de la conjugaison et ont
été développées afin de résoudre le probléeme quadratique

min f(a:)zla:T.Ax +blr+e
x€R"™ 2

Ou A € R™"™ est symétrique et définie positive , b € R"et ¢ € R. Les
méthodes de direction conjuguées peuvent résoudre les problémes de cette
forme en au plus n itérations et, contrairement au méthodes présentées
jusqu’a présent, elle n’utilisent pas de dérivées, sauf dans le cas particulier
de la méthode du gradient conjugué. Donnons la définition de la notion de
"conjugaison" :

Définition 3.2 Soient A une matrice n X n symétrique et définie positive
et un ensemble de directions non nulles {dy,ds, ...,dy}. Ces directions sont
dites A-conjuguées si

dl Ad; = 0, Vi; j tels que i # j. (3.8)

on en deduit :
d{JrlAdk =0= (— Vf(ﬂ?k_H) + Bk_;,_ldk)TAdk =0
— (= VT f(2p41) Ady + Biyrdl Ady, = 0
VT f(ery1)Ady _ Ghy1Adi
dT Ady, — TdTAdy,
Propriété 2.1. Si dy, ..., d; sont A-conjuguées, alors elles sont linéaire-
ment indépendantes.

— Bk+1 =

Propriété 2.2. Comme des direction A-conjuguées sont linéairement
indépendantes, alors I’espace vectoriel engendré par un ensemble de n direc-
tions A-conjuguées est de dimension n.

Etant donné un ensemble de n directions A-conjuguées dy, dy, ..., d, 1, la
méthode de directions conjuguées correspondante est donnée par

CL’]H_l:ZL'k—i-Ozkdk, /{ZZO,...,TL—L

oll xg est un vecteur de départ choisi arbitrairement et ou les oy, sont obtenus
par minimisation monodimentionnelle le long de dj.
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Le principal résultat concernant les méthodes utilisant des directions
conjuguées est qu’a chaque itération k, la méthode minimise f sur le sous-
espace généré par les k premiéres directions A-conjuguées utilisées par 1’al-
gorithme. A la ™™¢ jtération au plus tard, ce sous-espace inclura alors le
minimum global de f, grace a la propriété d’indépendance linéaire des direc-
tion A-conjuguées qui assure qu’a l'itération n, I’espace vectorielle générée
par les n directions A-conjuguées ne sera autre que R".

Remarque 2.5.la notion de conjugaison n’a pas de sens dans le cas non
quadratique.

3.3 La methode du gradient conjugué non li-
néaire

Afin de minimiser une fonction non linéaire, la méthode de gradient conju-
gué doit étre modifiée. D’abord nous faisons une recherche linéaire afin de
calculer le pas ay, qui minimise la fonction non-linéaire fle long de dj. Deuxieé-
mement, le résidu r doit étre remplacé par le gradient de f . Nous obtenons
ainsi un algorithme tres efficace pour 'optimisation non-linéaire[74]. Si f est
strictement convexe et si oy, est le minimiseur exacte, alors cet algorithme est
exactement le gradient conjugué linéaire [75] . Le parametre «y doit vérifier
certaines conditions afin d’assurer que la direction dj; soit une direction de
descente. Si la recherche linéaire est exacte, nous voyons que : V f(z3)7.d, < 0

Mais si la recherche n’est pas exacte (parce que la recherche exacte est
trop cotiteuse), il faut imposer d’autres conditions .

L’idée de la méthode est de construire itérativement des directions dy, ..., di]
mutuellement conjuguées. A chaque étape x, la direction dj est obtenue
comme combinaison linéaire du gradient en x; et de la direction précédente
dj_1, les coefficients étant choisis de telle maniére que dj, soit conjuguée avec
toutes les directions précédentes. On s’intéresse ici & la minimisation d’une
fonction f: R™ — R, non nécessairement quadratique :

min f(z),
z€R™

et on cherche & étendre la méthode du gradient conjugué a ce probleme. Il y
a plusieurs maniéres de le faire et peu de critéres permettant de dire laquelle
est la meilleure. Une extension possible consiste simplement a reprendre les
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formules utilisées dans le cas quadratique. On se propose donc d’étudier les
méthodes ou la direction dj, est définie par la formule de récurrence suivante

(Br €R)
—91 sik=1,
di = 3.9
’ { —Jdk + ﬁkdkfl ........ sik Z 2’ ( )
oWgr =V f(x), B €R et {x} est générée par la formule :

Tpt1 = T + apdy,

le pas o, € R étant déterminé par une recherche linéaire.
Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjuguée
si B, prend 'une des valeurs

HS _ g;{(gk — Gk—1)

= , Hestenes-Stiefel [14] , 1952 3.10
: i1 (9 — gr—1) 4 ( )

T
R Tgki, Fletcher Reeves [11],1964 (3.11)
9k—19k—1

prp _ 9 (95 = gr-1) -
e = W Polak-Ribiére-Polyak [18,19],1969 (3.12)
Gk—1

T
oD — —T‘%i, descente conjugué. [10], 1987 (3.13)
d_19k—1

Ls _ 9k 9k — gr-1)

% s : Liu-Storey [15],1991 (3.14)
k—19k—1

T
DY _ Iedh Dai-Yuan [7],1999 (3.15)
(e — gr—1)" dp—

ol Yk—1 = gk — Jk—1-

Pour faciliter la présentation nous appelons les méthodes qui corres-
pondent a (3.12) - (3.17) la méthode HS , la méthode FR, la méthode PRP,
la méthode CD, et la méthode LS, et la méthode DY, respectivement.

Dans le cas ot f est une fonction quadratique strictement convexe avec
une recherche linéaire exacte toutes ces variantes de (3, ont la méme valeur :

PRP __ pFR _ oCD __ DY __ LS _ QHS
k -~k — Mk —FE —HME T Fk -
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Si f est quelconque, il n’en est plus de méme et on parle respectivement
de méthode de Polak-Ribiére-Ployak n ([ 35, 1969])-([36, 1969]) méthode de
Fletcher-Reeves ([18, 1964 |), méthode de la descente conjuguée ([55, 1987])
ou de méthode de Dai-Yuan ([54, 1999]) selon que I'on utilise 3 %7, g1 1, B¢P
ou AP ala place de 3, dans (3.11).

Pour que les méthodes ainsi définies soient utilisables, il faut répondre
aux deux questions suivantes.

» Les directions dj, définies par (3.11) sont-elles des directions de descente
de f 7

» Les méthodes ainsi définies sont-elles convergentes 7

En ce qui concerne la premiére question remarquons que, quel que soit
B € R, dj est une direction de descente si on fait de la recherche linéaire
exacte, c’est- a~dire si le pas aj_; est un point stationnaire de o« — f(zy_1 +
ady,_1). En effet, dans ce cas gl dj,_, = 0 et on trouve lorsque g;, # 0 :

d;‘:ﬁ]k = (—gr+ Bkdkfl)T gk
= —lgll® + Brdi_19c = — llgul” < O

Cependant, il est fortement déconseillé de faire de la recherche linéaire
exacte lorsque f n’est pas quadratique : le colit de détermination de k est
excessif.

L’efficacité de la méthode du gradient conjugué repose essentiellement sur
deux points :

» La recherche linéaire détermination du pas optimal) doit étre exacte,

» Les relations de conjugaison doivent étre précises.

La recherche du pas optimal doit étre réalisée a ’aide d’un algorithme
spécifique, puisque f est quelconque. Par contre la notion de conjugaison n’a
pas de sens dans le cas non quadratique.

L’étude des propriétés de convergence de quelques méthodes du gradient
conjugué non linéaire est 'objectif du troisiéme chapitre.

3.4 la convergence de quelques méthodes du
gradient conjugué non linéaire avec la re-
cherche linéaire inexacte

Notre probléme consiste de minimiser une fonction f de n variables de
valeurs reelles
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(P) minimiser f(z) ze€R" (3.16)

ou f est réguliere (continiment diférentiable) et g est son gra-
dient. Notons par g; le gradient de f au point xy, .

Rappelons que les diféerentes meéthodes du gradient conjugué générent
des suites {z}} de la forme suivante :

Tpy1 = T + o dy, Qg > 0, (317)

ou la direction recherchée est définie par la formule de récurrence sui-
vante :

—0 sik=1,
i = 3.18
* { — gk + Bpdi—1-ee-.... sik > 2, (3.18)

Le coefficient (3, deétermine la méthode du gradient conjugué en question
(Fletcher Reeves, Polak Ribiére Polyak,...) Le pasay, € RT étant déterminé
par une recherche linéaire.

Supposition 3.1.

(i) L’ensemble Q := {z € R™; f(x) < f(x1)} est borné; ou z; € R™ est le
point initial.

(ii) Sur un voisinage N de €, la fonction objectif f est continiiment
différentiable et son gradient est lipschitzien i.e

dL > 0 tel que |lg(z) — g(@)|| < Lz — &|| ,Vz, 2 € N (3.19)

Ces suppositions impliquent qu’il existe v > 0 tel que

lg(2)[| <7, Yz € £ (3.20)

Définition 3.3 . (/40, 1992])
On dit que d;. est une direction de descente suffisante si

grdy, < —cllgil®. (3.21)
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Rappelons les conditions de Wolfe faibles :

f(:)?k + Oédk) S f(xk) + (SCYVf(Ik)Tdk (322)

avec0<d<o<1:
Les conditions de Wolfe fortes :

|V f(an + ady)"dy| < =0V f ()" dy (3.24)

Les conditions de Wolfe relaxée :

fx, + ady) < f(xx) + 6aV7 f(ag)dy (3.26)

GV fxr)dy < VT f (g + apdp)dy, < =6V f(y)dy, (3.27)

ot 0<di<d<leto>0

Présentons maintenant un théoréme fondamental qui assure lla condition
de Zoutendijk pour.toute méthode du type (3.17)-(3.18), dans laquelle le pas
oy est déterminé par la regle de Wolfe faible (3.22)-(3.23) Ce théoreme était
démontré par Zoutendijk ([52, 1970]) et Powell ([53, 1971]).

Considérons une méthode du type (3.17)et(3.18), dans la quelle dj, est
une direction de descente et le pas oy est déterminé par la régle de Wolfe
faible (3.22)-(3.23) avec 0 < § < 1/2 : Considérons aussi que la supposition
4.1 soit satisfaite. Alors pour une telle méthode la condition de Zoutendijk
suivante :

Zcos2 0 || gil> < o0 (3.28)

k>1

Algorithm 3.2 (Méthode du gradient conjugué)
si on fize xo, puis on calculer fo = f(xg) et Vfo = Vf(xg).
Ualgorithme est initialisé par une étape du gradient simple. dy = —V fo.
Tant qu’un critér de convergonce n’est pas vérifie :
1. Détermination d’un pas oy, par la méthode de recherche lineaire de son
choix. Calcule d’un nouvel itéré Tl = Tk + aydy
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2. Evaluation d’un nouveau gradient V fiiq :

3. Calcul du parametre By, par la méthode de son choix

4. Construction d’une nouvelle direction dir1 = —Grt1 + By d
5. Incréméntation : k =k + 1

3.4.1 méthode de Fletcher-Reeves

La methode de Fletcher-Reeves ([11, 1964]) est une extension directe de
la méthode du gradient conjugué linéaire au cas des fonctions quelconques.
Appliquée a une fonction quadratique, elle est identique au gradient conjugué
linéaire.

2
FR Hng

p = H R Gradient conjugué variante Fletcher-Reeves — (3.29)
Jk—1

Lorsque la fonction a minimiser est quadratique, le coefficient By assure la
conjugaison entre diet di_; et la méthode est assurée de converger en au plus
n itérations, ou n est la dimension du vecteur d’inconnues. Dans le cas non
quadratique, il existe de nombreuses variantes a la méthode de Fletcher et
Reeves, différant par le choix du parameétre By

Algorithme de la méthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode est trés intéressante, d’une part parce qu’elle nécessite le
stockage de trés peu d’informations
sentiellement trois vecteurs de dimension n); d’autre part, par sa vitesse de
convergence trés supeérieure a celle des algorithmes du gradient classique
Algorithme 3.1 de la méthode de Fletcher-Reeves
EtapeO : (initialisation)
Soit xq le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr =0 :STOP ( z* = x)."Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xp1 = x), + apdy avec : oy = arg minyso f(zx + ady)
dir1 = — g1 + Brtydy.
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Gradient Conjugué Vs. Fletcher Reeves
On minimise la fonction:
F(x,y)=x*+4 y* + dx y

Qui a deux minimums réels

X*1=[- 8% 12,2142 ] X*2=[814/ 2, -2142]
X*1=[-0.84, 0.59] ¥'2=[0.84, -0.59]
ou
2
FR Hgk+1H
k+1 — 2 -
Hgk“

3.4.2 . La propriété de descente de la méthode de FR

Powell ([42, 1984]) a démontré la satisfaction de la propriété de descente
de la fonction objective pour la méthode de Fletcher-Reeves avec recherche
linéaire exacte.

Al-Baali ([50, 1985]) a démontré la satisfaisse de la propriété de descente
de la fonction objectif pour la méthode de Fletcher-Reeves avec la recherche
linéaire inexacte de Wolfe forte.

J. C. Gilbert et Nocedal([40, 1992]) ont généralisé ce résultat pour toute
méthode du type (3.17)-(3.18) dont

1Bel < BR (3.30)

Théoréme 3.3 On considére que la supposition (3.1) est satisfaite. Consi-
dérons une méthode du type(3.17) et (3.18) avec .5, satisfaisant a (3.29) et
le pas ty, vérifiant la régle de Wolfe forte (5.25) ow o €0, %]

Alors cette méthode géneére des directions de descente. De plus on a :

-1 dr 2 — 1
< DIk 20T p o1, (3.31)

I=o = Jgl? = 1-0
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Proof. . ([40, 1992]) La démonstration se fait par récurrence. 1)Pour
k=1:
digi - lgal” _

2 2
gl g1

D’autre part :

1 L <1
0<a<§:>{ 2100—__1

l1—0o
2)Supposons que (3.31) est satisfaite pour k£ et démontrons qu’elle le sera
pour k + 1 : Supposons que :

— T —
1 < dkgk2 < 20 -1
A

D k=1, (*)

di 1 G —Gk+1 + Br1dr) gra
atiis _( * s ) * = —1+ By 1di gr-

- 2
||91c+1||2 ||9k:+1||

D’autre part de (3.29) on aura :

2 2
rr _ |9kl Lo ol
ko= - 2"
||9k—1||2 5k+1 [rsy
d’ou : . .
Ay 19k _ Brs1 di Yot (+%)
Igill” e llgel’®

En utilisant la condition de recherche linéaire (3.25) on aura :

}d£9k+1| < —Udggk =0 |Bk+1‘ d{gk. < 5k+1d£+19k+1 < -0 |Bk+1‘ d;‘:gk

Remplagant ceci dans (**) :

g |ﬁk+1‘ di gi < di 19641 < _1_ |ﬁk+1’ d{gk
k+1 ”ng lgrall” k+1 Hgk”
De (*) on aura :
1- Bl o < d;‘cp+1gk+21 <1+ Brilo
5k+1 ( ) ||9k+1|| 5k+1 ( )
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et de (3.30)
—0 |Bk+1‘
== grr =1
E+1
On aura :

-1 _ di 196 L2201

L=0 7 lgea|® =~ 10

Ce qui achéve la démonstration. m

D’aprés (**) on déduit que pour tout & > 1 :dj est une direction de

descente avec C = %
En efet :
-1 dfgr  20—1 T 2 1—-20
< < =d < -C ouC =

Remarque 3.1 .

La méthode de Fletcher-Reeves avec une recherche linéaire exacte génére
des directions de descente.
En efet, a chaque itération £ > 1 :, on a :

T
di1gier = (—ger1 + Betade) G
= —ngﬂng + B?fldggkﬂ
2
= —|lgrsll

Puisque

Qy, = argming f(zp + ardy) = arg mingq oy (t)
Donc «y, vérifie la condition nécessaire d’optimalite :
gbk(ozk) = Vf(l’k + Oékdk)T.dk = 91{+1dk =0 y Vk Z 1.

Convergence de la méthode de Fletcher-Reeves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué
non linéaire (version Fletcher- Reeves) avec des recherches linéaires inexactes
(recherche linéaire inexacte de Wolfe forte (3.24)-(3.25)
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oll 0 < 3) était démontré par Al-Baali ([50, 1985]). Touati Ahmed et
Story ([51,1990]) ont généralisé ce résultat pour

0< B, <pBER.

Gilbert et Nocedal ([48, 1992]) ont généralisé ce résultat pour

1By] < B " (3.32)

Théoréme 3.4 Supposons que U'hypothése 4.1 soit satisfaite. Considérons
une méthode du type (3.17) et (3.18) dont (5, satisfait a (3.30) et le pas oy
satisfait aux conditions de Wolfe fortes (3.24)-(3.25) ou o € ]0,1] : Alors

cette méthode est globalement convergente, dans le sens suivant :

klim inf || gx|| = 0. (3.33)

Proof. . ([49, 1992])
Puisque les conditions du théoréme 4.1 sont satisfaites alors on a :

—1 < dfgk

g 2
= = _Udz_wk—l < —— |lgr—1l]” -
L= = |lgl?

~—1—0

D’autre part de (3.10)
|df g | < —odi g = |di_1gx| < —odi_1 g1,

d’ou o
‘dz—19k} < —odj_1gr-1 < 11— 4 ||9k:—1||2- (3.34)

De (3.9), (3.32) et (3.34) :

2 2 2
ldl® = [llgell” = 28xdi_19x + Bk lldk-1ll"]
< Ngell® + |2684di_1ge] + B3 Il |

].+U 2 2 2

< 7 lall® + (87 il

Posons

d):}Jr—“ on aura :
—0

66



CHAPITRE 3. LA METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

2 A 2 2 2
ldell® < @ llgull” + (B2™) [|di—1l]
< @llgel? + (877 |@ llgear P + (BE5)” - 2||}

k
- 4 -2 | A 4 -2 _ A 4 -2
= @llgrl" Y llgsll ™ + @ llgell* o ZWWMIZ]MH
j=2 j=1

Supposons que gy est borné en dehors du zéro (limy,_, inf ||gx|| # 0), c’est-
a-dire :

lgull = w > 03k = [lgl| > < w2,

de (3.20) on a :

k
2 -2 AV
[ d|| SLW%H§]M| w;}:l

7=1
:ymn<w§k
d’on . ) .
w
> Y s (3.35)
27 o

Ce qui veut dire que > —— T H2 est divergente.
k>1
D’autre part, on a :

Zcos2 0 llgrl|> < oo,

E>1
° el el
9k gk
1 < cosb < ¢y
Il || ldll’
d’ou

S Al < S ol < o
= il k2l
4
N Z ||gk:||2 < 00
I

k>1

4

w
= j{:————g <
il

k>1

1
=
E:MMQ

k>1
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Ce qui contredit (3.35), d’ou le résultat :

klim inf || gx|| = 0.

3.4.3 Meéthode de Polak-Ribiére-Polyak

Cette méthode fut découverte par Polak, Ribiere ([18, 1969]) et Polyak
([19, 1969]). Rappelons que pour la méthode de Polak-Ribiére-Polyak la va-
riante (3, est :

T
pre _ i Ykl (3.36)
[ry|
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Algorithme 3.2 de la méthode de Polak-Ribiére-Polyak

EtapeO : (initialisation)

Soit zq le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go
Poser k£ = 0 et aller a I’étape 1.

Etape 1 :

Sigr =0 :STOP (z* = xy)."Test d’arrét"

Si non aller a I’étape 2.

Etape 2

Définir xp11 = 1 + aygdy avec :

ay = min f(zy + ady)
A>0

A1 = —Grp1 + ﬁkpflpdk

ou

BPRP _ 91{+1(9k+1 — k) _ Q/Z’Hyk
k+1 — 2 — D)
g gl

Poser k =k + 1 et aller a I’étape 1.

Convergence de la méthode de PRP

La convergence de cette méthode est assurée pour une fonction fortement
convexe avec recherche linéaire, mais si f n’est pas convexe elle ne converge
pas.

Théoréme 3.5 Si f est fortement convexe, continiment différentiable avec
un gradient lipschitzien, alors la méthode de Polak Ribiére avec recherche
linéaire exacte génére une suite {1} convergeant vers l'unique point z* réa-
lisant le minimum de f.

Proof. ([33]) Montrons dans un premier temps que

_dggk

cosly = ———,
il | dic

est uniformément positif.
Grace a la recherche linéaire exacte, on a
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d;‘gr—lykfl = dg—l (9% — gr—1)
T
= —di_ g1 =~ (_gkfl + 5£ﬁlpdkf2) k-1
2
= lgr-1ll"-
La forte convexité de f implique que
dT o _ T > n . 2
k1Uk1 = 7 (& — Tp1)” Yp1 = — l|on — 2|,
tkfl tkfl

ou 1 > 0 est le module de forte convexité de f.
On en déduit, en utilisant la constante de lipschitz L de g :

WPRP| _ ’91{%—1} _ Ig,fyk_ll < te—1 L || gkl [|zr — r—1]| _ L gl
S N P

On peut alors borner ||d|| par :

ldell - < llgwll + 8| i

L gl
L
< (T4 =) llgxll
n
Ensuite
I\ !
o=l <= (145)  loul sl
ou encore

_ AT -1
cosb, = —dk Ik > (1 + é) .
Hgk” HdkH n

La condition de Zoutendijk est vérifiee. Donc { f(xy)} est bornée inférieu-
rement (car f est fortement convexe).

On en déduit que g — 0.

D’autre part, {x)} est bornée ( f est fortement convexe) et posseéde donc
des sous suites convergentes.

La limite de celles-ci ne peut étre que I'unique minimum x* de f (car
g — 0).

Donc toute la suite {x)} converge vers z*. =
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3.4.4 Meéthode de la descente conjugué

Cette méthode fit proposée en 1987 par Fletcher et Reeves([37, 1987]),
Rappelons que pour la méthode de la descente conjuguée la variante [3;
est :

2
cD 9w
= "IEN 3.37
k _dgflgk—l ( )

Algorithme 3.2 de la méthode de descente conjugué

EtapeO : (initialisation)

Soit ¢ le point de départ, go = V f(z0), poser dg = —go
Poser k = 0 et aller a I’étape 1.

Etape 1 :

Sigr=0 :STOP ( z* = x)."Test d’arrét"

Si non aller a I’étape 2.

Etape 2 :

Définir xp, 1 = 1 + aydy avec :

oy = argmin f(x, + ady)
A>0

dir1 = — g1 + By 1
ou
2
CD _ ||9k+1||
k+1 _d%‘gk

Poser k = k + 1 et aller a I’étape 1.

La propriété de descente de la méthode de la descente conjuguée

Fletcher ([37, 1987]) a démontré que la méthode de la descente conjuguée
est une méthode de descente si le pas oy est déterminé par la régle forte de
Wolfe(3.24)et(3.25) avec o < 1.Dai et Yuan ([35, 1996]) ont démontré que
cette méthode avec la régle deWolfe relaxé ou 0 < d <o <let 0<5<1
génére des directions de descente a chaque itération £ > 1

Théoréme 3.6
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Supposons que l’hypothése 3.1 est satisfaite.
Pour toute méthode du type (3.17.2) et (3.18) dont B, satisfait a (3.37)
et le pas oy, satisfait aux conditions de Wolfe relaxée :

flzn +ardy) < flzy) + dad] gi
et odpgr < digui < —6dgi

on0<d<o<let0<s<l1
Alors notre méthode génére des directions de descente suffisante achaque
itération k > 1

Proof. ([35, 1996]) On a

T
—dige = — (—gk—i‘ﬁkCdeq) Ik

di_ 19k ]
2 k—1

= Joell" |1+ 77—

|| || |: dz‘,—‘_lgkf]_

—d%fgk _ dgqgk
llgxl® 1961

D’autre part de (4.12)

odigr < digr < —6dig

dT
= 1-6<1+-2 <14,
k—19k—1
d’ou .
| —g< %I g,

— 2 —
g
Donc si ||gx|| # 0, on a :

dlgr < —Cllgil? onC=1-6>0

et donc d;, est une direction de descente suffisante [ |

72



CHAPITRE 3. LA METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

Convergence de la méthode de la descente conjuguée

Yuan ([36, 1993]) a démontré la convergence au sens (3.18) de cette
méthode avec un pas satisfaisant aux conditions (3.11)-(3.12) si ¢ < 1 et
¢ = 0. Dai et Yuan ([35,1996]) ont démontré ce résultat pour 0 < 1 et 6 =0,

Théoréme 3.7 Supposons que la ’hypothése 3.1 est satisfaite. Toute mé-
thode du type (3.17) et (3.18) dons laquelle B, vérifie (3.19) et le pas oy, est
déterminé par la régle de Wolfe relaxée (3.11)-(3.12) ou 0 < § < o < 1 et
g = 0; est de descente convergente, dans le sens ot

klim inf ||gx]| =0

Proof. ([35,1996])Du théoréme 3.4 on a :

1—6 < W%y,
[l |l
= _d{gk <l+4+o
=gl .
= (14+0)'< ”g’;” <1
_dkglc

gi1ll” lgel|?

~dl gy |lgrn|®

BCD

= (1 —1—0)71 < ];;1
k+1

= kcﬂ < ﬁgfl

= (1+0)'<

<1

Donc 851 vérifie I'inégalité (3.15).D’apreés le théoréme 3.2 on a :

klim inf [|gx]| =0

3.4.5 Meéthode de Dai-Yuan
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Cette méthode était découverte par Dai et Yuan ([33, 1999)),

2
DY Hng

= 0 3.38
k d{_lyk71 ( )

Remarquons que cette variante on a les mémes numeérateur et dénominateur
des variantes de Fletcher-Reeves et Hestenes-Stielfel respectivement . Cette
méthode possede plusieurs propriétés, par exemple elle posséde la propriéte
de descente a chaque.itération, la convergence au sens (3.32) si le pas est
déterminé par la régle de Wolfe faible

Algorithme 3.3 de la Méthode de Dai-Yuan avec la régle de Wolfe
faible

EtapeO : (initialisation)
Soit zq le point de départ, go = V f(x¢), poser dy = —go
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.
Etape 1 :
Sigr=0 :STOP ( x* = xy)."Test d’arrét"
Si non aller a I’étape 2.
Etape 2 :
Définir xp, 1 = z + apdy avec :

oy, vérifie les conditions (3.25)

dir1 = — g1 + By
ou ) )
gov _ gl _ el
AT (g — gn) di yi

Poser k = k + 1 et aller a ’étape 1.

La propriété de descente de la méthode de Dai-Yuan

Dai et Yuan ([34, 1998]) ont démontré que & chaque itération k£ > 1 la di-

rection recherchée par cette méthode aved

la recherche de Wolfe faible (3.22)-(3.23), est de descente si la fonction ob-
jectif f est strictement convexe.
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Théoréme 3.8 Supposons que L’hypothése ".1 soit satisfaite. Pour toute
méthode du type (3.17) et (3.18) dont [, satisfait a (3.38) et le pas oy satis-
fait aux conditions de Wolfe faible :
flae+ady) < f(xr) 4+ 6oV fa) " dy
et digrr > od} g

on0<di<o<l1
toutes les directions générées sont de descente, autrement dit :d} g, < 0
; VE>1
Proof. ([33, 1999])La démonstration se fait par récurrence.1) Pour
k=1:
digr=—|g]* <0

2)Supposons que (3.21) estsatisfaite pour k& > 1 et démontrons qu’elle le
sera pour k + 1 :Supposons que :

dlge <0, k>1
En utilisant (3.7), on aura :
diyr = d}, (grer — ge) > di (g1 —gr) = (0 = 1) digr = — (1 — o) dj g, > 0
D’autre part :
ngrlgk—&-l = (—9k+1 + ﬁkDﬁdk)Tng

= _H9k+1H +5k+1 i
H%HH

= —llgrnal® + =—dl gr 1
dpy
Gk
= gl + 1 dT“” L (e + )
gl
= ~llgweal® + gl + =57 =g
||9k+1||2 T

or puisque :d} gr < 0; dly; > 0; il en résulte :

dy19ra1 <0

Ce qui achéve la démonstration. m
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Convergence de la méthode de Dai-Yuan

Dai-Yuan ([33, 1999]) ont démontré la convergence de la méthde de Dai-
Yuan au sens (3.38) si le pas ay, est déterminé par la régle de wolfe faible. et
la fonction objective satisfait les conditions qui situent dans la proposition
suivantes.

Théoréme 3.9 Supposons que la proposition 3.1 est satisfaite. La suite
{zy} générée par l'algorithme 3.3 converge dans le sens

klim inf ||gx]| =0

Proof. ([33, 1999])En utilisant le théoréme 3.1, on aura :

Zcos2 0 |lgr]|* < oo (*)
k>1
d’autre part on a :
2
st + geal® = HﬁkDLdkH

2 2 2 2
= ldenll® = (B01) Ndill® = 2d 19801 — lgeial” (%)

De (3.35) :
A1k = (—gk+1+5£+y1dk)Tgk+1
2
i e
N kD+Y1 _ d£+%gk+1
dy. gr.
remplagant ceci dans (**), on aura :
Il B Nl 2 gk gl
(dg+19k+1)2 (dZ+19k+1>2 <d£+19k+1)2 (dg+19k+1)2
P _[ 1 L gl ] 1
(). 9r) H9k+1”2 dis1 9841 (d£+19k+1)2 H9k+1”2
Idel* [ 1 gkl ]2 1
(dfgk) | gr+1]] d£+19k+1 ||9k:+1||2
I ]” 1

(dE9r) Nl gusll”
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d’ou
gl . 1 el
T 2 — 2 dT
(dy g) [ 9wl ( kflgk—l)
1 1 || dje—a||?

_||gk||2 lge-all®  (df_59x-2)
A |

2
i=1 ngH

Supposons maintenant que (3.33) n’est pas satisfaite, autrement dit :

Jw >0 tel que ||gx| > w;VEk

On aura :
d||? 1 1< 1
A e MR
(i gr) lgill™ — w* w
(d;{gkf 1
= D, W) T
E>1 ||dk|| kzlk
d’ou

Z (dzgk)2 _

5 — 0
e

k>1

ce qui contredit (*) Ce qui achéve la démonstration. =

1 N
Example 3.10 Minimiser f(r) = 2" (g 2) e (_§> .

par la méthode de Fletcher-Reeves & partir de
0 T
*=(0 0) .
Vérifier que :
eles directions de déplacement sont mutuellement conjuguées
eles gradients sont orthogonaux
od! gi, = —g} g < 0 (Condition de descente)
f(x) est quadratique
—F.R.= algo des gradients conjuguées

v = (5 o)+ (Z)
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Premiére itération :

4
= () =
g{gk
9 Age

) W s

2 0\ (4 544 34
5 (4 2
e (5) = (B)

~9s)- (1)

Oék? Q. =

9191 36
— B = —
0= 90 90 289
120 / 8§
dy = — Byd
g1+ Dodg = 289( 1)
Deuxiéme itération :
—24 120
17 289

al::120120(8 )
289 289 1
20 17120
2 .1 _ _
() 038 (- J-()
(0
g2 = 0

— B =0= ay=0; 22=2%=..

—>optimum atteint (pt stationnaire!)

La méthode converge bien en n (=2) étapes , au plus pour une fct qua-
dratique.

Le min est en 2* = (2 1)T ; fla*) = -8

C’est un min global (cf. répet précédente)

Vérifications :

e Directions mutuellement conjuguées ?

120 2 0) (4
diAdo = 555 (8 —1) (0 8) (8) =0

= dy, dyconjuguées par rapport a A
e Gradients orthogonaux 7

vi) == (3)
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i) =0 =2 (2)

= gggl =0 ok
eCondition de descente ?
k=0dlgo=—glgo <0 verifie car dy = —gp
120 2\ 24 —120.24
k=1dg, = — (8 -1 —_ = —
fo1 =555 (8 1) (—1> 17~ 289
24\ ° 2 —120.24
T =—(Z) (2 1 _
g 7)) 20 —1) 289
=—>dg et d; sont bien des directions de descente
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CHAPITRE 4. UNE NOUVELLE METHODE DE GRADIENT
CONJUGUE NON LINEAIRE AVEC LA RECHERCHE
LINEAIRE DE WOLF-POWELL FORT

Chapitre 4

Une nouvelle méthode de
gradient conjugué non linéaire
avec la recherche linéaire de
Wolf-Powell fort

4.1 1Introduction

Dans ce chapitre

Nous avons constaté que les résultats de convergence pour les différentes
variantes du gradient conjugué ont été obtenus en utilisant des recherches
linéaires inexactes. La question naturelle qui se pose est la suivante :

Peut- on obtenir des résultats de convergence avec des nouvelles variantes
du Gradient Conjugué ou d’autres en utilisant la recherche linéaire non-
monotone ?

Durant les derniéres années des modifications et des améliorations de la
méthode du gradient conjugué ont été proposées par G. H. LIU, L. L. JING,
L. X. HAN, AND D. HAN ([63]), BONNANS, J. F., PANIER, E., TITS,
A., and ZHOU, J. L ([62]), Y. H. Dai ([5]), E. Polak and G. Ribiére ([18]).
Wei et al.(29) On se basant sur ces études nous proposons de construire des
nouvelles méthodes avec de bons résultats numériques

Récemment, Wei et al. [29] ont proposé une nouvelle formule. WY L

La formule WYL a non seulement de bons résultats numérique mais aussi
assure la condition suffisante de descente et les propriétés de convergence
globale sous la recherche linéaire Wolfe-Powell forte[29,30].

. Dans ce context on proposer une nouvelle famille de coefficient B}V YL
qui est une extention du B}fylde la méthode de gradient conjugué pour
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résoudre les problémes d’optimisation sans contrainte & grand taille et dé-
montrons que ce By assurée la condition sufficent de descente et la problémes
de convergence sous la recherche linear exacte et inexacts de Wolf fort,

On considére le probléme d’optimisation sans contraintes suivants :

(p) : min {f(x) Lz € Rn} (4.1)

ou f: R" — R est une fonction non linéaire, lisse dont le gradient est
g.La formule itérative de la méthode du gradient conjugué est donnée par :

Tk+1 = Tk + akdka g > 07 k= 07 ]-7 27 3a """ (42)

ol est une longueur de pas obtenu par une recherche linéaire unidimen-
sionnelle et dj. est le direction de la recherche définie par

—0 sik=1,
di = 43
* { — G + Byllp—reeennsi k> 2, } (4.3)

ou g = Vf(xx) et 5, est un scalaire, Il y’a quatre variantes pour [,
dans ce recherche :

91 9k
by _ B Dai-Yuan [7] , 1999 (4.4)
(9% — gr—1)" di—1

PRP glf(gk - gk—l)
i = —————  Polak-Ribiere-Polyak [18, 19],1969 (4.5)

HgkAHQ
L% (9k - ||g‘;‘ff|1|||gk*1)
B = _ Wei et al [20],2006  (4.6)
Ik—19k—1
T
IR = T%i, Fletcher Reeves [11],1964 (4.7)
Jk—19k-1

pour trouver le pas «j il y a beaucoup de recherches linéaire souvent
utilisé comme
-Recherche linéaire exact,

f (v + apdy) = min f (v + ady) ,a > 0. (4.8)
-Recherche linéaire de Wolf fort

}Vf(l’k + Oékdk)T.dk‘ S —UVf(ZEk)T.dk. (410)
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oud € (0,3) et o €(0,1)

D’un point de vue bibliographique, les méthodes du gradient conjugué
non linéaire peuvent étre améliorées en utilisant les nouvelles techniques pro-
posées dans (68.), (69.), (70.), (71) ".

dans ce chapitre nous présenterons la nouvelle formule .dans la section
2. En outre, la condition suffisante de descente et la convergence globale
de la nouvelle méthode sous la recherche linear exacte et la recherche linear
inéxacte (4.9), (4.10) sera présentée a la section 3. Enfin, nous discuterons des
résultats numériques et des conclutions a les sections 4 et 5 respectivement.

4.2 nouvelle formule de GC

Dans cette section, nous proposons le nouveau By qui est une extention

du B}"*'(4.6) que nous avons nommé BlYYM  (1a méthode de wyl modifie)
T llge I
9k <9k o k71)
Jk—19k—1

4.3 analyse convergente

Dans cette section, nous allons montrer les proprietés convergentes de
BVYEM en utilisant & la fois le recherche linéaires exactes et inexactes

4.3.1 Analyse convergente basée sur une recherche li-
near exacte

Dans cette section, nous allons montrer I'analyse convergente basée sur
la recherche linear exacte. Nous montrerons aussi que ce coefficient GC pos-
sédera la condition suffisante de descente et la convergence globale

la conditions suffisante de descente

pour la condition suffissante de descent doit,
ghdi < —llgell* k>0 (4.12)

Théoréme 4.1 Considérons une méthode du CG de la forme (4.3) et B}YY M|
donné comme dans (4.11) le (4.12) et vérifie
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Proof. la preuve est par induction

si k =0, donc g}dy, = — |\ gx||>. pour k > 1, multiplier (4.3) par g7,
donc
9 dier = gl (= g8y + Brady) = — |lgk + 11> + Brragrsda,
pour une recherche linear exact il est facile & connaitre g, 1d; = 0.
Donc gy diit = = [|g,s4

Cela impliquera que di,; est une direction suffisant de descent.
d’'ou, gTdy < —|lgel®> k > 0. est vrai et la preuve est terminée m

Propriétés de convergence globale

Ensuit, nous montrerons que la méthode GC avec Bjy,; Convergerons
globalement, D’abord nous devons simplifier noutre nouveau By, afin que
notre preuve de convergence sera plus facile. De (4.12) nous savons que

2 llowll
—Mokll \ora,
BWYLM _ e s llgk Il
k = 2 = 2
llgr—1ll llgr—1ll

En utilisant I'négaité de Cauchy-Schwartz :

2 g 2 g
T e N SRV S e e (SR [ 3
Bk = 2 = 2 =
lgk—1ll llgk—1ll

ainsi nous obtenons

BYYEM > (4.13)
YLM Hng2

By < L9 (4.14)
| gr—1ll

4.3.2 Convergence globale par la recherche linear exacte]

Les hypotheses de base suivantes sont toujours nécessaires dans 1’analyse

des propriétés de convergence des méthodes GC'
Suppositionl :

On supose que

1) 'ensemble de niveau 2 = {x € R™; f(z) < f(z0)} est borné. ou zg est
le point de départ

2) Dans certains voisinages N de 2, f(z) est continiment différentiable
et son gradient est lipschitz continu, c’est-a-dire, pour tout z,y € N, il existe
une constante L > 0 telle que

lg(x) =gl < Lz -yl (4.15)
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Cette hypothése donne le lemme suivant (Lemme 1), qui a été prouvé par
Zoutendijk [22].

Lemme 4.1 Supposons que la supposition 1 soit vraie. Considérons toute
méthode GC' de la forme (4.3), ot d, est une direction de descente et
vérifie la régle de minimisation exacte. La condition suivante, connue sous le
nom de condition Zoutendik,

(4.16)
||gk||

k=
Substituer (4.14) a (4.16), il est équivalent a ce qui suit

Théoréme 4.2 Supposons que les hypothéses (1) et (2) ont vérifiées. consi-
dérons la méthode de la forme (4.2) et (4.3), ot oy, est obtenu par recheche
linear exact. Supposons en outre que l’hypothése (1) et la condition suffisante
descente soient vraies. alors

gk dk)
llgwll”

tim g =0 (4.18)

limy—co [|gell = 0 ou 3207, < 00

Proof. Pour Démontrer. le Théoréme 2, nous utilisons un argument de
contradiction. Par conséquent, si le Théoréme 2 n’est pas vrai, alors il existe
B > 0, tel que

gl > ¢ (4.19)

Rééeriture (4.3) en tant que dy + gr = BYY YEMd,,_; , et les deux cotés de
I’équation, nous obtenons

lde]l* = (B )2 || dal* = 291 di — [lgi (4.20)
Divisant les deux cotés de (4.20)par (g7 d,)?; alors nous obtenons % :I
k
(BYYEMY2|ay | 20fdi|lgll?
(98 dr)? (9 dr)? (9 dy)?
_ BEYEMR P (L loe )2 L
(g% di)? laell " (gFdr) llgr I
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ol B P .
(Gidp)? — (g dr)? gkl
En appliquant (4.13) et (4.14) nous avons
[y || 1
(g5 d)® = llgwll®
D’ou,
, k
Il 1
Gl P S Z_; o]
- T \2 2
(gk:dkg > & (4.22)
Il k

donc, de (4.22)et (4.19), cela montre que
0o Td 2
ko (ﬂizk \Tg -
Cela contredit la condition Zoutendijk dans Lemmal Par conséquent, la
preuve est terminée. m

4.3.3 Analyse convergente basée sur une recherche li-
néaire inexacte

Dans cette section, nous allons montrer la convergence de la méthode

sous la recherche linéaire inexact de wolf fort. Nous montrerons Aussi Que ces

coefficients GC possedent la condition suffisante de descente et des propriétés
de convergence globales. sous la recherche linéaire inexact (4.9) et (4.10)

Dans le théoréme suivant, nous discutons de la condition suffisante de
décente,

gidi < =Cllgil*,C >0 (4.23)
ou k> 0et ce (0,1) sous recherche linéaire (ST P).

la conditions suffisante de descente

Pour la condition suffisante de descente, nous présentons leThéorem sui-
vant

Théoréme 4.3 Si les séquences g et d; sont générées par les méthodes

(4.2), (4.3) et (4.11 ) avec la longueur de pas oy, est déterminée par(4.9) et
(4.10) sim € (0,1/4), alors la condition suffisante de décente est vérifie.
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Proof. Nous utilisons la preuve par induction de (4.3). Nous savons que
pour k£ = 0 il est en attente. Supposons que c’est.

G dr = — \|9k”22+ B M g di
Diviser par||gx||” a indiqué que;
ggdk — 1 BWYLMggdk:—l
7 = k 2
g g
T _ _ligrll
14 Ik <gk Hgkfllldk_l) gt dy—1
G191 el
_ U (o el gidi) grdia
=-1 + 2 gk k — T
gk lge—1ll ) gr—196—1
rd Ty Ty
IeCh oy IrChot (1——% k1 ) (4.24)
gk Ir-19k—1 195l | gx—1]
en utilisant (4.10), nous avons
T, T T —oadl du_ T
14 Zma B ( %k ) < gkdg < 140k <1_ 9y Ak )l
| gre—1]] gkl llgr=1ll / ~ lgwll 7= 15l g
(4.25)
et en appliquant I'inégaité de Cauchy-Schwartz nous obtenons
Ta
0<1— —TEO=L <o (4.26)
15l Nlge—1
Cela implique que
I di Id I dy_
S P K [ LU TG PR ke (4.27)
g1 ol g1
En répétant ce processus et le fait ¢7d; = — ||¢1]|*, nous avons
k-1 T k—1
. d :
> @20 < B <94 57 (20 (4.28)
=0 ”gk” j=0
comme r
1 i Ok
— <=2 4.29
1—20 = gl ~ 1o (4.29)

En faisant la restriction oe (0, }l)nous avons g dy < 0. Donc, par induc-

tion, Vk € N gld; < 0 vérifie. Maintenant, nous démontrons la condition

suffisante de descente d. si o€ (0, ;11)
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on pose A = 2 — ﬁ, donc 0 < A\ < 1,, et (4.29)se révele étre

T
Nog< T oy (4.30)
lgell* =

Ainsi nous obtenons gldy < —v ||grl|7ou v = -2+ 5=, ou A € (0,1).
La preuve est terminée. m
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4.3.4 Analyse convergence globale

L’hypothése suivante est nécessaire pour procéder a la démonstration des

propriétés de convergence globale.
Suppositionl :

(1) L’ensemble Q := {z € R"; f(x) < f(z1)} .est borné. ou x; € R" est le
point initial.

(ii) Dans certains voisinages N de 2, f(x) est continiment différentiable
et son gradient est lipschitz continu, c’est-a-dire, pour tout z,y € NV, il existe
une constante L > 0 telle que

lg(x) = gl < Lz =yl

Théoréme 4.4 Supposons que la supposition 1 est vem'ﬁees considérons la
méthode de la forme (4.2) et (4.3), ot dy, satisfait g-dy < 0 , pour tout k, et
ty est obtenu par SWP (4.9) et (4.10) alors, limy . ||gk|| =0

Proof. nous avons g di, < 0 pour tout k > 1 Nous avons aussi de (4.9)
et utiliser la condition de Lipschitz nous avons que

(1= 0)ghd < (grr1 — gr)"di < Lty [|dy]? (4.31)
d’ot a ) gl
—0) 9 Ok
tk 2> — (4.32)
Lo di]®
avec (4.9) on obtient :
1— o) (gL dy)?
flzr) — fag + tedg) > —(5tk91€dk > —5( 7 ) <|g\’Zl ﬁg (4.33)
k

En outre, de Uhypothése (1) nous avons que{f(x;) } est une suite décrois-
sante et a une limite dans Q, ce qui montre que limyg_ oo f(zr11) < +00 ; et

d’aprés (4.33) ona:

+oo = f(z1) — hm f(xry1) Z ) — flan)] > 5(120) Z (iédﬁgz
k

(4.34)

alorsz gk k . par coséquent  limy_. ||gkl]| =0

La preuve est terminée m
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4.4 .Résultats numériques et discussions

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques de notre
méthode proposée WY LM et on comparaison avec les méthodes CG de DY,
WYL,FR et PRP. Nous utiliserons certains problémes de test considérés
dans Andrei [61] pour analyser Uefficacité de B}Y¥1M. Nous avons considéré
e =10"%0 = 0.1,6 = 0.01 et la valeur du gradient comme critére d’arrét.
la tolérance ¢ = 1075 est choisie pour tous les algorithmes pour étudier la
rapidité d’itération de ces algorithmes vers la solution optimale, Nous avons
utilise Matlab R2010 . les résultats de performance sont présentés dans les
figures 1, 2, 3,4 et 5

nous utilisons 1’algorithme suivant

Algorithm 4.5 étape 1 : Etant donné un point initial o € R"™ posons
kE=0.eg€(0,1),et dy=—go

étape 2 : Calculer Bk par (4.4).(4.5), (4.6), (4.7) ou (4.10)

étape 3 : Calculer dy par(4.3), si ||gx|| =0, alors stop.

étape 4 : Calculer «y, basé sur la (Recherche linéaire de Wolf fort)

étape 5 : Mise o jour du nouveau point basé sur .(4.2).

étape 6 : Test convergent et critéres d’arrét, si f(xg) < f(zrr1) et | gl <
e, alors stop, sinon, passez a l'étape 1 avec k =k + 1.

Tableau 1. Problémes de test utilisés avec la condition de Wolf fort

Ny | Fonction N | point initial

1 | Booth 2 | (10,10),(14 ,14),(-12 ,-12)
2 | Rosenbrock 2 | (5, 5),(25, 25),(17, 17)

3 | Goldstein-Price 2 | (2,2),(-11 -11),(-13 ,-13)
4 | Extended Powell 4 |1 (7,7,7,7) (15 15,15,15)
5 | Tridiagonall 2 | (2, 2),(100, 100),(17, 17)
6 | Strait 2 | (50, 50),(100, 100)

7 2 | (10

Generalized Quartic 10, 10),(200, 200),(17, 17)

Les figures (4.1) a (4.3) présentent les performances des méthodes ci-
dessus par rapport au nombre d’itérations, au nombre d’évaluations de gra-
dient et les temps CPU, respectivement.
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Sy i i B
1

Fi1G. 4.1 — Performance based en the number of iterations

P e i B R
= "

.

F1G. 4.2 — Performance based on the number of gradient evaluations
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Fememgan i g
' W 5 i

Fi1G. 4.3 — Performance based CPU time

Remarque 1 : Les figures 1, 2 et 3 montrent que la méthode « WYLM>»
présente les meilleures performances car elle résout environ 99% des pro-
blémes de test.

Example 4.6 Considérer le probleme suivant Rosenbrock function f(z,y) =
(1 —2)*+100(y — 2*)?, z optimal= (1,1)

—2 4 22 — 4007y + 40022
Vi@y) = ( 200y — 20022y )
minumiser la fonction f(x,y)
Table 1 : Fonction Rosenbrock, f(z,y) = (z —1)> + 100 (22 —y)*x
optimal=(1, 1)
Résultats numériques pour WY LM, WY L, DY, FR et PRP en termes
de nombre d’itérations NI et de temps cpu
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1500 1
1666 ]

500 1

2500 §

|
2000

O R

point initiale | WYLM WYL PRP FR DY
NI/CPU NI/CPU NI/CPU NI/CPU | NI/CPU

(1000,1000) | 290/0.8948 | Failed 8377/42.896 | Echoué Failed

(30, 30) 119 /0.2919 | 1511/2.61386 | 8377/42.896 | 3944 Failed
(-1-1000) | 316/1.2419 | 2324/ 7.48127 | Failed Failed Failed
(-1,3) 88/1.99364 | 14532/ 75.441 | 466,/ 2.60282 | 420/ 2.6787 | 170/ 0.2194
(0, 1) 124/0.42538 | 20000/ 118.46 | 510/ 3.01014 | 88.0.215204 | 100/ 0.3769
(1, 4) 224/0.80902 | 2000/113.847 | 456,/2.33869 | 130/ 2.0867 | 100 /0.3769
(100, 100) | 210/ 0.60740 | Failed Failed 5840/ 25.10 | Failed

(-1, 7) 201,/ 0.75430 | 20000/113.84 | 527/ 6.11810 | 130 / 2.086 | 219 / 0.4429

Remarque 2 : dans le tableau 2, la méthode WYLM a réussi dans toutes

Remarque 3 : Le tableau 3 montre que
performances puisqu’il résout environ 100% des problémes de test.

Tableau 3. Résumé des résultats

Méthode | Classement | Le taux de réussite
WYLM |1 100%

PRP 2 5%

FR 3 5%

WYL 4 5%

DY 5 50%

les tentatives visant a atteindre la solution optimale, alors que les autres
méthodes ont échoué

«WYLM>» offre les meilleures
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Tableau 4 : fonction de Rosenbrock, point initial [—3 100]

WYLM | WYL | PRP FR DY
NI 309 Failed | 3505 Failed | 2456
CPU(s) 1,0048 | Failed | 13,2389 | Failed | 8,5297
X optimal | (1, 1) (1, 1) (1, 1)
Les figures (4.5) et (4.6) présentent la comparaison entre la méthode
WYLM et les méthodes DY, WY L, PRP et FR 20 = [—-3 100]
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SEFN

[
= | l
2l L,
1] L Fa L I | L] e L E LE | il s F 4
(BT e

Fic. 4.4 — Profils de performance basés sur le nombre d’évaluations de fonc-
tion
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Comparison of WY LM and DY, WYL, PRP,FR methods X0=[-3, 100]

15

10 — DY
——— PRP
5 wyL |
——FR
0
§ 5
5
o 10
-15
-20
25
L L | L | L L L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
iterations x 10*

Fic. 4.5 — Profils de performance basés sur le nombre d’évaluations de fonc-
tion

L ] [
.
— T
5 B
< Aﬁq )
E. A ——
&
L
[ ] L ¥ aa L1} LI L ] ¥ 4 8 1% )

Werrlwids =

F1G. 4.6 — Profils de performance basés sur le nombre d’évaluations de gra-
dient
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Remarque 4 : Parmi les figures 4 et 5, la méthode WY LM fonctionne
mieux que d’autres méthodes en sélectionnant un point de départ avec la fonc-
tion de Resenbrock f(z,y) = (z — 1)* +100 (2% — y)* Et elle est la meilleure
performance en termes de gradients de valeurs et de fonctions et le nombre
d’itérat

commentaires

(a) A travers les résultats enregistrés dans les tables 1 et 2, nous re-
marquons une différence significative entre la méthode B}VY ™M et les autres
méthodes

1) La nouvelle méthode converge vers la solution optimale trés rapide-
ment

2) La nouvelle méthode prend beaucoup moins de temps d’autres mé-
thodes

3) Lorsque xg est trop loin, la nouvelle méthode converge a une vitesse
incroyable tandis que d’autres méthodes échouent

4) Le nombre d’itérations inférieur au nombre d’itérations d’autres mé-
thodes

(b)D’apres les Figures 1 a 3, il est clairement démontré que la nouvelle
méthode WY LM est meilleure que les autres méthodes. La meilleure mé-
thode a une courbe qui est en haut et & droite sur le graphique. En outre, le
nouveau coefficient résout toutes les fonctions de test ci-dessus ot les autres
méthodes ne peuvent pas

4.5 conclusion

Nous présentons une nouvelle formule BJYYEM similaire & la méthode

wyl et les propriétés de convergence globales sont présentées avec plusieurs
recherches linear

Nos résultats numériques ont montré que le nouveau coefficient WY LM
est efficace lorsqu’il est comparé aux méthodes PRP, DY, FR et WY L
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